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ÓÄÊ 519.6:536.71ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀÈ ÌÅÒÎÄÀ ÓÑÐÅÄÍÅÍÍÛÕ ÊÎÑÈÍÓÑÎÂ ÄËß ÐÅØÅÍÈßÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÂ ÐÀÑÑÅÈÂÀÞÙÅÉ È ÏÎÃËÎÙÀÞÙÅÉ ÑÐÅÄÅÀ. Ñ. Èñàêîâà, Í. Ã. Êàðëûõàíîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ, ã.Ñíåæèíñê)Íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà çàäà÷, èìåþùèõ èçâåñòíîå ÷èñëåííîå è (èëè) àíàëèòè÷åñêîå ðå-øåíèå, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ðàññåèâà-þùåé è ïîãëîùàþùåé ñðåäå, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì êâàçèäèôôóçèè è ìåòîäîì óñðåäíåí-íûõ êîñèíóñîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñò-íîé ñõåìû íà îñíîâå TVD-ïîäõîäà äàåò, îñîáåííî â ñëîèñòûõ ñèñòåìàõ, áîëåå òî÷íîåðåøåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êâàçèäèôôóçèè, äëÿ êîòîðîãî ïîñòðîåíà òðàäèöèîí-íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, ðàññåèâàþùàÿ è ïîãëîùàþùàÿ ñðåäà, êâàçè-äèôôóçèÿ, îäíîìîìåíòíûå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè.ÂâåäåíèåÐàíåå â ðàáîòå [1] áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäàóñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â íåïîãëîùàþ-ùåé è íåðàññåèâàþùåé ñðåäå. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîâåäåíèå ïîäîáíîãî àíàëèçà ñ ó÷åòîì ïîãëî-ùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ îò-ëè÷íû îò íóëÿ. Â îïòè÷åñêè ïëîòíûõ ñðåäàõ ïðè ðàñ÷åòå ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàçíîñòüáëèçêèõ ÷èñåë, à ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ óñðåä-íåííûõ êîñèíóñîâ. Íî, êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè êàêêîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ, òàê è ðåøåíèÿ â öåëîì íå ïðîèñõîäèò.Â óðàâíåíèè êâàçèäèôôóçèè â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ïðèñóòñòâóåò ÷ëåí(3D � 1)=r, ãäå D � êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèè, r � ðàäèóñ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ îïòè-÷åñêèõ òîëùèíàõ êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèè ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ 1=3. Â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõêîýôôèöèåíò D âû÷èñëÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ è â îáùåì ñëó÷àå íåìíîãî îòëè÷åí îò 1=3.Âáëèçè öåíòðà ñôåðû (r ! 0) îøèáêà ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî ÷ëåíà ìîæåò ñòàòü áîëüøîé, ÷òî èíàáëþäàåòñÿ â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Çàíóëåíèå (3D � 1)=r ïðèâîäèò ê èñ÷åçíîâåíèþ íåìîíîòîííîòèâ öåíòðå ðàññ÷èòûâàåìîé ñèñòåìû, ÷òî êîñâåííî ïîäòâåðæäàåò ïîòåðþ òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèèóêàçàííîãî ÷ëåíà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ äàííàÿ ïðîáëåìà èñ÷åçàåò.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÊîðîòêî ðàññìîòðèì ñóòü èññëåäóåìûõ ïîäõîäîâ. Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèåïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ñðåäû:1c @I@t + @ ��r2I�r2@r + @@� �1� �2r I�+ (�a + �s) I = Q+ �s2 1Z�1 Id�: (1)� 14 �



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ. . .Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: I � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ; �a, �s � êîýôôèöè-åíòû ïîãëîùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî; � � êîñèíóñ óãëà ïîëåòà ôîòîíà îòíîñè-òåëüíî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû; c � ñêîðîñòü ñâåòà; Q � èçîòðîïíûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ;r � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; t � âðåìÿ.Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, âèä êîòîðûõ íåñóùåñòâåíåí äëÿ äàëüíåéøåãîèçëîæåíèÿ, è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äâóõ âèäîâ:1) I (rleft; � > 0) = fleft (�; t) íà ëåâîé ãðàíèöå; I (rright; � < 0) = fright (�; t) íà ïðàâîé ãðàíèöå,ãäå fleft (�; t), fright (�; t) � çàäàííûå ôóíêöèè;2) óñëîâèå ñèììåòðèè: I (rleft; �) = I (rleft;��) íà ëåâîé ãðàíèöå; I (rright; �) = I (rright;��) íàïðàâîé ãðàíèöå.Ðàññìîòðèì êâàçèäèôôóçèîííûé ïîäõîä. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (1) äâàæäû, ñíà÷àëàñ âåñîì 1, çàòåì ñ âåñîì �, òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:@U@t + @r2Sr2@r + c�aU = 2Q; (2)1c2 @S@t + @DU@r + 3D � 1r U + c�1 (�a + �s)S = 0: (3)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: U = 1c 1Z�1 Id�; S = 1Z�1�Id�;D = 1R�1 �2Id�1R�1 Id� : (4)Â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèè, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå (4), çàìåíÿåòñÿ áëèç-êèì åìó çíà÷åíèåì ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ðàáîòå [2]. Äàííûé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò âûïîë-íåíèå äèôôóçèîííîãî ïðåäåëà íà ëþáûõ ñåòêàõ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé è ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáûõñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé.Ñèñòåìà (2), (3) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé êâàçèäèôôóçèè, êîòîðàÿ äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè âèäà S = �sU + �s; (5)ãäå �s = 0R�1 �Id�1R�1 Id� ; �s = 1Z0 �f (�; t) d�:Óñëîâèå (5) çàäàåòñÿ êàê íà ëåâîé, òàê è íà ïðàâîé ãðàíèöå.Óðàâíåíèÿ (2), (3) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâó è ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõñëîéíîé ñõåìûïî âðåìåíè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:Un+1i+1=2 � Uni+1=2� + r2i+1Sn+1i+1 � r2i Sn+1ihi+1=2 + c�a;i+1=2Un+1i+1=2 = 2Qi+1=2;1c2 Sn+1i � Sni� + Di+1=2Un+1i+1=2 �Di�1=2Un+1i�1=2ri+1=2 � ri�1=2 + 3Di � 1ri Un+1i+1=2 + Un+1i�1=22 ++c�1 (�a;i + �s;i)Sn+1i = 0; (6)� 15 �



À. Ñ. Èñàêîâà, Í. Ã. Êàðëûõàíîâãäå hi+1=2 = r3i+1 � r3i3 ; Di = Di+1=2 +Di�1=22 ; �a;i = �a;i+1=2 + �a;i�1=22 ; �s;i = �s;i+1=2 + �s;i�1=22 .Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå â óðàâíåíèè (6):FiSn+1i = �AiUn+1i+1=2 +BiUn+1i�1=2 + Ci:Çäåñü Fi = 1c2� + c�1 (�a;i + �s;i) ; Fi > 0;êîýôôèöèåíòû Ai, Bi èìåþò ñëåäóþùèé âèä:Ai = Di+1=2ri+1=2 � ri�1=2 + 3Di � 12ri ; Bi = Di�1=2ri+1=2 � ri�1=2 � 3Di � 12ri :Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ai, Bi ìîãóò áûòü çíàêîïåðåìåííûìè èç-çà ÷ëåíà 3Di�1, ïî-ñêîëüêó 0 < Di < 1. Îòðèöàòåëüíîñòü îäíîãî èç ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ôèçè÷åñêè îçíà÷àåò ïåðåòåêà-íèå èçëó÷åíèÿ îò ÿ÷åéêè ñ ìåíüøåé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ ê ÿ÷åéêå ñ áîëüøåé ïëîòíîñòüþ,÷òî ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâûì ïðîöåññîì. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåóñòîé÷èâîñòèñ÷åòà. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè äàííûå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, òî îñòàâëÿåì èõ áåç èçìåíåíèÿ.Åñëè êîýôôèöèåíò Ai îòðèöàòåëüíûé, òî êîýôôèöèåíòû ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàìAi = Di+1=2ri+1=2 � ri�1=2 ; Bi = Di�1=2ri+1=2 � ri�1=2 � 3Di � 12ri :Åñëè êîýôôèöèåíò Bi îòðèöàòåëüíûé, òî êîýôôèöèåíòû ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîð-ìóëàì: Ai = Di+1=2ri+1=2 � ri�1=2 + 3Di � 12ri ; Bi = Di�1=2ri+1=2 � ri�1=2 :Äàííûé ïîäõîä ïîíèæàåò ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, íî îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà.Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå h�i = ScU ;óðàâíåíèå (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå@U@t + @r2 h�i cUr2@r + c�aU = 2Q; (7)ãäå h�i � ñðåäíèé êîñèíóñ íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà ôîòîíîâ. Óðàâíåíèå (7) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè:Uleft = 1c 1R0 fleft (�; t)d� íà ëåâîé ãðàíèöå, åñëè h�i > 0 ; åñëè h�i < 0, òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåçàäàåòñÿ;Uright = 1c 0R�1 fright (�; t)d� íà ïðàâîé ãðàíèöå, åñëè h�i < 0; åñëè h�i > 0, òî ãðàíè÷íîå óñëîâèåíå çàäàåòñÿ.Ïðè çàäàíèè íà ãðàíèöàõ óñëîâèÿ ñèììåòðèè ïîëàãàåì â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ h�i = 0.Äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ìåòîä ðåøåíèÿ è ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [3]. Â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïðèìåíÿåòñÿ òðåõñëîéíàÿ ðàçíîñòíàÿñõåìà [4]. � 16 �



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ. . .Ïîñòàíîâêà ðàñ÷åòîâÐàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìåòîäè÷åñêèå çàäà÷è, èìåþùèå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, è çàäà÷à èç ðàáî-òû [5]. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ðàâíîìåðíûå ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è óãëîâîé ïåðåìåííûì.Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà êâàçèäèôôóçèè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà äèôôóçè-îííîãî ïðåäåëà, èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì, îïèñàííûé â [2].Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó â ïëîñêîé ãåîìåòðèè î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â ïîãëîùàþùåé,íî íåðàññåèâàþùåé ñðåäå (�a 6= 0; �s = 0). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿâî âñåé ñèñòåìå ðàâíà íóëþ, çàäàíû êîýôôèöèåíò �a è èçîòðîïíûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ Q.Äîïîëíèòåëüíî çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ fleft (�; t) = 0; fright (�; t) = 0.Çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå* â îáëàñòè 0 � x � X íà ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàð-íîãî ðåæèìà:U = �Q�an�2 + �ah(x�X)Ei��a (X � x)�� xEi (�ax)i+ exp��a (x�X)�+ exp (��ax)o;h�i = 12 Q�aU n�2ah(x�X)2Ei��a (X � x)�� x2Ei (�ax)i++ �a (x�X) exp��a (x�X)�+ exp��a (x�X)�+ (�ax� 1) exp (��ax)o;D = �16 Q�aU n�3ah(x�X)3Ei��a (X � x)�� x3Ei (�ax)i++ �a (x�X) exp��a (x�X)�+ exp (��ax) h2 + �a x (�ax� 1)i++ 2 exp��a (x�X)�+ exp��a (x�X)� (x�X)2 � 4o:Çäåñü Ei (x) = 1R1 exp (�xy)y dy � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.Çàäà÷à ðàññ÷èòûâàëàñü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ �a è Q, çàäàííûõ â òàáë. 1. Ðàñ÷åòû ïðîâîäè-ëèñü â îáëàñòè 0 � x < 1 äî ìîìåíòà âðåìåíè ñt = 5 (ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà).Ñåòêè, âûáðàííûå äëÿ ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Øàã ïî âðåìåíè � áûë âçÿò ðàâíûì 10�2.Òàáëèöà 1Çàäà÷à 1. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòíîé ñèñòåìû�a Q1 0,510 5100 50
Òàáëèöà 2Çàäà÷à 1. Ðàñ÷åòíûå ñåòêèÍîìåð ñåòêè ×èñëî òî÷åê ×èñëî òî÷åêïî ïðîñòðàíñòâó ïî óãëó1 10 52 20 93 40 174 80 335 160 65Çàäà÷à 2. Ýòà çàäà÷à çàèìñòâîâàíà èç ðàáîòû [6]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â ñôåðè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â ïîãëîùàþùåé, íî íåðàññåèâàþùåé ñðåäå (�a 6= 0; �s = 0).Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ âî âñåé ñèñòåìå ðàâíà íóëþ, çàäàíû êîýô-ôèöèåíò �a è èçîòðîïíûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ Q.Äîïîëíèòåëüíî çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ fleft (�; t) = fleft (��; t); fright (�; t) = exp (�aR) �� exp (�aR j�j), ãäå R � ðàäèóñ ñèñòåìû.*Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî àâòîðàìè. � 17 �



À. Ñ. Èñàêîâà, Í. Ã. ÊàðëûõàíîâÇàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â îáëàñòè 0 � r � R íà ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãîðåæèìà: U = 2 exp (�aR) �ar � exp (�ar) + exp (��ar)�ar ;h�i = 1�2ar2 �ar�exp (�ar) + exp (��ar)�� exp (�ar) + exp (��ar)U ;D = � 13�3ar3U h3�2ar2�exp (�ar)� exp (��ar)�� 2�3ar3 exp (�aR)�� 6 exp (�ar) (�ar � 1) + 6 exp (��ar) (�ar + 1)i:Çàäà÷à ðàññ÷èòûâàëàñü ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â òàáë. 3. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñüâ îáëàñòè 0 � r < 1 äî ìîìåíòà âðåìåíè ñt = 5 (ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà).Èñïîëüçîâàííûå ïðè ðàñ÷åòàõ ñåòêè ïðèâåäåíû â òàáë. 4. Øàã ïî âðåìåíè � áûë âçÿò ðàâíûì 10�2.Òàáëèöà 3Çàäà÷à 2. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòíîé ñèñòåìû�a Q1 exp (R)10 exp (10R)100 exp (100R)
Òàáëèöà 4Çàäà÷à 2. Ðàñ÷åòíûå ñåòêèÍîìåð ñåòêè ×èñëî òî÷åê ×èñëî òî÷åêïî ïðîñòðàíñòâó ïî óãëó1 10 52 20 93 40 174 80 335 160 656 320 129Çàäà÷à 3. Ýòà çàäà÷à çàèìñòâîâàíà èç ñòàòüè [5]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â ñôåðè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â ïîãëîùàþùåé è â ðàññåèâàþùåé ñðåäå (�a 6= 0; �s 6= 0). Âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ âî âñåé ñèñòåìå ðàâíà íóëþ, çàäàíû êîýôôè-öèåíòû �a; �s è èçîòðîïíûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ Q.Çàäà÷à äîïîëíÿëàñü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè fleft (�; t) = fleft (��; t); fright (�; t) = 1.Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â îáëàñòè 0 � r < 13, ñîñòîÿùåé èç ñåìè ïîäîáëàñòåé, äî ìîìåíòà âðåìåíèñt = 5000 (ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçîâàííûåïðè ðàñ÷åòàõ êàæäîé ïîäîáëàñòè, çàäàíû â òàáë. 5, ðàñ÷åòíûå ñåòêè � â òàáë. 6. Øàã ïî âðåìåíè �âûáèðàëñÿ àâòîìàòè÷åñêè.Çà òî÷íîå ðåøåíèå ïðèíÿòû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî äàííîé çàäà÷å, ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåííûåàâòîðàìè ñòàòüè [5]. Òàáëèöà 5Çàäà÷à 3. Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòíîé ñèñòåìûÏîäîáëàñòüÏàðàìåòð 1 2 3 4 5 6 7r [0,2] [2,3] [3,5] [5,6] [6,8] [8,10] [10,13]�tot 50 5 0,001 70 0,001 50 0,001�a 50 5 0 60 0,001 50 0�s 0 0 0,001 10 0 0 0,001Q 25 0 0 25 0 0 0
Òàáëèöà 6Çàäà÷à 3. Ðàñ÷åòíûå ñåòêèÍîìåð ×èñëî òî÷åê ×èñëî òî÷åêñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó ïî óãëó1 60 92 120 173 240 334 480 655 960 129� 18 �



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ. . .Âñå çàäà÷è íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ðàññ÷èòûâàëèñü â äâà ýòàïà.Íà ïåðâîì ýòàïå ðàññ÷èòûâàëîñü óðàâíåíèå ïåðåíîñà (1) ïî òðåõñëîéíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è ïî ñõåìå TVD êàê ïî ïðîñòðàíñòâó, òàê è ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ñîãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà [7].Íà âòîðîì ýòàïå âûïîëíÿëñÿ îäèí èç ñëåäóþùèõ ðàñ÷åòîâ:� óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè ïî òðåõñëîéíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèèïî âðåìåíè è ïî ñõåìå TVD ïî ïðîñòðàíñòâó ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà (ðàñ÷åòSMU);� óðàâíåíèé êâàçèäèôôóçèè ïî òðåõñëîéíîé ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíèè ïî ïðîñòðàíñòâó (ðàñ÷åò KD);� êîìáèíàöèè óðàâíåíèé äëÿ óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ è êâàçèäèôôóçèè ïî ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó (ðàñ÷åò SMU+KD).Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ òî÷íîñòè âûáðàíî îòêëîíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò òî÷íîãî â íîðìå L2,ðàññ÷èòàííîå ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:�RkL2k = srrRrl (Ra �Rc)2 drrrRrl jRaj dr � 100%;ãäå Ra � òî÷íîå ðåøåíèå, Rñ � ÷èñëåííîå ðåøåíèå; rl, rr � êîîðäèíàòû ãðàíèö ðàññ÷èòûâàåìîéñèñòåìû.Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõÍà ðèñ. 1�6 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèèè óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ äëÿ çàäà÷ 1 è 2.Èç ïðîôèëåé êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè âèäíî, ÷òî îíè ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñû-âàþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, õîòÿ äëÿ îáåèõ çàäà÷ ïðè �a = 1 (ñì. ðèñ. 1 à, 4 à) êîýôôèöèåíòêâàçèäèôôóçèè íåìíîãî îòêëîíèëñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.Êîýôôèöèåíòû óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ íå ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâîâ è, êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, õî-ðîøî îïèñûâàþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ðèñ. 1. Çàäà÷à 1. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè (à) è óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ (á ) íà ìîìåíòóñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5; �a = 1; Q = 0;5: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;� SMU; � � � KD � 19 �
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Ðèñ. 2. Çàäà÷à 1. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè (à) è óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ (á ) íà ìîìåíòóñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5; �a = 10; Q = 5: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;� SMU; � � � KD

Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè (à) è óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ (á ) íà ìîìåíòóñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5; �a = 100; Q = 50: � àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå; � SMU; � � � KD

Ðèñ. 4. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè (à) è óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ (á ) íà ìîìåíòóñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5; �a = 1: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; �SMU; � � � KD � 20 �



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ. . .

Ðèñ. 5. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè (à) è óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ (á ) íà ìîìåíòóñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5; �a = 10: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;� SMU; � � � KD

Ðèñ. 6. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôóçèè (à) è óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ (á ) íà ìîìåíòóñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5; �a = 100: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;� SMU; � � � KDÈññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâè ìåòîäîì êâàçèäèôôóçèè, íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõÍà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Âèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿñ ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè êàê èç óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè, òàê è èç óðàâíåíèéêâàçèäèôôóçèè.Èç òàáë. 7 è ãðàôèêîâ ñõîäèìîñòè (ðèñ. 8) õîðîøî âèäíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è 1 ìåòîä óñðåäíåííûõêîñèíóñîâ äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàçèäèôôóçèîííûì ìåòîäîì.Íà ðèñ. 9, 10 ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ çàäà÷è 2, à â òàáë. 8 � îòêëîíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé îòàíàëèòè÷åñêîãî.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû D è h�i äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðè �a = 1 âû÷èñëåíû ñ õîðîøåéòî÷íîñòüþ (ñì. ðèñ. 4), ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ, îñîáåííî âáëèçè öåíòðà, îòëè÷àþòñÿ îò àíàëèòè÷å-ñêîãî. Ýòî îòíîñèòñÿ ê ðåøåíèÿì, ïîëó÷åííûì êàê ïî ìåòîäó êâàçèäèôôóçèè, òàê è ïî ìåòîäóóñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ.Óâåëè÷åíèå îïòè÷åñêîé òîëùèíû ðàññ÷èòûâàåìîé ñèñòåìû íå ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè âû÷èñëå-íèÿ êîýôôèöèåíòîâ D è h�i, â òî âðåìÿ êàê ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â öåëîì, âûïîëíåííûå ïî ìåòîäóêâàçèäèôôóçèè, íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòü íåìîíîòîííûå ñâîéñòâà. Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ýòî ñâÿçàíî ñ� 21 �
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Ðèñ. 7. Çàäà÷à 1. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ìîìåíò óñòàíîâëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà,ïîëó÷åííûå íà ñåòêå 5: à � �a = 1; Q = 0;5; á � �a = 10; Q = 5; â � �a = 100; Q = 50; � àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå; � SMU; � � � KD Òàáëèöà 7Çàäà÷à 1. Îòêëîíåíèå (%) ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî â íîðìå L2Íîìåð �a = 1; Q = 0;5 �a = 10; Q = 5 �a = 100; Q = 50ñåòêè KD SMU KD SMU KD SMU1 4,633 4,004 4,018 3,89 � �2 3,105 1,894 2,665 2,657 1,796 1,7133 2,031 0,804 1,741 1,616 1,657 1,544 1,331 0,331 1,123 0,75 1,262 1,1825 0,856 0,151 0,735 0,299 0,507 0,509òåîðåìîé Ãîäóíîâà î íåâîçìîæíîñòè ïîñòðîèòü ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ ãè-ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, à òàêæå îáóñëîâëåíî ïîòåðåé òî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèè âûðàæåíèÿ (3D�1)=r.Êàê âèäíî èç ðèñ. 11, äëÿ îïòè÷åñêè óìåðåííûõ ñðåä ìåòîä óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ è ìåòîä êâàçè-äèôôóçèè èìåþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â íîðìå L2. Ñ èçìåëü÷åíèåìñåòêè, êîãäà îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà ÿ÷åéêè �a�r ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû, ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîåïî ìåòîäó êâàçèäèôôóçèè, ïðåòåðïåâàåò ñèëüíûå îñöèëëÿöèè (ñì. ðèñ. 10).Äëÿ ñåòêè 6 àâòîðàì íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è 2 ïî ìåòîäó êâàçèäèôôóçèè ïðè �a = 10èç-çà íåóñòîé÷èâîãî ñ÷åòà âáëèçè öåíòðà. � 22 �



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ. . .

Ðèñ. 8. Çàäà÷à 1. Ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â íîðìå L2 ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è óãëîâîé ïåðåìåííûì: à � �a = 1;Q = 0;5; á � �a = 10; Q = 5; â � �a = 100; Q = 50; � SMU; � � � KD (N� ÷èñëî ðàñ÷åòíûõ òî÷åê)

Ðèñ. 9. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè ñt = 5 íà ñåòêå 5: à � �a = 1;á � �a = 10; � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � SMU; � � � KD� 23 �
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Ðèñ. 10. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëü ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ (à) è óâåëè÷åííûå ôðàãìåíòû äëÿ ëåâîé (á ) èïðàâîé (â) ãðàíèö íà ìîìåíò âðåìåíè ñt = 5 íà ñåòêå 6; �a = 100: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; �SMU; � � � KD Òàáëèöà 8Çàäà÷à 2. Îòêëîíåíèå (%) ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî â íîðìå L2Íîìåð �a = 1 �a = 10 �a = 100ñåòêè KD SMU KD SMU KD SMU1 12,382 13,255 11,413 12,727 � �2 5,327 6,131 5,265 5,589 � �3 2,368 2,702 2,159 1,723 � �4 1,028 1,165 0,879 0,443 3,762 3,5925 0,442 0,497 0,359 0,0942 1,821 2,0776 0,189 0,209 � 0,0297 119,209 0,848Â çàäà÷å 3 â ïîäîáëàñòè 2 (ñì. òàáë. 5) êîýôôèöèåíò óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ èìååò ðàçðûâ.Íåñìîòðÿ íà ýòî, ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ìåòîäó óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ, õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñòî÷íûì (ðèñ. 12). Äëÿ äàííîé ñèòóàöèè íå íàáëþäàåòñÿ ïîòåðè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ äëÿ ìåòîäàóñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿëàñü â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ ñðåäàõ [1]. Ïî ìíåíèþ àâòî-ðîâ, ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ïîäîáëàñòè 2 ïðèñóòñòâóåò êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ, îòëè÷íûé îòíóëÿ, âûñòóïàþùèé â êà÷åñòâå äèññèïàòèâíîãî ÷ëåíà.Çàäà÷à 3 ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ìåòîäàì óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ, êâàçèäèôôóçèè è êîìáèíèðîâàí-íîìó ìåòîäó ñ ó÷åòîì àëãîðèòìà ñêëåéêè [1]. � 24 �



Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìåòîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ. . .Èç ðèñ. 13 âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñóùåñòâåííî âûøå ó ìåòîäà óñðåä-íåííûõ êîñèíóñîâ. Àëãîðèòì ñêëåéêè ïðàêòè÷åñêè íå îêàçàë íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü ïîëó-÷àåìîãî ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 11. Çàäà÷à 2. Ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â íîðìå L2 ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è óãëîâîé ïåðåìåííûì: à � �a = 1;á � �a = 10; â � �a = 100; � SMU; � � � KD (N� ÷èñëî ðàñ÷åòíûõ òî÷åê)

Ðèñ. 12. Çàäà÷à 3. Ïðîôèëü ïëîòíîñòè ýíåðãèè èç-ëó÷åíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè ñt = 5000 íà ñåòêå 5:� òî÷íîå ðåøåíèå; � SMU; � � � KD;� SMU+KD Ðèñ. 13. Çàäà÷à 3. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â íîð-ìå L2 ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è óãëîâîé ïåðåìåííûì:� SMU; � � � KD; � SMU+KD� 25 �



À. Ñ. Èñàêîâà, Í. Ã. ÊàðëûõàíîâÇàêëþ÷åíèåÍà îñíîâå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ èìååò îïðå-äåëåííûå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ìåòîäîì êâàçèäèôôóçèè â øèðîêîì äèàïàçîíå îïòè÷åñêèõ òîëùèí.Îïàñåíèå ïî ïîâîäó ïîòåðè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïî ìåòîäó óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ âîïòè÷åñêè ïëîòíûõ ñðåäàõ, íå ïîäòâåðäèëîñü. Íàëè÷èå êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ñóùåñòâåííîóëó÷øàåò êà÷åñòâî ðåøåíèÿ â öåëîì, äàæå â ñëó÷àå ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ óñðåäíåííûõ êîñè-íóñîâ.Ïðîâåäåííàÿ ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè â îï-òè÷åñêè ïëîòíûõ ñðåäàõ ìåòîä êâàçèäèôôóçèè äàåò íåìîíîòîííûé ðåçóëüòàò âáëèçè öåíòðà. Ïî-ñêîëüêó óðàâíåíèå ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè íå ñîäåðæèò ÷ëåíà (3D � 1)=r, òî÷íîñòü ðåøåíèÿâ öåëîì ïî ìåòîäó óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ ïîëó÷àåòñÿ âûøå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïîìåòîäó êâàçèäèôôóçèè.Äëÿ óìåðåííûõ îïòè÷åñêèõ òîëùèí ìåòîäû óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ è êâàçèäèôôóçèè äàþò ïðàê-òè÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.Àâòîðû ñ÷èòàþò íóæíûì îòìåòèòü, ÷òî îñöèëëèðóþùåå ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ïî ìåòîäó êâàçè-äèôôóçèè, íå îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé ìåòîä íåýôôåêòèâåí. Ýòî ñâÿçàíî ëèøü ñ òåì, ÷òî àâòîðûèñïîëüçóþò íåìîíîòîííóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó. Ïîñòðîåíèå ìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâ-íåíèÿ êâàçèäèôôóçèîííîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ óñðåä-íåííûõ êîñèíóñîâ ïðîñòî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó òèïà TVD.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Èñàêîâà À. Ñ., Êàðëûõàíîâ Í. Ã. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà è ìå-òîäà óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ //Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñîâ. 2013. Âûï. 3. C. 16�29.2. Êàðëûõàíîâ Í. Ã. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êâàçèäèôôóçèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷å-íèÿ // Òàì æå. 2010. Âûï. 1. C. 32�38.3. Åãîðîâà À. Ñ., Êàðëûõàíîâ Í. Ã. Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòî-äîì óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ // Òàì æå. 2011. Âûï. 3. C. 29�38.4. Çóåâ À. È. Î òðåõñëîéíîé ñõåìå äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè èíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè // ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷å-ñêîé ôèçèêè. Ì.: Íàóêà, 1966. C. 230�236.5. Ãàäæèåâ À. Ä., Êîíäàêîâ È. À., Ïèñàðåâ Â. Í. è äð. Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ èñêóññòâåí-íîé äèññèïàöèåé (DDAD-ñõåìà) äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà íåéòðîíîâ //Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-ñîâ. 2003. Âûï. 4. C. 13�24.6. ×åòâåðóøêèí Á. Í. Ïîñòðîåíèå òåñòîâ è íåêîòîðûå âîïðîñû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿïåðåíîñà íåéòðîíîâ // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â òåîðèè ïåðåíîñà / Ïîä ðåä. àêàä. Ã. È. Ìàð-÷óêà. Ì.: Àòîìèçäàò, 1969. C. 189�201.7. Osher S., Chakravarthy S. High resolution schemes and the entropy condition // SIAM J. Numer.Anal. 1984. Vol. 21 (5). P. 955�984.
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