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ÓÄÊ 519.6Î ÆÈÄÊÎÌ ÓÑÅ×ÅÍÈÈ ÑÅÒÎ×ÍÎÉ ß×ÅÉÊÈ Â ÌÅÒÎÄÅ VOFÑ. Â. ßöåâè÷(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ)Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î æèäêîì óñå÷åíèè ïîëèýäðàëüíîé ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè ñíåïëîñêèìè ãðàíÿìè ïðè ãåîìåòðè÷åñêîé ðåêîíñòðóêöèè â ìåòîäå VOF ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Äàåòñÿ îïèñàíèå êîíñòðóêòèâíîãî ïîäõîäà êðåøåíèþ: îïðåäåëÿåòñÿ âèä ðàáî÷åé ôóíêöèè, ïðèâîäèòñÿ åå ïîñòðîåíèå. Ïðåäëàãàåò-ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ æèäêîãî óñå÷åíèÿ ïðè êóñî÷íî-ïëàíàðíîéðåêîíñòðóêöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ, æèäêîåóñå÷åíèå, ñåòî÷íàÿ ÿ÷åéêà, ðàáî÷àÿ ôóíêöèÿ.ÂâåäåíèåÏðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ìåòîäîì VOF ñ ãåîìåòðè÷åñêîé ðåêîí-ñòðóêöèåé ïîâåðõíîñòè [1�7] âîçíèêàåò âàæíàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ æèäêîãî óñå÷åíèÿ ñåòî÷íîé ÿ÷åé-êè ïî çàäàííîìó ïîëþ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè æèäêîñòè. Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ëåæèò â îñíîâåðåêîíñòðóêöèè. Îòìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è â äðóãèõ îáëà-ñòÿõ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ óäàðíî-âîëíîâîé ãàçîäèíàìèêè ñ âûäåëåíèåì êîíòàêòíûõ ãðàíèö [8, 9]. Âòðåõìåðíîì ñëó÷àå íàèáîëåå ïîïóëÿðíà êóñî÷íî-ïëàíàðíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ. Íåèçáåæíûå ïðè ýòîìðàçðûâû óñòðàíÿþòñÿ ñãëàæèâàíèåì.Âûäåëÿþòñÿ äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è: íåÿâíûé è ÿâíûé. Ïðèïåðâîì ïîäõîäå ïàðàìåòð ñåêóùåé ïëîñêîñòè âõîäèò â ðàáî÷óþ ôóíêöèþ íåÿâíî, ÷òî ïðèâîäèò êíåîáõîäèìîñòè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ñ îïðåäåëåíèåì íà êàæäîé èòåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêî-ñòè ñ ÿ÷åéêîé. Âòîðîé ïîäõîä ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿâíîé ïàðàìåòðèçàöèè ðàáî÷åé ôóíêöèè.Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ðàáî÷åãî ïðîìåæóòêà îáîéòèñü áåç îïðåäåëåíèÿ ïåðå-ñå÷åíèé è â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ëèáî âûáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèåäëÿ ãàðàíòèðîâàííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà.Èçâåñòíû ÿâíûå ïàðàìåòðèçàöèè ðàáî÷åé ôóíêöèè â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ [10], òåòðàýäðàëü-íûõ [11] ñåòîê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãåêñàýäðà [2], à òàêæå äëÿ ïëîñêîãðàííîãî ïîëèýäðà [4, 6, 12,13]. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ íà ïîëèýäð ñ íåïëîñêèìè ãðàíÿìèïîñðåäñòâîì òðèàíãóëÿöèè ïðèâåäåò ê íåîïðàâäàííîìó óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.Ñðåäè èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð, ïðèìåíÿåìûõ ïðè íåÿâíîì ïîäõîäå, íàèáîëåå ïîïóëÿðåí ìåòîäÁðýíòà [14]. Èíîãäà åãî èñïîëüçóþò è ïðè ÿâíîì ïîäõîäå, êîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ ðàáî÷åé ôóíêöèèíåäîñòàòî÷íî ïðîñòà (ñì., íàïðèìåð, [2]). Íåäîñòàòîê ìåòîäà Áðýíòà � çàìåäëåíèå ñõîäèìîñòè óãðàíèö îáúåìíîãî èíòåðâàëà [2, 3].Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ÿâíî ïàðàìåòðèçîâàííîé ðàáî÷åé ôóíêöèè äëÿ ïîëèýäðàñ íåïëîñêèìè ãðàíÿìè è äàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà. Ïîïóòíî ïðèâîäèòñÿ íåÿâíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà êîìáèíàöèèìåòîäîâ õîðä è äèõîòîìèè. Îñíîâà äàííîãî àëãîðèòìà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòè-âû ïðÿìîìó ïåðåáîðó (ñì., íàïðèìåð, [2]) ïðè ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî ïðîìåæóòêà, âêëþ÷àþùåãîðåøåíèå. Òàêàÿ àëüòåðíàòèâà ìîæåò áûòü îïðàâäàíà ïðè áîëüøîì ÷èñëå âåðøèí ïîëèýäðà.� 27 �



Ñ. Â. ßöåâè÷1. Ïëàíàðíîå óñå÷åíèå ñåòî÷íîé ÿ÷åéêèÐåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îñíîâàíî íà îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîì a ïëîñêîñòèn � (r� rc)� a = 0; (1)êîòîðàÿ îòñåêàåò â ñåòî÷íîé ÿ÷åéêå çàäàííûé æèäêèé îáúåì V�, ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåìíîé êîí-öåíòðàöèè æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ÿ÷åéêà îáúåìîì Vc ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóêëûììíîãîãðàííèêîì1 . Ïîä rc â (1) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ëèáî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ðàäèóñîâ-âåêòîðîââåðøèí ÿ÷åéêè, ëèáî ÷àñòî èñïîëüçóåìûé â âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèÿõ öåíòð ìàññ îäíîðîäíîéÿ÷åéêè (ìîäåëüíûé öåíòð ìàññ)2. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîâìå-ùåííîé ñ rc, î÷åâèäíî, rc = 0. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ: n � îðò âíóòðåííåéíîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè; r � ðàäèóñ-âåêòîð; ra � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè a; rab = rb � ra;nf � îðò âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíè ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè; V � òåêóùèé îáúåì æèäêîãî óñå÷åíèÿ; Æ �ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè (1) è ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåñåêàå-ìîãî ðåáðà ñ êîíöàìè r1 è r2 äàåò òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿr� = a� rc1 � nr12 � n r12 + r1: (2)Ïóñòü òåêóùåå æèäêîå óñå÷åíèå îãðàíè÷åíî ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ, K íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêà-þùèìè ê íåé ãðàíÿìè è L ãðàíÿìè ÿ÷åéêè. Ïóñòü k-ÿ ïðèìûêàþùàÿ ãðàíü è l-ÿ ãðàíü ÿ÷åéêè èçïðèâåäåííîãî ïåðå÷íÿ îáðàçîâàíû Nk è N l âåðøèíàìè, îáîçíà÷àåìûìè ÷åðåç qki è f li ñîîòâåòñòâåí-íî. Ñå÷åíèå ÿ÷åéêè ïëîñêîñòüþ îáðàçîâàíî K âåðøèíàìè, îïðåäåëÿåìûìè ïî (2). Îáîçíà÷èì ÷åðåçqk è f l öåíòðû òðèàíãóëÿöèè k-é ïðèìûêàþùåé ãðàíè è l-é ãðàíè ÿ÷åéêè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõå-ìà òðèàíãóëÿöèè k-é ïðèìûêàþùåé ê ïëîñêîìó ñå÷åíèþ ÿ÷åéêè ãðàíè òåêóùåãî æèäêîãî óñå÷åíèÿïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Òðèàíãóëÿöèÿ k-é ãðàíè æèäêîãî óñå÷åíèÿ (1 � öåíòð ÿ÷åéêè; 2 � ñëåä ñåêóùåé ïëîñêîñòè)1Äîïóñêàþòñÿ íåïëîñêèå ãðàíè ïðè óñëîâèè âûïóêëîñòè èõ ïðîåêöèé íà ñðåäíèå ïëîñêîñòè.2Íàçíà÷åíèå rc � îáåñïå÷èòü ñîèçìåðèìîñòü ðåøåíèÿ a ëîêàëüíîìó èíòåðâàëó ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ, òàê ÷òîôîðìàëüíî rc íå îáÿçàòåëüíî öåíòð ÿ÷åéêè. � 28 �



Î æèäêîì óñå÷åíèè ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè â ìåòîäå VOFÂ îáîçíà÷åíèÿõ ðèñ. 1 ôîðìóëà (2) èìååò âèärqk1 = a� rcqk2 � nrqk2mk � n rqk2mk + rqk2 : (3)Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü öåíòð òðèàíãóëÿöèè qk (äëÿ àíàëîãè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ f l ôîðìóëû (3)íå òðåáóåòñÿ): rqk = 1Nk 0@rqk1 + rqk+11 + Nk�1Xi=2 rqki1A : (4)Òðèàíãóëÿöèÿ ëèíåé÷àòûõ ãðàíåé îçíà÷àåò èõ êóñî÷íî-ïëàíàðíóþ àïïðîêñèìàöèþ. Ïðè òàêîéàïïðîêñèìàöèè îáúåì ìíîãîãðàííèêà, â ÷àñòíîñòè òåêóùåãî æèäêîãî óñå÷åíèÿ, ìîæíî îïðåäåëÿòüàëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé îáúåìîâ îðèåíòèðîâàííûõ òåòðàýäðîâ, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó è òðèàíãó-ëèðóþùèõ ñâîèìè îñíîâàíèÿìè ãðàíè ìíîãîãðàííèêà. Ñ ó÷åòîì ïëàíàðíîñòè ãðàíè, îáðàçîâàííîéñåêóùåé ïëîñêîñòüþ, èìååì36V = rq � KXk=1 rqk1 � rqk+11 + KXk=1 rqk � NkXi=1 rqki � rqki+1 + LXl=1 rf l � N lXi=1 rf li � rf li+1 ; rq = (a+ rc � n)n: (5)Çäåñü è äàëåå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ K + 1, Nk + 1 è N l + 1 çàìåíÿþòñÿ íà 1. Ñïåöèàëüíûé ó÷åò (1)ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç (5) ïåðâóþ ñóììó, ò. å.6V = KXk=1erqk � NkXi=1 rqki � rqki+1 + LXl=1 erf l � N lXi=1 rf li � rf li+1 ; erqk = rqk � rc � an; erf l = rf l � rc � an: (6)Ïðè ïðÿìûõ âû÷èñëåíèÿõ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âàðèàíò (6) îêàçûâàåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûì.Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (3)�(6) V = V (a). Ïîèñê æèäêîãî óñå÷åíèÿ îñíîâàí íà èòåðàöèîííîì ðå-øåíèè óðàâíåíèÿ F (a) = V (a) � V� = 0. Âûáîð ìåòîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ðàáî÷åé ôóíêöèèF (a). Èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûé (òðåòüåéñòåïåíè) õàðàêòåð F (a). Ìîíîòîííîñòü F (a) è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ a� (ðèñ. 2) îáóñëîâëåíûàääèòèâíîñòüþ îáúåìíîé ìåðû.

Ðèñ. 2. Óñëîâíàÿ êàðòèíà èçìåíåíèÿ ðàçíîñòè V (a)� V� (1 � ñðåäíÿÿ êðèâàÿ)3Çäåñü è äàëåå çàïèñü a � b� c îçíà÷àåò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, b è c.� 29 �



Ñ. Â. ßöåâè÷2. Ìåòîä ïðÿìîé èòåðàöèèÈñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî, ìîæíî ïðåäëîæèòü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì4 æèäêîãî óñå÷åíèÿ,îñíîâàííûé íà êîìáèíàöèè ìåòîäîâ õîðä5 è äèõîòîìèè [15]. Äàííàÿ êîìáèíàöèÿ èñêëþ÷àåò ðàñõî-äèìîñòü èòåðàöèé è âîçìîæíîñòü èõ çàöèêëèâàíèÿ íà ëîêàëüíûõ ïåðåãèáàõ ðàáî÷åé ôóíêöèè F (a).Îñíîâíîé àëãîðèòì. Øàã 1. Îïðåäåëåíèå ïðîìåæóòêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ðàññìàòðèâà-åìîé ÿ÷åéêå: a 2 [amin = n � (rmin � rc) ; amax = n � (rmax � rc)], ãäå rmin è rmax � ðàäèóñû-âåêòîðûâåðøèí ÿ÷åéêè, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì è ìàêñèìóì âûðàæåíèþ n � (r� rc). Èíèöèàëèçàöèÿ ðàáî-÷åãî ïðîìåæóòêà: al = amin; ar = amax.Øàã 2. Î÷åðåäíàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäîì õîðä6: ak = al+ ar � alF (al)� F (ar)F (al). Îáðàùåíèå ê F -ïðîöå-äóðå (ñì. íèæå) � îïðåäåëåíèå F (ak). Ïðîâåðêà óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé jF (ak)j =V� < Æ. Ïðèâûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 4. Êîððåêöèÿ ðàáî÷åãî ïðîìåæóòêà:(F (al)F (ak) < 0 ) ar = ak) _ al = ak.Øàã 3. Î÷åðåäíàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäîì äèõîòîìèè: ak = (al + ar) =2. Îáðàùåíèå ê F -ïðîöåäóðå èäàëåå ïî øàãó 2. Ïåðåõîä ê øàãó 2.Øàã 4. Ôèêñèðîâàíèå òåêóùèõ ðåçóëüòàòîâ F -ïðîöåäóðû. Ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ îñíîâíîé ïðî-ãðàììå.F-ïðîöåäóðà (âõîä: a; âûõîä: F(a), ìíîæåñòâî âåðøèí òåêóùåãî æèäêîãî óñå÷åíèÿ).Øàã 1. Èíèöèàëèçàöèÿ: a = ak. Èäåíòèôèêàöèÿ è îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèé ðåáåð ðàññìàòðèâàå-ìîé ÿ÷åéêè c ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ. Óñëîâèå èäåíòèôèêàöèè: �n � �ri1 � rc�� a� �n � �ri2 � rc�� a� << 0, ãäå ri1 è ri2 � ðàäèóñû-âåêòîðû êîíöîâ i-ãî ðåáðà. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìó-ëå (2) (ñì. òàêæå (3)).Øàã 2. Ôîðìèðîâàíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî (äîïóñêàþùåãî èäåíòèôèêàöèþ ïîäìíîæåñòâ, ó÷àñò-âóþùèõ â ïîñòðîåíèè (4), (5)) ìíîæåñòâà âåðøèí òåêóùåãî æèäêîãî óñå÷åíèÿ îáúåäèíåíèåì òî÷åêïåðåñå÷åíèé, ïîëó÷åííûõ íà øàãå 1, è âåðøèí ÿ÷åéêè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ n �(r� rc)�a > 0.Øàã 3. Âû÷èñëåíèå F (a) = V (a) � V� ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (4), (5) (èëè (4), (6)). ÂîçâðàùåíèåF (a), ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ îñíîâíîìó àëãîðèòìó.Íèæå îïèñûâàåòñÿ ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ó÷èòûâàòü ëîêàëüíóþ ãëàäêîñòü ôóíêöèè F (a) è îò-êðûâàþùèé òåì ñàìûì ïóòü ê ýôôåêòèâíîìó ïðèìåíåíèþ áîëåå áûñòðûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, â÷àñòíîñòè, ìåòîäà Íüþòîíà.3. Ìåòîä êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàáî÷åé ôóíêöèèÎïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû F (a) îñíîâàíî íà âûäåëåíèè â (3)�(6) ïàðàìåòðà a â êà÷åñòâåíåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ôîðìóëû (3), (4) ïðèâîäÿòñÿ ê ëèíåéíîìó âèäó:rqk1 = �ka+ �k; �k = rqk2mkrqk2mk � n ; �k = rqk2 � rqk2mkrqk2mk � nrcqk2 � n; (7)rqk = �k + �k+1Nk a+ 1Nk 0@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A : (8)4Êàê îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, îñíîâà äàííîãî àëãîðèòìà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ïðÿìîìóïåðåáîðó ïðè ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî ïðîìåæóòêà, âêëþ÷àþùåãî ðåøåíèå. Òàêàÿ àëüòåðíàòèâà ìîæåò áûòü îïðàâäàíàïðè áîëüøîì ÷èñëå âåðøèí ïîëèýäðà.5Èìååòñÿ â âèäó ìåòîä õîðä [15], îòëè÷íûé îò ðàñïðîñòðàíåííîãî äèñêðåòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà (ìåòîäà ñåêóùèõ).Ïîñëåäíèé ìåòîä â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàñõîäèìîñòè èòåðàöèé.6Ñîãëàñíî ðèñ. 2 íà ïåðâîé èòåðàöèè F (al) = Vc � V�; F (ar) = �V�.� 30 �



Î æèäêîì óñå÷åíèè ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè â ìåòîäå VOFÈç ôîðìóë (5), (6) âûáåðåì âàðèàíò (5), ïîñêîëüêó âûäåëåíèå ïàðàìåòðà a ñíèìàåò ïîòåíöèàëü-íîå ïðåèìóùåñòâî (6), îòìå÷åííîå â ðàçä. 1. Âõîäÿùèå â (5) âûðàæåíèÿ ìîäèôèöèðóþòñÿ ñ ó÷å-òîì (7), (8) ñëåäóþùèì îáðàçîì:NkXi=1 rqki � rqki+1 = �k+1 � �ka2 + ��k � �rqk2 � �k+1�+ �k+1 � ��k � rqk+12 �� a++ �k � �rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1 + Nk�2Xi=2 rqki � rqki+1 ; (9)KXk=1 rqk1 � rqk+11 = KXk=1�k � �k+1a2 + KXk=1 ��k � �k+1 + �k � �k+1� a+ KXk=1�k � �k+1: (10)Êîìáèíèðóÿ (8)�(10), èìååìrqk � NkXi=1 rqki � rqki+1 == 1Nk 240@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A � �k+1 � �k + �k+1 � �k � �rqk2 � �k+1�++ �k � �k+1 � ��k � rqk+12 �35a2 + 1Nk 8<:0@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A � h�k � �rqk2 � �k+1�++ �k+1���k�rqk+12 �i+(�k+�k+1)�24�k��rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1+Nk�2Xi=2 rqki � rqki+1359=;a++ 1Nk 0@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A � 24�k � �rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1 + Nk�2Xi=2 rqki � rqki+135 == 1Nk 0@Nk�1Xi=2 rqki + rqk2 + rqkNk�11A � �k+1 � �ka2 ++ 1Nk 8<:Nk�1Xi=2 rqki � h�k � �rqk2 � �k+1�+ �k+1 � ��k � rqk+12 �i++�k+1 � �k � �rqk2 + rqk+12 �� �k � �k+1 � �rqk2 + rqk+12 �+ (�k + �k+1) � Nk�2Xi=2 rqki � rqki+19=;a++ 1Nk 0@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A � 24�k � �rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1 + Nk�2Xi=2 rqki � rqki+135 == 1Nk 0@Nk�1Xi=2 rqki + rqk2 + rqkNk�11A � �k+1 � �ka2 ++ 1Nk 8<:Nk�1Xi=2 rqki � h�k � �rqk2 � �k+1�+ �k+1 � ��k � rqk+12 �i++ �rqk2 + rqk+12 � � h�k+1 � ��k � rqk+12 �� �k � ��k+1 � rqk2�+ �k+1 � rqk+12 � �k � rqk2 i+� 31 �



Ñ. Â. ßöåâè÷+(�k + �k+1) � Nk�2Xi=2 rqki � rqki+19=; a++ 1Nk 0@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A � 24�k � �rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1 + Nk�2Xi=2 rqki � rqki+135 == 1Nk 0@Nk�1Xi=2 rqki + rqk2 + rqkNk�11A � �k+1 � �ka2 ++ 1Nk 8<:0@Nk�1Xi=2 rqki + rqk2 + rqkNk�11A � h�k � �rqk2 � �k+1�+ �k+1 � ��k � rqk+12 �i++ (�k + �k+1) �0@Nk�2Xi=2 rqki � rqki+1 + rqkNk�1 � rqk21A9=; a++ 1Nk 0@�k + �k+1 + Nk�1Xi=2 rqki1A � 24�k � �rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1 + Nk�2Xi=2 rqki � rqki+135 ; (11)rq � KXk=1 rqk1 � rqk+11 = n � KXk=1�k � �k+1a3 ++ "rc � nn � KXk=1�k � �k+1 + n � KXk=1 ��k � �k+1 + �k � �k+1�# a2 ++ "rc � nn � KXk=1 ��k � �k+1 + �k � �k+1�+ n � KXk=1�k � �k+1# a+ rc � nn � KXk=1�k � �k+1: (12)Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû (11), (12) â (5), ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå F (a),ïîëó÷àåì6F (a) = 6V (a)� 6V� = Aa3 +Ba2 +Ca+D;A = n � KXk=1�k � �k+1;B = rc � nn � KXk=1�k � �k+1 + n � KXk=1 ��k � �k+1 + �k � �k+1�++ KXk=1 1Nk 0@Nk�1Xi=2 rqki + rqk2 + rqkNk�11A � �k+1 � �k;C = rc � nn � KXk=1 ��k � �k+1 + �k � �k+1�+ n � KXk=1�k � �k+1 ++ KXk=1 1Nk 8<:0@Nk�1Xi=2 rqki + rqk2 + rqkNk�11A � h�k � �rqk2 � �k+1�+ �k+1 � ��k � rqk+12 �i+ (13)+(�k + �k+1) �0@Nk�2Xi=2 rqki � rqki+1 + rqkNk�1 � rqk21A9=; ;� 32 �



Î æèäêîì óñå÷åíèè ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè â ìåòîäå VOFD = rc � nn � KXk=1�k � �k+1 ++ KXk=1 1Nk0@�k + �k+1 +Nk�1Xi=2 rqki1A�24�k � �rqk2 � �k+1�+ rqk+12 � �k+1 +Nk�2Xi=2 rqki � rqki+135++ LXl=1 1N l N lXi=1 rf li � N lXi=1 rf li � rf li+1 � 6V�:Ñîãëàñíî (13) ôóíêöèÿ F (a) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êóñî÷íûì ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè: åñëè èç-ìåíåíèå ïàðàìåòðà a ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì ïåðåñåêàåìîãî ïëîñêîñòüþ (1) ìíîæåñòâà ðåáåð,êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ (13) òàêæå ìåíÿþòñÿ. Îáúåì âû÷èñëåíèé â (13) ìîæíî ñîêðàòèòü,ïðèìåíÿÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû:Nk�2Xi=2 rqki � rqki+1 = 8>>>>>><>>>>>>: (Nk�4)=2Xi=1 rqk2i+1 � rqk2iqk2i+2 + rqkNk�2 � rqkNk�1 ; Nk = 2n; n 2 N;(Nk�3)=2Xi=1 rqk2i+1 � rqk2iqk2i+2 ; Nk = 2n+ 1; n 2 N; (14)
N lXi=1 rf li � rf li+1 = 8>>>>><>>>>>: N l=2Xi=1 rf l2i � rf l2i�1f l2i+1 ; N l = 2n; n 2N;(N l�1)=2Xi=1 rf l2i � rf l2i�1f l2i+1 + rf lNl � rf l1 ; N l = 2n+ 1; n 2 N: (15)

Âûðàæåíèÿ äëÿ KXk=1�k � �k+1, KXk=1�k � �k+1 àíàëîãè÷íû (15).Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îðèåíòèðîâàí íà ïðèìåíåíèå âûñîêîýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ, â ÷àñòíîñòè,ìåòîäà Íüþòîíà. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà Íüþòîíà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñíîâàíà íà âûáîðåíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ a0, ó÷èòûâàþùåì ðàñïîëîæåíèå òî÷êè ëîêàëüíîãî ïåðåãèáà7 ap. Ïðåäëà-ãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà âûáîðà a0 (ñì. òàêæå ðèñ. 2):ap 2 (al; ar) ^ F (ap) 6= 0 ) 8>>><>>>: F 00 (ar) > 0 ) a0 = ap;F (ap) > 0 ) a0 = ar;a0 = al;ap =2 (al; ar) ) 8><>: F 00�al + ar2 � > 0 ) a0 = al;a0 = ar; 6F 00 (a) = 6Aa+ 2B; ap = � B3A: (16)
Ñóòü ïðåäëàãàåìîé ìîäèôèêàöèè ïðåäñòàâëåííîãî â ðàçä. 2 àëãîðèòìà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì èç-ìåíåíèè F -ïðîöåäóðû:Øàã 1. Èíèöèàëèçàöèÿ: a = ak. Èäåíòèôèêàöèÿ ïåðåñå÷åíèé ðåáåð ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè cñåêóùåé ïëîñêîñòüþ. Óñëîâèå èäåíòèôèêàöèè: �n � �ri1 � rc�� a� �n � �ri2 � rc�� a� < 0, ãäå ri1 è ri2 �ðàäèóñû-âåêòîðû êîíöîâ i-ãî ðåáðà. Ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà ïåðåñåêàåìûõ ðåáåð. Îïðåäåëåíèåïðîìåæóòî÷íûõ ïàðàìåòðîâ: eal = n � (r�max � rc) è ear = n � �r+min � rc�, ãäå r�max è r+min � ðàäèóñû-âåêòîðû êîíöîâ ðåáåð èç ñôîðìèðîâàííîãî ìíîæåñòâà, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìàëüíîå îòðèöàòåëüíîåè ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèþ n � (r� rc).7Ââèäó êóñî÷íîé êóáè÷íîñòè ôóíêöèè F (a) ëþáîé åå ãëàäêèé ó÷àñòîê ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåãèáà.� 33 �



Ñ. Â. ßöåâè÷Øàã 2. Ôîðìèðîâàíèå ñòðóêòóðèðîâàííîãî (äîïóñêàþùåãî èäåíòèôèêàöèþ ïîäìíîæåñòâ, ó÷àñò-âóþùèõ â ïîñòðîåíèè (13)) îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà êîíöîâ ïåðåñåêàåìûõ ðåáåð (ñì. øàã 1) ñ ìíî-æåñòâîì îñòàëüíûõ âåðøèí ÿ÷åéêè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ n � (r� rc)� a > 0.Øàã 3. Ïîñòðîåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ F ïî ôîðìóëàì (13)�(15). Âû÷èñëåíèåçíà÷åíèé F (a), F (eal) è F (ear) ïî ïåðâîé ôîðìóëå èç (13). Óñëîâíûé ïåðåõîä:8>>><>>>: F (eal)F (a) < 0) al = eal; ar = a; ïåðåõîä ê øàãó 4;F (a)F (ear) < 0 ) al = a; ar = ear; ïåðåõîä ê øàãó 4;âîçâðàùåíèå çíà÷åíèÿ F (a) ; ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿ îñíîâíîìó àëãîðèòìó:Øàã 4 8. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (a) = 0 ìåòîäîì Íüþòîíà: as+1 = as � F (as)F 0 (as) , 6F 0 (a) = 3Aa2 ++ 2Ba+ C, ñ âûáîðîì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ñõåìå (16).Øàã 5. Êîððåêòèðîâêà âõîäíîãî ïàðàìåòðà: a = a�, ãäå a� � ïîëó÷åííîå íà øàãå 4 ðåøåíèå (ñì.òàêæå ðèñ. 2). Îïðåäåëåíèå ïåðåñå÷åíèé ðåáåð ñôîðìèðîâàííîãî íà øàãå 1 ìíîæåñòâà ñ ñåêóùåéïëîñêîñòüþ (1) ïî àíàëîãèè ñ øàãîì 1 èñõîäíîé F -ïðîöåäóðû (ñì. ðàçä. 2).Øàã 6 9. Ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà âåðøèí èñêîìîãî æèäêîãî óñå÷åíèÿ îáúåäèíåíèåì ðåçóëüòàòîâøàãà 5 è ïîäìíîæåñòâà ñ øàãà 2, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ n�(r� rc)�a > 0. Ïåðåäà÷à óïðàâëåíèÿíà øàã 4 îñíîâíîãî àëãîðèòìà (ñì. ðàçä. 2).Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è î æèäêîì óñå÷åíèè ïîëèýäðàëüíîé ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè ñ íåïëîñêèìèãðàíÿìè ïðè êóñî÷íî-ïëàíàðíîé ðåêîíñòðóêöèè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ìåòîäå VOF. Àëãîðèòìðåøåíèÿ îñíîâàí íà ïîèñêå è ïîñòðîåíèè íàêðûâàþùåãî ðåøåíèå ãëàäêîãî ó÷àñòêà ðàáî÷åé ôóíê-öèè.Èíôîðìàöèÿ îá àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ãëàäêîãî ó÷àñòêà ïîñòðîåííîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ðàáî÷åéôóíêöèè ïîçâîëÿåò ãàðàíòèðîâàííî è áûñòðî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ìåòîäîì Íüþòîíà. Äëÿ ïîèñêàó÷àñòêà ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ êàê ïðÿìîé ïåðåáîð ïî âåðøèíàì ÿ÷åéêè (ñì., íàïðèìåð, [2]), òàê èîñíîâû ðàçëè÷íûõ íåÿâíûõ àëãîðèòìîâ, íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ ìåòîäîâ õîðä è äèõîòîìèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Hirt C. W., Nichols B. D. Volume of �uid (VOF) method for the dynamics of free boundaries // J.Comp. Phys. 1981. Vol. 39. P. 201�225.2. Kothe D. B., Rider W. J., Mosso S. J. et al. Volume Tracking of Interfaces Having Surface Tensionin Two and Three Dimensions. Technical Report AIAA 96-0859. Los Alamos National Laboratories,1996.3. Rider W. J., Kothe D. B. Reconstructing volume tracking // J. Comp. Phys. 1998. Vol. 141.P. 112�152.4. Hern�andez J., L�opez J., G�omez P. et al. A new volume of �uid method in three dimensions. Part I:Multidimensional advection method with face-matched �ux polyhedra // Int. J. Numer. Meth.Fluids. 2008. Vol. 58. P. 897�921.5. L�opez J., Zanzi C., G�omez P. et al. A new volume of �uid method in three dimensions. Part II:Piecewise-planar interface reconstruction with cubic-B�ezier �t // Int. J. Numer. Meth. Fluids.2008. Vol. 58. P. 923�944.8Íà äàííîì øàãå ïîä a ïîäðàçóìåâàåòñÿ îáû÷íàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à íå èíèöèàëèçèðîâàííàÿ â íà÷àëåïðîöåäóðû.9Ñì. òàêæå øàã 2 èñõîäíîé F -ïðîöåäóðû â ðàçä. 2.� 34 �



Î æèäêîì óñå÷åíèè ñåòî÷íîé ÿ÷åéêè â ìåòîäå VOF6. Ivey C., Moin P. Conservative volume of �uid advection method on unstructured grids in threedimensions. Center for Turbulence Research Annual Research Briefs, 2012. P. 179�192.7. Mari�c T., Marschall H., Bothe D. voFoam � A geometrical volume of �uid algorithm on arbitraryunstructured meshes with local dynamic adaptive mesh re�nement using OpenFOAM.http://arxiv.org/pdf/1305.3417v1.2013.8. Áàøóðîâ Â. Â., Áîíäàðåíêî Þ. À., Ãóáêîâ Å. Â. è äð. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå è ÷èñëåííîå èññëå-äîâàíèå ðàçâèòèÿ äâóìåðíûõ âîçìóùåíèé êîíòàêòíîé ãðàíèöû, óñêîðÿåìîé ñåðèåé óäàðíûõâîëí: Ïðåïðèíò � 45�96. Ñàðîâ: ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, 1996.9. Ñòåíèí À. Ì., Áîíäàðåíêî Þ. À., Ìàòâååâ Þ. Ì. è äð. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ãàçîäèíàìè÷å-ñêèõ òå÷åíèé ñ âûäåëåíèåì êîíòàêòíûõ ãðàíèö ìåæäó âåùåñòâàìè, íåñîâïàäàþùèõ ñ ëèíèÿ-ìè ñåòêè // Ìåæä. ñåìèíàð "Ñóïåðâû÷èñëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå": Òåç. äîêë.Ñàðîâ: ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, 1998. Ñ. 23.10. Scardovelli R., Zaleski S. Analytical relations connecting linear interfaces and volume fractions inrectangular grids // J. Comp. Phys. 2000. Vol. 164. P. 228�237.11. Yang X., James A. J. Analytic relations for reconstructing piecewise linear interfaces in triangularand tetrahedral grids // Ibid. 2006. Vol. 214. P. 41�54.12. Schneider P. J., Eberly D. H. Geometric Tools for Computer Graphics. London: Morgan KaufmanPublishers, 2003.13. L�opez J., Hern�andez J. Analytical and geometrical tools for 3D volume of �uid methods in generalgrids // J. Comp. Phys. 2008. Vol. 227. P. 5939�5948.14. Brent R. P. An algorithm with guaranteed convergence for �nding a zero of a function // ComputerJ. 1971. Vol. 14. P. 422�425.15. Ìûñîâñêèõ È. Ï. Ëåêöèè ïî ìåòîäàì âû÷èñëåíèé. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1962.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18.06.13.


