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ÓÄÊ 519.6ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂÓÑÐÅÄÍÅÍÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈÍÀ ÑÒÎÐÎÍÅ ß×ÅÉÊÈ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈßÏÐÈ ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈÅ. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà,À. Î. Íàóìîâ, Ñ. Í. Ïðîíåâè÷, Í. Ì. Ðóäüêî, Á. Ï. Òèõîìèðîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã.Ñàðîâ)Äàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåí-òà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâ-íåíèÿ ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äâóõ çàäà÷ ñèçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì, ïîäòâåðæäàþùèå ñäåëàííûå îöåíêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëó÷èñòàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü, êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, òåï-ëîâîå ñîïðîòèâëåíèå, ìåòîä ïîòîêîâîãî áàëàíñà, òåñòîâûå ðàñ÷åòû.ÂâåäåíèåÇíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà íåëèíåéíûõ òåïëîâûõ âîëí îêàçûâàåò ñïîñîá óñðåä-íåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèèäâóìåðíîãî è òðåõìåðíîãî óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ìåòîäàì óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëî-ïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò, âûïîëíåííûõ È. Ì. Ãåëüôàíäîì, À. À. Ñàìàð-ñêèì, Â. Å. Òðîùè¼âûì, Í. À. Äìèòðèåâûì, Á. Ï. Òèõîìèðîâûì, Þ. À. Áîíäàðåíêî, È. Ä. Ñîôðî-íîâûì è äð. [1�4]. Äëÿ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèìåíÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêîå,ãàðìîíè÷åñêîå, ïîëóãàðìîíè÷åñêîå, ìîäèôèöèðîâàííîå ãàðìîíè÷åñêîå è äðóãèå óñðåäíåíèÿ.Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå íà òî÷íîñòü ñ÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè ñïîñîáà óñðåäíåíèÿ êîýôôè-öèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê. Ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè â ñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ, íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè (ðàçä. 1�3) äàþòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èè àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòèäëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Â ðàçä. 2 èçëàãàåòñÿ ïîíÿòèå òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëü-íûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ (â îòëè÷èå îò [3, 4] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçíîñòíûå ñõåìû, â êîòîðûõòåìïåðàòóðà îòíåñåíà ê öåíòðàì ÿ÷ååê) è ïîñòðîåíèåì òî÷íûõ ðåøåíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðÿìîåâëèÿíèå íà èõ òî÷íîñòü òî÷íîñòè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Â ðàçä. 3 îöåíèâàþòñÿ ïîãðåøíîñòèòåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ ðÿäà ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Âî âòî-ðîé ÷àñòè ñòàòüè îïèñàíû ìåòîäû óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ äâóìåðíîãîñëó÷àÿ (ðàçä. 4), êîòîðûå ÷èñëåííî èññëåäóþòñÿ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ (ðàçä. 5).1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì óðàâíåíèå ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè â âèäå�@E@t = div ({ gradT ) ; (1)� 32 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .ãäå � � ïëîòíîñòü; T � òåìïåðàòóðà; E = E(�; T ) � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; { = {(�; T ) == 43 aclT 3 � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè; l � ðîññåëàíäîâ ïðîáåã; c � ñêîðîñòü ñâåòà; a �ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð, â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèéíà âíåøíåé ãðàíèöå ìîãóò áûòü çàäàíû òåìïåðàòóðà èëè ïîòîê òåïëà, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè èêîîðäèíàò.Îãðàíè÷èâàåìñÿ íåÿâíûìè êîíñåðâàòèâíûìè ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè, êîòîðûå ïîñòðîåíû èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì. Óðàâíåíèå (1) àïïðîêñèìèðóåì â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðàçíîñòíûì óðàâ-íåíèåì áàëàíñà ýíåðãèè, êîòîðîå äëÿ ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì I èìååò âèä�EI�t = 1MI nIXj=1 {jLj�@T@~n�j:Çäåñü �EI � ïðèðàùåíèå óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì I çà øàã ïî âðåìåíè �t;MI � ìàññà ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì I; nI � ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé ó ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì I; {j � êîýôôè-öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, âû÷èñëåííûé íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåéìåæäó ÿ÷åéêàìè ñ íîìåðàìè I è Ij, ïðè÷åì ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì Ij åñòü j-é ñîñåä ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì I;Lj � äëèíà ñòîðîíû ÿ÷åéêè (â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïëîùàäü òåëà âðàùåíèÿ), ãðàíè÷íîé äëÿÿ÷ååê ñ íîìåðàìè I è Ij ; �@T@~n�j � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ê ñòîðîíå ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ,ãðàíè÷íîé äëÿ ÿ÷ååê ñ íîìåðàìè I è Ij . Òåìïåðàòóðû, ïëîòíîñòè, óäåëüíûå âíóòðåííèå ýíåðãèèîïðåäåëåíû â öåíòðàõ ÿ÷ååê.Íà òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè áîëüøîå âëèÿíèå îêà-çûâàåò òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè (óñðåäíåíèÿ) êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêèèíòåãðèðîâàíèÿ, ÷èñëî ðàçðàáîòàííûõ è èñïîëüçóåìûõ ñïîñîáîâ êîòîðîé â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåëè-êî. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè è îöåíêè èõòî÷íîñòè.2. Òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèå â äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõÏîíÿòèå òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ. Â îäíîìåðíîìñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòèddx �{ (x) dTdx� = 0; T (x)jx=a1 = Tëåâ; T (x)jx=a2 = Tïðàâäàåò ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó òåïëîâûì ïîòîêîì q = �{ (x) dTdx è ãðàíè÷íûìè òåìïåðàòóðàìè:q (x) = Tëåâ � TïðàâR (a1; a2) = qòî÷í = const; (2)ãäå R (x1; x2) = x2Zx1 dx{ (x) (3)íàçûâàåòñÿ òåïëîâûì ñîïðîòèâëåíèåì ñëîÿ [x1;x2], èëè (â ñëó÷àå ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè)îïòè÷åñêîé òîëùèíîé ýòîãî ñëîÿ. Âåëè÷èíó R(x1; x2) ìîæíî íàçûâàòü òàêæå òåïëîâûì ðàññòîÿ-íèåì ìåæäó òî÷êàìè x1 è x2, òàê êàê â òî÷íîì ðåøåíèè ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è òåìïåðàòóðà ëèíåéíîçàâèñèò îò òåïëîâîãî ðàññòîÿíèÿ òî÷êè äî ãðàíèöû:T (x) = TëåâR (x; a2) + TïðàâR (a1; x)R (a1; a2) ; a1 � x � a2: (4)� 33 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.Òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèå â ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðèì ïðîèç-âîëüíî íåðàâíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó ñ îáîçíà÷åíèÿìèa1 = x�1 = x0 < x1 < : : : < xJ�1 < xJ = xJ+1 = a2; �xj+1=2 = xj+1 � xj ; j = �1; 0; 1; : : : ; J � 1; J ;xj+1=2 = xj + xj+12 ; j = �1; 0; 1; : : : ; J � 1; J ; �xj = xj+1=2 � xj�1=2; j = 0; 1; : : : ; J � 1; J:Îäíîìåðíûé ïëîñêèé ñòàöèîíàðíûé àíàëîã íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (ñ îïðå-äåëåíèåì òåìïåðàòóðû â öåíòðàõ ÿ÷ååê è ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê) çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû�qj+1 � qj�xj+1=2 = 0; j = 0; 1; : : : ; J � 1; qj = �{j Tj+1=2 � Tj�1=2�xj ; j = 0; 1; : : : ; J ;T�1=2 = Tëåâ; TJ+1=2 = Tïðàâ: (5)Ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (5) èìååò âèäqj = eq � �Tïðàâ � TëåâJPk=0 �xk{k ; j = 0; 1; : : : ; J ;
Tj+1=2 = Tëåâ JPk=j+1 �xk{k + Tïðàâ jPk=0 �xk{kJPk=0 �xk{k ; j = �1; 0; 1; : : : ; J: (6)

Èç ñðàâíåíèÿ (6) ñ (2)�(4) íàïðàøèâàåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ðàçíîñòíîãî òåïëîâîãî ñîïðî-òèâëåíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ÿ÷ååê:eR �xj0�1=2; xj1+1=2� = 8>><>>: j1Xk=j0 �xk{k ; �1 � j0 � j1 � J ;0; j0 > j1; (7)êîòîðîå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåøåíèå (6) â âèäå, àíàëîãè÷íîì (2) è (4):qj = eq � Tëåâ � TïðàâeR �x0�1=2; xJ+1=2� ; j = 0; 1; : : : ; J ; (8)Tj+1=2 = Tëåâ eR �xj+1=2; xJ+1=2�+ Tïðàâ eR �x0�1=2; xj+1=2�eR �x0�1=2; xJ+1=2� ; j = �1; 0; 1; : : : ; J: (9)Òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèå â ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ñ ðàñïðåäåëåííûìè èñòî÷íèêàìè. Äëÿèëëþñòðàöèè óíèâåðñàëüíîñòè ðîëè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó ñðàñïðåäåëåííûìè èñòî÷íèêàìèddx �{ (x) dTdx� = f (x) ; T (x)jx=a1 = T (x)jx=a2 = 0: (10)Ýòó çàäà÷ó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðåäñòàâèòåëüíóþ ìîäåëü íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëî-ïðîâîäíîñòè ddx �{ (x) dTdx� = f (x) � � (t; x) @E (T (t; x) ; x)@t , ãäå âðåìÿ âûïîëíÿåò ðîëü ïàðàìåòðà,îò êîòîðîãî çàâèñèò èñòî÷íèê f(x). Äëÿ óïðîùåíèÿ çäåñü èñïîëüçóþòñÿ îäíîðîäíûå êðàåâûå óñëî-âèÿ Äèðèõëå, â îáùåì æå ñëó÷àå íàäî âçÿòü ñóììó íèæåïðèâåäåííîãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ (2), (4).� 34 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è (10) èìååò âèäT (x) = �R (x; a2) xRa1 R (a1; x0) f (x0) dx0 +R (a1; x) a2Rx R (x0; a2) f (x0) dx0R (a1; a2) ; (11)q (x) = � xRa1 R (a1; x0) f (x0) dx0 + a2Rx R (x0; a2) f (x0) dx0R (a1; a2) : (12)Çäåñü, êàê è â (2), (4), êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè { (x) âõîäèò â ðåøåíèå òîëüêî ÷åðåç òåïëîâûåñîïðîòèâëåíèÿ (3).Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàñïðåäåëåííûì èñòî÷íèêîìè îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå:�qj+1 � qj�xj+1=2 = fj+1=2; j = 0; 1; : : : ; J � 1; qj = �{j Tj+1=2 � Tj�1=2�xj ; j = 0; 1; : : : ; J ;T�1=2 = TJ+1=2 = 0:Îáùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèäTj+1=2 = � 1eR �x�1=2; xJ+1=2� 0@eR �xj+1=2; xJ+1=2� Xk�j�1eR �x�1=2; xk+1=2� fk+1=2�xk+1=2 ++ eR �x�1=2; xj+1=2�Xk�j eR �xk+1=2; xJ+1=2� fk+1=2�xk+1=21A ; j = 0; 1; : : : ; J � 1; (13)qj = � Pk�j�1 eR �x�1=2; xk+1=2� fk+1=2�xk+1=2 + Pk�j eR �xk+1=2; xJ+1=2� fk+1=2�xk+1=2eR �x�1=2; xJ+1=2� ;j = 0; 1; : : : ; J: (14)Àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (11), (12) êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âõîäèò â (13), (14) òîëüêî ÷åðåçðàçíîñòíûå òåïëîâûå ñîïðîòèâëåíèÿ (7).Äëÿ êðàòêîñòè íåñëîæíûé, íî äëèííûé âûâîä óêàçàííûõ âûøå ôîðìóë äëÿ ðåøåíèé äèôôåðåí-öèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ çäåñü íå ïðèâåäåí.Îñíîâíîé âûâîä î âëèÿíèè òî÷íîñòè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà òî÷íîñòü ÷èñëåí-íîãî ðåøåíèÿ. Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû òî÷íîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è è òî÷-íîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî îòëè÷èå ýòèõ ðåøåíèé ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ îòëè÷èåì òåïëîâûõ ñîïðîòèâëåíèé (7) è (3) äëÿ ðàçíîñòíîé è äèôôåðåíöèàëüíîé çà-äà÷. Ýòîò âûâîä î÷åâèäåí ïðè ñðàâíåíèè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ (8), (9) ñ òî÷íûì ðåøåíèåì (2), (4).Àíàëîãè÷íûé âûâîä ïîëó÷àåòñÿ èç ñðàâíåíèÿ ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ (13), (14) ñ òî÷íûì ðåøåíè-åì (11), (12) çàäà÷è ñ ðàñïðåäåëåííûì èñòî÷íèêîì, åñëè äîáàâèòü ðÿä òðåáîâàíèé ê õàðàêòåðóãëàäêîñòè èñòî÷íèêà. Íà òî÷íûõ ôîðìóëèðîâêàõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòèè ìíîãîâàðèàíòíîñòè (çàâèñÿùåé îò êëàññîâ ãëàäêîñòè èñòî÷íèêà è òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ).Ñîîáðàæåíèÿ î òåñíîé ñâÿçè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè òåïëîâîãîñîïðîòèâëåíèÿ ñïðàâåäëèâû, òîëüêî êîãäà òåïëîâûå ñîïðîòèâëåíèÿ îãðàíè÷åíû, ò. å. êîãäà êîýô-ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñòðîãî ïîëîæèòåëåí: {(x) � {min = const > 0. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîéòåïëîïðîâîäíîñòè, êîãäà { � T a, a � const > 0, â ðåøåíèè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òåïëîâûå âîëíû, íàêîòîðûõ ýòî òðåáîâàíèå íàðóøàåòñÿ. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè â ðåøåíèè òåïëîâûõ âîëí åãî òî÷íîñòüâáëèçè ôðîíòîâ ýòèõ âîëí óæå íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ òî÷íîñòüþ òåïëîâîãî ñîïðîòèâ-ëåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò ôðîíòîâ òåïëîâûõ âîëí ñâÿçü ìåæäó òî÷íîñòÿìè÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ âñå ðàâíî èìååò ìåñòî.� 35 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.3. Îöåíêè òî÷íîñòè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ñïîñîáîâ óñðåäíåíèÿÏðèâåäåì îöåíêè ïîãðåøíîñòåé �R = eR �R òåïëîâûõ ñîïðîòèâëåíèé, ãäå ðàçíîñòíûå è òî÷íûåòåïëîâûå ñîïðîòèâëåíèÿ îïðåäåëåíû â (7) è (3). Äëÿ êðàòêîñòè îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïîëíûìè òåï-ëîâûìè ñîïðîòèâëåíèÿìè R = R (a1; a2) è eR = eR (a1; a2) = eR �x�1=2; xJ+1=2�. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè { (x) (èëè â êâàçèëèíåéíîì ñëó÷àå ôóíêöèè { (x; T ) ñ ãëàä-êîé çàâèñèìîñòüþ îò òåìïåðàòóðû ïðè T > 0) êóñî÷íî-ãëàäêèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðûâîâ è âñåòî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè { (x) (èëè { (x; T )) ïðèõîäÿòñÿ â òî÷íîñòè íà óçëû ñåòêè x = xkðàçð (ñìå-øàííûå ÿ÷åéêè íå ðàññìàòðèâàåì). Îöåíêè äëÿ �R ïîëó÷àåì ïðè h = maxj ��xj+1=2	 ! 0, êîãäàhJ � const.Îöåíêè òî÷íîñòè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Cíà÷àëà ðàññìîòðèìëèíåéíûé ñëó÷àé, êîãäà { = { (x). Îöåíèì òî÷íîñòü òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõïðîñòûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ e{j ïî èçâåñòíûì {j�1=2 = { �xj�1=2�.Ïðè ïîëó÷åíèè òðåáóåìûõ îöåíîê äëÿ èíòåðâàëîâ �xj�1=2; xj+1=2�, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ { (x) ãëàä-êàÿ, èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåxj+1=2Zxj�1=2 dx{ (x) = �xj2 � 1{j�1=2 + 1{j+1=2�+O �h3� : (15)Åñëè íà óçåë ñåòêè xk = xkðàçð ïðèõîäèòñÿ ðàçðûâ { (x), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëàxkðàçð+1=2Zxkðàçð�1=2 dx{ (x) = 12  �xkðàçð�1=2{kðàçð�1=2 + �xkðàçð+1=2{kðàçð+1=2 !+O �h2� : (16)Äëÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ñïîñîáîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îøèáêè òåïëîâîãîñîïðîòèâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ (15) è (16), ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõèíòåðïîëÿöèÿ äàåò çàìåòíî ëó÷øóþ òî÷íîñòü îïèñàíèÿ òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ÷åì àíàëîãè÷íîåïðîñòîå óñðåäíåíèå. Íàèëó÷øèì ïî òî÷íîñòè îïèñàíèÿ òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè, íî îí îáëàäàåò èçâåñòíûì íåäîñòàòêîì ïðè ðåøåíèè êâàçèëèíåéíûõóðàâíåíèé ñ íàëè÷èåì òåïëîâûõ âîëí (ýòî îòíîñèòñÿ è ê ìåòîäó ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ). Íà-ïðèìåð, ïðè { = T b è b > 0, T nj+1=2 > 0, T nj�1=2 = T nj�3=2 = : : : = 0 â ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì j � 1=2 òåïëîíèêîãäà íå ïîïàäåò. Ãîâîðÿò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò çàïèðàíèå òåïëîâîé âîëíû. Òàáëèöà 1Îøèáêè ïîëíîãî òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿÑïîñîá Ôîðìóëà äëÿ e{j Ãëàâíàÿ ÷àñòü îøèáêè �R òåïëîâîãîóñðåäíåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ (âêëàä O �h2� îïóùåí)Àðèôìåòè÷åñêîå 12 �{j�1=2 + {j+1=2� 12 Xk=kðàçð {k+1=2 � {k�1=2{k+1=2 + {k�1=2 ��xk+1=2{k+1=2 � �xk�1=2{k�1=2 �óñðåäíåíèåËèíåéíàÿ {j�1=2�xj+1=2 + {j+1=2�xj�1=2�xj�1=2 +�xj+1=2 12 Xk=kðàçð {k+1=2 � {k�1=2{k+1=2 + {k�1=2 � ��xk+1=2�2{k+1=2 � ��xk�1=2�2{k�1=2�xk+1=2{k+1=2 + �xk�1=2{k�1=2èíòåðïîëÿöèÿÃàðìîíè÷åñêîå 2{j�1=2{j+1=2{j�1=2 + {j+1=2 �14 Xk=kðàçð ��xk+1=2 ��xk�1=2�� 1{k+1=2 � 1{k�1=2�óñðåäíåíèåÃàðìîíè÷åñêàÿ {j�1=2{j+1=2 ��xj�1=2 +�xj+1=2�{j�1=2�xj+1=2 + {j+1=2�xj�1=2 O �h2�èíòåðïîëÿöèÿ � 36 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .Î òî÷íîñòè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â êâàçèëèíåéíîì ñëó÷àå. Â êâàçèëèíåéíîì ñëó-÷àå äëÿ { (x) = { (x; T (x)) áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íàãðàíèöå äâóõ ÿ÷ååê îñíîâàíî íà òîì èëè èíîì ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé òåìïåðàòóðûeTj � T (xj) ñ ïîñëåäóþùåé ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèåé. Ýòè ìåòîäû ìîæíî íàçâàòü ìåòîäàìèíåëèíåéíîé ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè.Â ìåòîäå ïîòîêîâîãî áàëàíñà Â. Å. Òðîùè¼âà (íåîïóáëèêîâàííàÿ ðàáîòà 1960 ã.) äëÿ íàõîæäå-íèÿ âñïîìîãàòåëüíîé òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå ðàâåíñòâà ðàçíîñòíûõ ïîòîêîâ íàãðàíèöå äâóõ ÿ÷ååê:�qj�1=4={�xj�1=2; eTj� eTj � Tj�1=2�xj�1=2=2 ={ �xj+1=2; eTj�Tj+1=2 � eTj�xj+1=2=2 = �qj+1=4=�qj= e{j Tj+1=2 � Tj�1=2�xj ;îòêóäà ñëåäóåò óðàâíåíèå{ �xj�1=2; eTj� eTj � Tj�1=2�xj�1=2 = { �xj+1=2; eTj� Tj+1=2 � eTj�xj+1=2 : (17)Èç (17) ïîëó÷àåì òåìïåðàòóðû eTj è çàòåì ñ ïîìîùüþ ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè íàõîäèì ðàç-íîñòíûå êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòèe{j = { �xj�1=2; eTj�{ �xj+1=2; eTj� ��xj�1=2 +�xj+1=2�{ �xj�1=2; eTj��xj+1=2 + { �xj+1=2; eTj��xj�1=2 :Îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (17) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ min�Tj�1=2	 < eTj < max �Tj�1=2	, êî-òîðîå îáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå çàïèðàíèÿ òåïëîâîé âîëíû. Íî ïðè { (x; T ) = f (x) T a(x), a (x) > 0íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (17) äîïóñêàåò ïàðàçèòíîå ðåøåíèå eTj = 0 ñ çàïèðàíèåì òåïëîâîé âîëíû, ÷òîè íàáëþäàëîñü íà ïðàêòèêå.Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà Í. È. Þðèíà è Á. Ï. Òèõîìèðîâ â íåîïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõïðåäëîæèëè ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ïîòîêîâîãî áàëàíñà, â êîòîðîì äëÿ íàõîæäåíèÿ âñïîìîãà-òåëüíûõ òåìïåðàòóð âìåñòî óðàâíåíèÿ (17) ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå{ �xj�1=2; eTj�+ { �xj�1=2; Tj�1=2�2 eTj � Tj�1=2�xj�1=2=2 == { �xj+1=2; eTj�+ { �xj+1=2; Tj+1=2�2 Tj+1=2 � eTj�xj+1=2=2 : (18)Òîãäà ðàçíîñòíûé êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè áóäåò ðàâåíe{j = 12 ���{ �xj�1=2; eTj�+{ �xj�1=2; Tj�1=2���{ �xj+1=2; eTj�+{ �xj+1=2; Tj+1=2����xj�1=2+�xj+1=2��{ �xj�1=2; eTj�+{ �xj�1=2; Tj�1=2���xj+1=2+�{ �xj+1=2; eTj�+{ �xj+1=2; Tj+1=2���xj�1=2 : (19)Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþmin�Tj�1=2	 < eTj < max �Tj�1=2	 îòñóòñòâèÿçàïèðàíèÿ òåïëîâîé âîëíû.Âìåòîäå óëó÷øåííîé ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè â (19) âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (18)èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè:eTj = { �xj�1=2; Tj�1=2��xj+1=2Tj�1=2 + { �xj+1=2; Tj+1=2��xj�1=2Tj+1=2{ �xj�1=2; Tj�1=2��xj+1=2 + { �xj+1=2; Tj+1=2��xj�1=2 :� 37 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.Ýòîò ìåòîä òàêæå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü çàïèðàíèÿ òåïëîâîé âîëíû.Âûêëàäêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (15) è (16) ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå òðè ìåòîäà íåëèíåéíîéãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè äëÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ { (x) = { (x; T (x)) äàþò îäèíàêîâûé ïî-ðÿäîê òî÷íîñòè òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ �R = O �h2�. Ïî êîëè÷åñòâó âû÷èñëåíèé ñàìûì äåøåâûìÿâëÿåòñÿ ìåòîä óëó÷øåííîé ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè.4. Ìåòîäû óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè,ðåàëèçîâàííûå â ðàçëè÷íûõ ìåòîäèêàõÏðèâåäåì êîíêðåòíûå ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè {jíà ñòîðîíå ÿ÷åéêè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â äâóìåðíûõ ìåòîäèêàõ [5�9] ïðè ñ÷åòå òåïëîïðîâîäíîñòè(â ýòèõ ìåòîäèêàõ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû).Äëÿ ïðîñòîòû ïóñòü äâå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè èìåþò íîìåðà 1 è 2 (ðèñ. 1), òîãäà êîýôôèöèåíò òåï-ëîïðîâîäíîñòè íà èõ îáùåé (ãðàíè÷íîé) ñòîðîíå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ {12. Íîìåð èòåðàöèè ïî íåëè-íåéíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè îïóñòèì.

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åò êîýôôèöèåíòà òåïëî-ïðîâîäíîñòè íà ãðàíèöå ÿ÷ååê

Óëó÷øåííîå ãàðìîíè÷åñêîå óñðåäíåíèå. Ðàñ÷åòíàÿôîðìóëà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:{12 = ({1 + {10) ({2 + {20){1 + {10 + {2 + {20 : (20)Çäåñü {1 = { (�1; T1); {2 = { (�2; T2); {10 = { (�1; T12); {20 == { (�2; T12), ãäå T1, T2 � òåìïåðàòóðû â öåíòðàõ ÿ÷ååê 1, 2(ñì. ðèñ. 1); T12 = 0;5 (T1 + T2). Çäåñü â îòëè÷èå îò (19) íåó÷èòûâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ äî ñòîðîíû ÿ÷åéêè è áîëåå ïðîñòîîïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà T12 íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè.Àðèôìåòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ñ âåñàìè (ëèíåéíàÿ èí-òåðïîëÿöèÿ).{12 = N2N1 +N2{1 (T1; �1) +�1� N2N1 +N2�{2 (T2; �2) : (21)Çäåñü N1, N2 � îòðåçêè ñðåäèííûõ íîðìàëåé, ïîëó÷åííûå ïðîåêòèðîâàíèåì öåíòðîâ ÿ÷ååê 1 è 2 íàñðåäèííóþ íîðìàëü ê ñòîðîíå ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ. Âîçìîæíû èíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ âåñîâ.Äâà âàðèàíòà ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü,ìåòîä ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå òåìïåðàòóðû íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè èí-òåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííîé èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà òåïëà íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè (ìåòîä ïîòîêî-âîãî áàëàíñà) äëÿ ïîñëåäóþùåãî óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. Äâå ðàçíîâèäíîñòèìåòîäà îòëè÷àþòñÿ ôîðìîé çàïèñè îäíîñòîðîííèõ ïîòîêîâ.Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè çàïèñü ëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ.Ðàññìîòðèì ðèñ. 1. T0 � òåìïåðàòóðà íà ñåðåäèíå ñòîðîíû ÿ÷åéêè � âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿíåïðåðûâíîñòè ïîòîêà òåïëà ÷åðåç ñòîðîíó ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ, ãäå îäíîñòîðîííèå ïîòîêè çà-ïèñûâàþòñÿ â ïðîñòåéøåé ôîðìå:{1 (T1; �1) T0 � T1N1 = {2 (T2; �2) T2 � T0N2 : (22)Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðû èç öåíòðîâ ÿ÷ååê 1 è 2 ïåðåíîñÿòñÿ íà ñðåäèííóþ íîðìàëü ê ñòîðîíå ÿ÷åéêèèíòåãðèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 1). � 38 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .Îïðåäåëèâ òåìïåðàòóðó íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåì åå äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôè-öèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè {12 íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè:N{12 = 2N1{1 (T1) + {1 (T0) + 2N2{2 (T2) + {2 (T0) ; (23)ãäå N = N1 +N2.Òî åñòü äàííûé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðîñòðàíåíèå íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ìåòîäà óëó÷-øåííîé ãàðìîíè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè (19). Âîçìîæíû òàêæå èíûå ñïîñîáû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòîãîìåòîäà íà äâóìåðíûé ñëó÷àé.Âòîðîé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò çàïèñü íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû íàñòîðîíå ÿ÷åéêè. Ïðèâåäåì ôîðìó òàêîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìóþ â íàñòîÿùåå âðåìÿ:12�{1 (T1; �1) + {1 (T0; �1)�T0 � T1N1 = 12�{2 (T2; �2) + {2 (T0; �2)�T2 � T0N2 : (24)Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ îäíèì èç èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Èòåðàöèè ïðîâîäÿòñÿ äî ñõîäèìîñòè.Í. È. Þðèíà (â íåîïóáëèêîâàííîé ðàáîòå 1969 ã.) ñ öåëüþ ýêîíîìèè ìàøèííîãî âðåìåíè âûäåëÿëà âêîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè ãëàâíóþ ëèíåéíóþ ÷àñòü çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû (àíàëîãè÷íîìåòîäó Íüþòîíà) è ñâîäèëà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) ê ðåøåíèþ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.Íàéäÿ èç (24) òåìïåðàòóðó íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè, ïî ôîðìóëå (23) îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíò òåïëî-ïðîâîäíîñòè. Ôîðìóëû çàïèñàíû äëÿ ïëîñêîãî ñëó÷àÿ.Ýòîò ìåòîä åñòü ðàñïðîñòðàíåíèå íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ïîòîêîâîãîáàëàíñà (18), (19).Êîìáèíèðîâàííîå óñðåäíåíèå 1. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ óñðåäíå-íèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìåæäó ÿ÷åéêàìè, ñîäåðæàùèìè îäíî âåùåñòâî, ïðèìåíÿåòñÿàðèôìåòè÷åñêîå óñðåäíåíèå (21), à äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëàñðåä � ïåðâûé âàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (22), (23).Êîìáèíèðîâàííîå óñðåäíåíèå 2. Äëÿ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ìåæäóÿ÷åéêàìè, ñîäåðæàùèìè îäíî âåùåñòâî, ïðèìåíÿåòñÿ âòîðîé âàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè-÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (24), (23), à äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëàñðåä � ïåðâûé âàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (22), (23).Íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëåííûå ìåòîäû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèéÏðèâåäåì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äâóõ çàäà÷ ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì. Ýòî çàäà÷à î áåãóùåéòåïëîâîé âîëíå è çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â òðåõñëîéíîé ñèñòåìå ïîä óãëîì ê ãðàíèöàì âå-ùåñòâ. Ïîñòàíîâêè è òî÷íûå ðåøåíèÿ âçÿòû èç ðàáîò [11, 12]. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíûïî ìåòîäèêå, îïèñàííîé â ðàáîòàõ [5, 10]. Â ýòîé ìåòîäèêå àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ ïî ñõåìå ðàñ-ùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäà ïðîãîíêè. Îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâóñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ ïî äðóãèì ìåòîäèêàì [6�9],êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ íèæå � ìåòîä àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-íîñòè íå îêàçûâàåò íà íèõ ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ.Äàëåå ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ íóìåðàöèÿ ìåòîäîâ:1 � óëó÷øåííîå ãàðìîíè÷åñêîå óñðåäíåíèå (20);2 � àðèôìåòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ñ âåñàìè (21);3 � áåçûòåðàöèîííûé âàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (22), (23);4 � èòåðàöèîííûé âàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (24), (23);5 � âàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (24), (23) ñ áåçûòåðàöèîííûì ìå-òîäîì Í. È. Þðèíîé îïðåäåëåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé òåìïåðàòóðû íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè.� 39 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.Çàäà÷à 1. Î áåãóùåé òåïëîâîé âîëíå. Íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü ïîëå òåìïåðàòóð âíóòðèáðóñà, çàïîëíåííîãî èçíà÷àëüíî õîëîäíûì èäåàëüíûì ãàçîì (E = Ò, � = 1) ñ êîýôôèöèåíòîìòåïëîïðîâîäíîñòè { = {0T �. Ñå÷åíèå áðóñà � åäèíè÷íûé êâàäðàò. Íà îäíîé èç âíåøíèõ ãðàíèöçàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå T (t)jy=0 = ��c2{0 t�1=� :Íà òðåõ äðóãèõ ãðàíèöàõ çàäàíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå æåñòêàÿ ñòåíêà (ïîòîê òåïëà ðàâåí íóëþ).Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì @E@t = 1� div ({ gradT ) :Çàäà÷à ïëîñêàÿ. Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:T (t; y) =8><>: ��c{0 (ct� y)�1=� ; y < ct;0; y � ct:Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: {0 = 6; � = 3; c = 4. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëåÆL1 (t) = T (÷èñë) (t)� T (àíàëèò) (t)L1 = P�2ßM� ���T (÷èñë)� (t)� T (àíàëèò)� (t)���P�2ßM� ���T (àíàëèò)� (t)��� � 100%:Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà òðåõ ðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ ñ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì ïî êàæäîìó èç äâóõíàïðàâëåíèé: ñåòêà 1 � 24� 24 (576 ÿ÷ååê); ñåòêà 2 � 40� 40 (1600 ÿ÷ååê); ñåòêà 3 � 80� 80 (6400ÿ÷ååê).Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 2 � ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè ñ÷åòàîò ðàçìåðà ÿ÷åéêè íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0;2. Íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü çäåñü îáåñïå÷èë èòåðàöèîííûéâàðèàíò ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ (24), (23). Òàáëèöà 2Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà çàäà÷è 1 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0;2Ìåòîä Ñåòêà 1 Ñåòêà 2 Ñåòêà 31 1,3170 0,6433 0,22072 1,1410 0,5425 0,17133 1,3125 0,6417 0,22044 0,6151 0,2758 0,07115 0,5535 0,2586 0,0555Çàäà÷à 2. Î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëîâîé âîëíû â òðåõñëîéíîé ñèñòåìå ïîä óãëîì êãðàíèöàì âåùåñòâ. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðîöåññ ïðîãðåâà èçíà÷àëüíî õîëîäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåéèç òðåõ ñèëüíî ðàçíîïëîòíûõ âåùåñòâ. Ïðè ýòîì óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è êîýôôèöèåíòòåïëîïðîâîäíîñòè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 òðåõñëîéíàÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3, çà-ïîëíåíà õîëîäíûìè âåùåñòâàìè 1, 2, 3 ñ ðàçëè÷íûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè â îáëàñòÿõ I,II è III ñîîòâåòñòâåííî. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà÷èíàåòñÿ ïîäâîä òåïëà ÷åðåç îòðåçêè ãðàíèöûAB è BC, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò òåïëîâàÿ âîëíà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âëåâî è ââåðõ ïîñèñòåìå. � 40 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .

Ðèñ. 2. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 1 íà òðåõ ñåòêàõ, t = 0;2: 4 � ìåòîä 1; � �ìåòîä 2; � ìåòîä 3; > � ìåòîä 4; Æ � ìåòîä 5

Ðèñ. 3. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è 2Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì @E@t = 1� div ({ gradT ) :Çàäà÷à ïëîñêàÿ. Óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè âåùåñòâ íåëè-íåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû. Ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèâåäåíà â ðàáîòå [12].Òî÷íîå ðåøåíèå (ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû) èìååò âèäTi (t; x; y) = �0���aix+ biy � ui (t� ti)�0i � ; i = 1; 2; 3;ãäå i � íîìåð âåùåñòâà; �0 = 101=3 = 2;15443469003; �(Æ) � ôóíêöèÿ; çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ âåëè÷èíïðèâåäåíû â òàáë. 3. Äàííîå ðåøåíèå îïèñûâàåò òåïëîâóþ âîëíó, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â i-ìâåùåñòâå ñî ñêîðîñòüþ ui â íàïðàâëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà (ai; bi). Ïîëîæåíèå ôðîíòà òåïëîâîéâîëíû â âåùåñòâàõ â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåìaix+ biy = ui (t� ti) ; i = 1; 2; 3:� 41 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.Òàáëèöà 3Ïàðàìåòðû òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2Ïàðàìåòð Íîìåð âåùåñòâà1 2 3ti 0 �3;98014876084 �501;448992006�0i 141,367176507 127,073287136 2,84087696303ui 10,0 8,98888202170 0,200957324976ai �0;995037190210 �0;894427191000 �0;0199960011996bi 0,0995037190210 0,447213595500 0,999800059980�i �9;95037190210 �1;99007438042 �0;0199007438042�i 0,995037190210 0,995037190210 0,995037190210Ïîòîê òåïëà, â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (x; y) â âåùåñòâå ñ íîìåðîì i â íàïðàâ-ëåíèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà (nx; ny), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåQi (t; x; y) = (�inx + �iny) Ti (t; x; y) �C1 + V1�Ti (t; x; y)�3� :Ñóììàðíûé ïîòîê òåïëà (òî÷íåå, ïîëíîå (ñóììàðíîå) êîëè÷åñòâî ýíåðãèè), ïðîøåäøèé çà âðåìÿ tîò ìîìåíòà t0 = 0 ÷åðåç îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè Z1 = (x1; y1) è Z2 = (x2; y2) â îäíîìâåùåñòâå, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìèWi (t; Z1; Z2) = 4�i0 (�0)77ui hai (y1 � y2) + bi (x2 � x1)i{��(�2)�� {��(�1)��2 � �1 ; i = 1; 2; 3;�j = �aixj + biyj � ui (t� ti)�0i ; j = 1; 2; i = 1; 2; 3 ; (25){ (�) = �1010 � �77 + �44 ��+ 16 ln (� + 1)2�2 ��+ 1 + 1p3 ��6 + arctg 2�� 1p3 � : (26)Ôóíêöèÿ �(�) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé�3 � ln �1 + �3� = 3�; � > 0; � = 0; � � 0:Åñëè �2 � �1 � 0, ò. å. j�2 � �1j � ", ãäå " � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (íàïðèìåð, 10�7), òîâìåñòî (25) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëóWi (t; Z1; Z2) � 4�i0 (�0)77ui hai (y1 � y2) + bi (x2 � x1)i��(�2)�7 + ��(�1)�72 == 4�i07ui hai (y1 � y2) + bi (x2 � x1)i�Ti (t; x1; y1)�7+�Ti (t; x2; y2)�72 ; i = 1; 2; 3; (27)j�2 � �1j � " � 10�7:Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿëàñü ïî ôîðìóëåÆ(i)1 (t) = T (ðàñ÷åò) (t)� T (àíàëèò) (t)L1(i) = P�2ßi M� ���T (ðàñ÷åò)� (t)� T (àíàëèò)� (t)���P�2ßi M� ���T (àíàëèò)� (t)��� ; i = 1; 2; 3:Îïèøåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé ïî ÿ÷åéêå ñåòêè òåìïåðàòóðû T (àíàëèò)� (t) äëÿ àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà òîì, ÷òî òåìïåðàòóðà â ÿ÷åéêå åñòü íåêîòîðàÿ óñðåäíåííàÿ ïî� 42 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .îáúåìó ÿ÷åéêè âåëè÷èíà. Â ñèëó êîíñåðâàòèâíîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì òåïëîïðîâîäíîñòè áàçîâîéêîíñåðâàòèâíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ÿ÷åéêè. ÏîýòîìóT (àíàëèò)� (t) = T (i) ��i; E(ñðåäí);(i)� (t)� ; i = 1; 2; 3:Çäåñü ôóíêöèÿ T (i)(�i; E) âû÷èñëÿåòñÿ ïî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ. Ñðåäíÿÿ ïî ÿ÷åéêå âíóòðåííÿÿýíåðãèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷åéêè ñîáõîäîì åå ÷åòûðåõ âåðøèí Z1, Z2, Z3 è Z4 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè)E(ñðåäí);(i)� (t) = Wi (t; Z1; Z2) +Wi (t; Z2; Z3) +Wi (t; Z3; Z4) +Wi (t; Z4; Z1)M� ; (28)ãäå M� � ìàññà ÿ÷åéêè �; Wi(t; Zk; Zk+1) � ñóììàðíûå ïîòîêè ýíåðãèè ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèåñòîðîíû, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè (25)�(27). Îáîáùåíèå ôîðìóëû (28) íà ñëó÷àé ìíîãîóãîëüíûõÿ÷ååê ñ äðóãèì ÷èñëîì âåðøèí î÷åâèäíî.Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì ñ÷åòíîé îáëàñòè ïî êàæäîìó èç äâóõ íàïðàâëå-íèé â êàæäîì âåùåñòâå: cåòêà 1 � 10 � 10 (300 ÿ÷ååê); cåòêà 2 � 20 � 20 (1 200 ÿ÷ååê); cåòêà 3 �40�40 (4 800 ÿ÷ååê); cåòêà 4 � 100�100 (30 000 ÿ÷ååê); cåòêà 5 � 200�200 (120 000 ÿ÷ååê). Ãðàíèöûâåùåñòâ ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè ñåòêè.Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà äëÿ âåùåñòâ ñèñòåìû. Íà ðèñ. 4�6 � ïîãðåøíîñòè âçàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ÿ÷åéêè äëÿ êàæäîãî âåùåñòâà.Çàìå÷àíèå. Â òåñòîâûõ ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 2 ïîëåçíî âû÷èñëÿòü ïîãðåøíîñòè íà êàæäîì øàãå ïîâðåìåíè, òàê êàê îíè çàìåòíî îñöèëëèðóþò (ïðèìåð ïîêàçàí íà ðèñ. 7). Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, êÒàáëèöà 4Íîðìà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè òåìïåðàòóðû íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1;0 â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 2Ðàñ÷åò Íîìåð âåùåñòâàÑåòêà Ìåòîä 1 2 31 1 0,01881 0,04563 0,069052 0,01842 0,03047 0,142183 0,01752 0,03709 0,082274 0,00801 0,01150 0,027755 0,00320 0,00636 0,011932 1 0,01249 0,02371 0,042002 0,01155 0,01680 0,074763 0,01130 0,01748 0,047474 0,00435 0,00544 0,016915 0,00152 0,00353 0,006853 1 0,00756 0,01122 0,024482 0,00629 0,00812 0,038043 0,00639 0,00829 0,024914 0,00193 0,00249 0,008885 0,00099 0,00173 0,003484 1 0,00284 0,00427 0,011132 0,00248 0,00356 0,014323 0,00238 0,00315 0,009704 0,00080 0,00101 0,003355 0,00023 0,00052 0,001225 1 0,00140 0,00215 0,005942 0,00122 0,00180 0,007003 0,00110 0,00150 0,004684 0,00037 0,00048 0,001625 0,00011 0,00025 0,00058� 43 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.

Ðèñ. 4. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 2 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 â îáëàñòè, çàíèìàåìîéïåðâûì âåùåñòâîì: 4 � ìåòîä 1; � � ìåòîä 2; � ìåòîä 3; > � ìåòîä 4; Æ � ìåòîä 5

Ðèñ. 5. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 2 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 â îáëàñòè, çàíèìàåìîéâòîðûì âåùåñòâîì: 4 � ìåòîä 1; � � ìåòîä 2; � ìåòîä 3; > � ìåòîä 4; Æ � ìåòîä 5

Ðèñ. 6. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 2 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 1 â îáëàñòè, çàíèìàåìîéòðåòüèì âåùåñòâîì: 4 � ìåòîä 1; � � ìåòîä 2; � ìåòîä 3; > � ìåòîä 4; Æ � ìåòîä 5� 44 �



Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè. . .

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îò âðåìåíè â âåùåñòâå 1 íà ñåòêå 40�40 â ðàñ÷åòàõ çàäà÷è 2(öèôðû íà ãðàôèêàõ � íîìåðà ìåòîäîâ)çíà÷åíèÿì ïîãðåøíîñòåé, âçÿòûì íà ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, ñëåäóåò îòíîñèòüñÿêàê ê îöåíêàì. Íî â äàííîì ñëó÷àå îñöèëëÿöèè íå âëèÿþò íà êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ñðàâíåíèèðàçíûõ ñïîñîáîâ óñðåäíåíèÿ.Èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ è òàáëèö ìîæíî âèäåòü, ÷òî íàèëó÷øèå ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû äàëèìåòîäû 4 è 5. Ýòî ðàçíîâèäíîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ, â êîòîðûõ òåì-ïåðàòóðà íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñêîíñòðóèðîâàííîãî èçóñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà òåïëà ÷åðåç ñòîðîíó ÿ÷åéêè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþòðàíåå ïðèâåäåííûå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Ïðè ýòîì îñíîâíîé âûèã-ðûø äîñòèãíóò çà ñ÷åò áîëåå òî÷íîãî ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêèèíòåãðèðîâàíèÿ, ñïðàâà è ñëåâà îò êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ îäíî è òî æå âåùåñòâî.Ìåòîäû 4, 5 çàìåòíî áîëåå äîðîãîñòîÿùèå, ÷åì ìåòîäû 1�3. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïðè ïðîâåäå-íèè ðàñ÷åòîâ âàæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü îáåñïå÷èòü çàäàííóþ òî÷íîñòü, àâòîðû ñ÷èòàþò èõ áîëååïðåäïî÷òèòåëüíûìè. Çàêëþ÷åíèåÏðèâåäåíî îïèñàíèå ìåòîäîâ óñðåäíåíèÿ êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè èí-òåãðèðîâàíèÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Âûïîëíåíî èñ-ñëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Àíàëèòè÷åñêè è ïðè ïîìîùè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîäåìîí-ñòðèðîâàíî, ÷òî íàèëó÷øèå ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîâèäíîñòåéìîäèôèöèðîâàííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî óñðåäíåíèÿ, â êîòîðûõ òåìïåðàòóðà íà ñòîðîíå ÿ÷åéêè îïðå-äåëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñêîíñòðóèðîâàííîãî èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòîêàòåïëà ÷åðåç ñòîðîíó ÿ÷åéêè. Ïðè ýòîì ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íå îêà-çûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïîëó÷åííûå îöåíêè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñàìàðñêèé À. À. Óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðàçíîñò-íûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ // Òð. Âñåñ. cîâåùàíèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Åðåâàí,íîÿáðü 1958 ã.). Åðåâàí: Èçä-âî ÀÍ Àðì. ÑÑÐ, 1960. Ñ. 148�160.2. Äìèòðèåâ Í. À., Ñîôðîíîâ È. Ä., Òèõîìèðîâ Á. Ï. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ ìíîãîîá-ëàñòíûõ çàäà÷ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíè-� 45 �



Å. Â. Àâäîøèíà, Þ. À. Áîíäàðåíêî, À. À. Ãîðáóíîâ, Þ. Ñ. Äìèòðèåâà, À. Î. Íàóìîâ è äð.êè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1983.Âûï. 3. Ñ. 3�8.3. Ñàìàðñêèé À. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1971.4. Ñàìàðñêèé À. À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Èçä. 3-å, èñïðàâëåííîå. Ì.: Íàóêà, 1989.5. Àâäååâ Ï. À., Àðòàìîíîâ Ì. Â., Áàõðàõ Ñ. Ì. è äð. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì ËÝÃÀÊ äëÿ ðàñ÷åòàíåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñïëîøíîé ñðåäû è ïðèíöèïû ðåàëèçàöèè êîì-ïëåêñà íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè èòåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2001. Âûï. 3. Ñ. 14�18.6. Ãîðáóíîâ À. À. Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ â ïàðàë-ëåëüíîì ðåæèìå â ìåòîäèêå ÌÅÄÓÇÀ // Òàì æå. 2008. Âûï. 3. Ñ. 32�46.7. Ñêðûïíèê Ñ. È., Ðóäüêî Í. Ì., Êîðîëåâ Ð. À. è äð. ×èñëåííîå ðåøåíèå äâóìåðíûõ óðàâíåíèéãàçîâîé äèíàìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííîãî ïî ðàçìåðó ðàçíîñòíîãîøàáëîíà // Òàì æå. 2007. Âûï. 1. Ñ. 14�26.8. Ñîôðîíîâ È. Ä., Âîðîíèí Á. Ë., Ñêðûïíèê Ñ. È. è äð. Ìåòîäèêà è êîìïëåêñû ïðîãðàììÐÀÌÇÅÑ, ÐÀÌÇÅÑ-ÊÏ // Òàì æå. 1999. Âûï. 4. Ñ. 27�31.9. Ñòåíèí À. Ì., Ñïèðèäîíîâ Â. Ô., Âîðîíèíà Å. Á., Øêàðóáñêèé Â. Â. Ìåòîäèêà ËÝÃÀÊ-ÂÊË÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåä ñâûäåëåíèåì êîíòàêòíûõ ãðàíèö, íå ñîâïàäàþùèõ ñ ëèíèÿìè ñåòêè // Òðóäû ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ.2010. Âûï. 15. Ñ. 154�169.10. Áîíäàðåíêî Þ. À., Ãîëóáåâ À. À., Ãîðáóíîâ À. À. è äð. Î "øàõìàòíîì ýôôåêòå" â íåêîòî-ðûõ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè // Âîïðîñû àòîìíîéíàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2011. Âûï. 1.Ñ. 49�53.11. Ñàìàðñêèé À. À., Ñîáîëü È. Ì. Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíûõ âîëí // Æóðíàëâû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1963. Ò. 3, � 4. Ñ. 702�719.12. Áîíäàðåíêî Þ. À., Âîðîíèí Á. Ë., Ãîðåâ Â. Â. è äð. Îïèñàíèå íàáîðà òåñòîâ äëÿ ìåòîäèêè ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè // Âîïðîñûàòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1992.Âûï. 2. Ñ. 14�20.
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