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ÓÄÊ 517.956+519.635.8+533.6.011+534.22ÂËÈßÍÈÅ ÑÏÎÑÎÁÀ Ó×ÅÒÀ ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈÍÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Ñ×ÅÒÀÄÂÓÕÝÒÀÏÍÎÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÛÞ. À. Áîíäàðåíêî(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Ïðîâåäåíî ñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äâóõýòàïíîé ðàç-íîñòíîé ñõåìû ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàíãðàíæà. Ïîëó÷åíî, ÷òî óñëî-âèÿ íà øàã ïî âðåìåíè òèïà Êóðàíòà ñèëüíî çàâèñÿò îò ñïîñîáà èñïîëüçîâàíèÿ â ðàç-íîñòíîé ñõåìå íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ óñëîâèå óñòîé÷è-âîñòè îïðåäåëÿåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòüþ çâóêà. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ñó÷åòîì íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â äâóõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè. Â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâî-ñòè ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû ïðèñóòñòâóåò íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò èçýíòðîïè÷åñêîéñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé ïðè óâåëè÷åíèè òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàçîâàÿ äèíàìèêà ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ðàçíîñòíûå ñõåìû, ðàñ-ùåïëåíèå ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì, èçýíòðîïè÷åñêàÿñêîðîñòü çâóêà, èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà, òåïëîâàÿ äèñïåðñèÿ çâóêà.ÂâåäåíèåÂ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòà äëÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðå-ìåííûõ Ëàãðàíæà [1, 2] îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ èçýíòðîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà cS . Â òî æå âðåìÿèçâåñòíî [3, 4], ÷òî â ãàçîâîé äèíàìèêå ñ "ñèëüíîé" òåïëîïðîâîäíîñòüþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿêîðîòêîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé áëèçêà ê èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà cT . Èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêî-ðîñòü çâóêà ìåíüøå èçýíòðîïè÷åñêîé: cT = s�@P@� �T=const < cS = s�@P@� �S=const. Ïîýòîìó, âçÿââ óñëîâèè òèïà Êóðàíòà èçîòåðìè÷åñêóþ ñêîðîñòü çâóêà, ïîëó÷èì øàã ïî âðåìåíè áîëüøå, ÷åì ïðèèñïîëüçîâàíèè èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà.Äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ p = ( � 1) �E, E = ETT ,  = const > 1, ET = const > 0, èìååìcT =cS = �1=2 < 1. Äëÿ îäíîàòîìíîãî ãàçà  = 5=3 èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà ìåíüøå èçýíòðî-ïè÷åñêîé ïðèáëèçèòåëüíî â 1,3 ðàçà. Íî â âûñîêîòåìïåðàòóðíîì ñëó÷àå, êîãäà âåùåñòâî íàõîäèòñÿâ ðàâíîâåñèè ñ èçëó÷åíèåì, ýôôåêò ìîæåò áûòü áîëüøèì. Äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãîãàçà ñ ðàâíîâåñíûì èçëó÷åíèåì [5]P (�; T ) = ( � 1) �CV T + �T 43 ; E (�; T ) = CV T + �T 4� ; = const > 1; CV = const > 0; � = 1;373 (1)çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé îò òåìïåðàòóðû ïðè-âåäåíû íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî ïåðåõîä â ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòàîò èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé ìîæåò äàòü ñåðüåçíîå óäåøåâëåíèå ðàñ÷åòîâ,êîãäà èìåþòñÿ âåùåñòâà ñ íèçêîé ïëîòíîñòüþ � è âûñîêîé òåìïåðàòóðîé T .� 3 �



Þ. À. Áîíäàðåíêî

Ðèñ. 1. Îòíîøåíèå èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîé â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû äëÿóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1) èäåàëüíîãî ãàçà ñ èçëó÷åíèåì ( = 5=3, CV = 8;25): 1 � � = 10�3; 2 � � = 10�4; 3 �� = 10�5Íóæíû ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò îäíîé ñêîðîñòè çâóêà ê äðóãîé ïî ìåðå"óñèëåíèÿ" òåïëîïðîâîäíîñòè. Íî èçâåñòíûå èç àêóñòèêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè çâóêà â ãàçàõ îò òåï-ëîïðîâîäíîñòè [3] ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè êîíêðåòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü äâóõýòàï-íîé ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.Âî èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ ôîðìóë îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíûì ïëîñêèì ñëó÷àåì è ðàâíîìåðíûìè ïîìàññå ñåòêàìè áåç ó÷åòà âÿçêîñòè.Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü çâóêà â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ãàçîâîé äèíàìèêèñ ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòè (îäíîìåðíûé ñëó÷àé)Óðàâíåíèÿ îäíîìåðíîé ïëîñêîé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ñ ó÷åòîì òåïëîïðî-âîäíîñòè èìåþò âèä d�dt = @u@m ; dudt = � @p@m ; dEdt = �p @u@m + @@m �� @T@m� : (2)Çäåñü t � âðåìÿ; m = xR � (t; x) dx � ìàññîâàÿ ëàãðàíæåâà êîîðäèíàòà; � = ��1 � óäåëüíûé îáúåì;� � ïëîòíîñòü; u � ñêîðîñòü; p � äàâëåíèå; E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû; T � òåìïåðà-òóðà; � � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè (ñ÷èòàåì åãî ïîñòîÿííûì). Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ áåðåìâ ñëåäóþùèõ ôîðìàõ:p = P (�;E) = P (�;E) = P (�; T ) = P (�; T ) ; E = E (�; T ) = E (�; T ) ; T = T (�;E) = T (�;E) : (3)Äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ, ïðåíåáðåãàÿ êâàäðàòè÷íûìè ïî ìàëûì âîçìóùåíèÿìñëàãàåìûìè, èç (2) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìódÆ�dt = @Æu@m ; dÆudt = �@Æp@m ; dÆEdt = �p0@Æu@m + @@m ��@ÆT@m � ; (4)� 4 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :êîòîðàÿ çàìûêàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (3))Æp = P�Æ� + PEÆE; ÆE = E�Æ� +ET ÆT: (5)Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí, êîòîðûå ñ÷èòàåì ïîñòîÿííûìè:P� = @P (�;E)@� < 0; PE = @P (�;E)@E ; E� = @E (�; T )@� ; ET = @E (�; T )@T > 0;a2S = (�cS)2 = �P� + pPE > 0; a2T = (�cT )2 = �P� � PEE� > 0; 0 < cT < cS ; 0 < aT < aS ; (6)"T = aTaS = cTcS ; 0 < "T < 1; Q = �ET > 0:Âåëè÷èíû aS è aT � èçýíòðîïè÷åñêàÿ è èçîòåðìè÷åñêàÿ ìàññîâûå ñêîðîñòè çâóêà; cS è cT � èçýíòðî-ïè÷åñêàÿ è èçîòåðìè÷åñêàÿ îáû÷íûå ñêîðîñòè çâóêà; Q � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (4) è (5) ðåøåíèÿ â âèäå Æf (t;m) = Æf0ei(!t��m) ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîåóðàâíåíèå (i!) h(i!)2 + �2a2Si+ �2Q h(i!)2 + �2a2T i = 0: (7)Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàâèñèìîñòè ÷àñòîòû ! îò âåùåñòâåííîãî âîëíîâîãî ÷èñëà �, êàêýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ â ìàòåìàòèêå è â ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè èçó÷åíèèôàçîâîé îøèáêè (ðàçíîñòíîé äèñïåðñèè) è îøèáêè äèññèïàöèè [6�9]. Áóäåì íàçûâàòü ôàçîâîéñêîðîñòüþ âåëè÷èíó a (�) = Re (! (�))� ; Im (�) = 0; � 6= 0; (8)à âåëè÷èíó � (�) = Im (! (�)), Im (�) = 0, � 6= 0, áóäåì íàçûâàòü ñêîðîñòüþ äèññèïàöèè. Îáû÷-íî èñïîëüçóåìîå â àêóñòèêå [3, 4] ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîé ÷àñòîòûIm(!) = 0, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êîìïëåêñíûå âîëíîâûå ÷èñëà �(!) =  (!) � i�(!), â íàñòîÿùåéðàáîòå íå ïîòðåáóåòñÿ.Ëåììà 1. Äëÿ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ âîëíîâûõ ÷èñåë � êîðíè !(�) äèñïåðñèîííîãî óðàâíå-íèÿ (7) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. Âñå êîðíè ! = !1;2;3(�) óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè (íåâåùåñòâåííûìè), ëåæàòâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, è âåðíà îöåíêà0 < Im (!) < �2Q; 8� 6= 0 : Im (�) = 0: (9)2. Îäèí êîðåíü !1(�) � âñåãäà ÷èñòî ìíèìûé, ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ; îí îïèñûâàåòñòîÿ÷åå çàòóõàþùåå âîçìóùåíèå.3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå4 ��2Q2aT � a3S�2 + �2Q2 (3aT � aS)3 (aT + aS) > 0; Im (�) = 0; (10)òî îñòàëüíûå äâà êîðíÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåíóëåâóþ âåùåñòâåí-íóþ ÷àñòü ñ ðàçíûìè çíàêàìè è îäèíàêîâóþ ìíèìóþ ÷àñòü:!2;3 (�) = ��a (�) + i� (�) ; a (�) > 0; � (�) > 0; (11)îíè îïèñûâàþò ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ �a(�) çàòóõàþùèå âîëíû. Óñëî-âèå (10) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà3aT > aS : (12)� 5 �



Þ. À. Áîíäàðåíêî4. Åñëè âåùåñòâåííûå âîëíîâûå ÷èñëà � 6= 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ4 ��2Q2aT � a3S�2 + �2Q2 (3aT � aS)3 (aT + aS) � 0; Im (�) = 0; (13)òî âñå òðè êîðíÿ !1;2;3(�) äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (7) áóäóò ÷èñòî ìíèìûìè, ñ ïîëîæè-òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ; îíè îïèñûâàþò òðè òèïà ñòîÿ÷èõ âîëí. Òàêèå âåùåñòâåííûåâîëíîâûå ÷èñëà � ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà3aT � aS : (14)Åñëè íåðàâåíñòâî (14) âûïîëíåíî â ñòðîãîì ñìûñëå, òî óñëîâèå (13) óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ âñåõ �èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà íåíóëåâîé äëèíû.Ïðèìåð íàëè÷èÿ äèàïàçîíà äëèí âîëí ñ íóëåâîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ ïîêàçàí íèæå íà ðèñ. 3. Âëèòåðàòóðå ïî àêóñòèêå óïîìèíàíèé ýòîãî ôàêòà àâòîð íå íàøåë, âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî â àêóñòèêåíå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñðåäû, â êîòîðûõ cT < cS=3.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ë å ì ì û. Âìåñòî (7) ðàññìîòðèì óðàâíåíèåz3 + z2�2Q+ z�2a2S + �4Qa2T = 0; z = i!: (15)Îöåíêà (9) â óòâåðæäåíèè 1 äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êðèòåðèÿ Ðàóñà�Ãóðâèöà [10] ê (15) è êóðàâíåíèþ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé z = � �x+ �2Q�. Óòâåðæäåíèå 2 òîãäà î÷åâèäíî.Óòâåðæäåíèÿ 3 è 4 ñâîäÿòñÿ ê âûÿñíåíèþ, êîãäà óðàâíåíèå (15) èìååò äâà íåâåùåñòâåííûõ êîðíÿèëè òàêèõ íå èìååò. Äëÿ ýòîãî íàõîäèòñÿ äèñêðèìèíàíò D = q2 + p3 ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ y3 ++3py+2q = 0. Óðàâíåíèå (15) áóäåò èìåòü îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå è äâà íåâåùåñòâåííûõ òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìèíàíò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé: D = q2 + p3 > 0 [11], îòêóäà ïîëó÷àåì(10). Íåðàâåíñòâî (12) ïîëó÷àåòñÿ èç ëåììû 6 (ñì. Ïðèëîæåíèå) äëÿ x = �2Q2 â (10). Ïîñëå ýòîãîóòâåðæäåíèå 4 î÷åâèäíî.Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ çàòóõàþùèõ âîëí (11) îáëàäàåò îæèäàåìûìè ñâîéñòâàìèâ äëèííîâîëíîâîì è êîðîòêîâîëíîâîì ïðåäåëàõ:a (�) j�Qj!+0�! (aS � 0) ; a (�) j�j!1�! aT ; � (�) j�j!1�! �1 = a2S � a2T2Q :Íà ÷èñòî òåõíè÷åñêîì äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ñâîéñòâ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.Áàçîâàÿ äâóõýòàïíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêèÎïèøåì äâóõýòàïíóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèÿ (2), ïîêà áåç ó÷åòàòåïëîïðîâîäíîñòè. Èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè ó÷èòûâàòü íå áóäåì (îáû÷íî èõ çíà÷åíèÿ ïðîñòî ïðè-áàâëÿþòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì äàâëåíèÿì). Ýòî íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû òèïàËàäàãèíà�Ïàñòóøåíêî [12], äâóìåðíîå îáîáùåíèå êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäèêå ÌÈÌÎÇÀ [13].Â îäíîìåðíîì ïëîñêîì ñëó÷àå ýòà ñõåìà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå çàïèñàíûâ ïîðÿäêå èõ èñïîëüçîâàíèÿ: un+�j � unj�� = �pnj+1=2 � pnj�1=2�mj ; (16)Xn+�j �Xnj�� = un+�j ; (17)�n+�j�1=2 � 1�n+�j�1=2 = Xn+�j �Xn+�j�1�mj�1=2 ; (18)� 6 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :En+�j�1=2 �Enj�1=2�� = �pnj�1=2un+�j � un+�j�1�mj�1=2 ; (19)pn+�j�1=2 = P ��n+�j�1=2; En+�j�1=2� ; (20)un+1j � unj� = �pn+�j+1=2 � pn+�j�1=2�mj ; (21)Xn+1j �Xnj� = un+(1=2)j � unj + un+1j2 ; (22)�n+1j�1=2 � 1�n+1j�1=2 = Xn+1j �Xn+1j�1�mj�1=2 ; (23)En+1j�1=2 �Enj�1=2� = �pn+�j�1=2un+(1=2)j � un+(1=2)j�1�mj�1=2 ; (24)pn+1j�1=2 = P ��n+1j�1=2; En+1j�1=2� : (25)Ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ2� � 1: (26)Óðàâíåíèÿ (16)�(20) îáðàçóþò ïåðâûé ýòàï (ïðåäèêòîð), óðàâíåíèÿ (21)�(25) � âòîðîé ýòàï (êîð-ðåêòîð). Ìàññû óçëîâ è ÿ÷ååê ñåòêè, êàê îáû÷íî, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè �mj = 0;5 ��mj�1=2++�mj�1=2�.Óñòîé÷èâîñòü äâóõýòàïíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè,â êîòîðîé íåÿâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ó÷òåíàðàñïðåäåëåííûì äèôôóçèîííûì èñòî÷íèêîì ýíåðãèèÐàññìîòðèì ñïîñîá ó÷åòà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðûé ïðèíÿò ïðè ñ÷åòå ãàçîâîé äèíà-ìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ â ìåòîäèêå ÌÈÌÎÇÀ [14]. Â ýòîì ñïîñîáå ïåðåä ñ÷åòîì ãàçîäèíàìèêèðåøàåòñÿ íåÿâíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè_En+1=2j�1=2 = Ên+1j�1=2 �Enj�1=2� = 1�mj�1=2  �j T̂ n+1j+1=2 � T̂ n+1j�1=2�mj � �j�1 T̂ n+1j�1=2 � T̂ n+1j�3=2�mj�1 ! ; (27)Ên+1j�1=2 = E ��nj�1=2; T̂ n+1j�1=2� ; (28)íî "íîâûå" òåìïåðàòóðû T̂ n+1j�1=2 è âíóòðåííèå ýíåðãèè Ên+1j�1=2 íå çàïîìèíàþòñÿ. Çàïîìèíàåòñÿ òîëüêîðàñïðåäåëåííûé äèôôóçèîííûé èñòî÷íèê ýíåðãèè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ñ÷åòå ãàçîâîé äèíà-ìèêè â óðàâíåíèÿõ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (19) è (24) â âèäåEn+�j�1=2 �Enj�1=2�� = �pnj�1=2un+�j � un+�j�1�mj�1=2 + _En+1=2j�1=2 ; (29)En+1j�1=2 �Enj�1=2� = �pn+�j�1=2un+(1=2)j � un+(1=2)j�1�mj�1=2 + _En+1=2j�1=2 : (30)Ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê çàïèøåì â âèäå ñëåäóþùåéöåïî÷êè ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè:[(27); (28)] �! [(16)�(18)] �! (29) �! [(20)�(23)] �! (30) �! (25): (31)� 7 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÄëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðåæäå âñåãî, èç ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (31), ÷àñòüêîòîðûõ íåëèíåéíàÿ, íàäî ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ.Ïðè ýòîé ëèíåàðèçàöèè ñðàçó âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè (6) è ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâåâñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí èç (6). Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ìàññû âñåõ ÿ÷ååê ñåòêè è óçëîâñåòêè îäèíàêîâûå: �mj = �mj�1=2 = �m; 8j: (32)Òîãäà èç ôîðìóë öåïî÷êè âû÷èñëåíèé (31) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ:Æ _En+1=2j�1=2 = ÆÊn+1j�1=2 � ÆEnj�1=2� = ��m2 �ÆT̂ n+1j+1=2 � 2ÆT̂ n+1j�1=2 + ÆT̂ n+1j�3=2� ; (33)ÆÊn+1j�1=2 = E�Æ�nj�1=2 +ET ÆT̂ n+1j�1=2; (34)Æun+�j � Æunj�� = �Æpnj+1=2 � Æpnj�1=2�m ; (35)ÆXn+�j � ÆXnj�� = Æun+�j ; (36)Æ�n+�j�1=2 = ÆXn+�j � ÆXn+�j�1�m ; (37)ÆEn+�j�1=2 � ÆEnj�1=2�� = �pÆun+�j � Æun+�j�1�m + Æ _En+1=2j�1=2 ; (38)Æpn+�j�1=2 = P�Æ�n+�j�1=2 + PEÆEn+�j�1=2; (39)Æun+1j � Æunj� = �Æpn+�j+1=2 � Æpn+�j�1=2�m ; (40)ÆXn+1j � ÆXnj� = Æun+(1=2)j = Æunj + Æun+1j2 ; (41)Æ�n+1j�1=2 = ÆXn+1j � ÆXn+1j�1�m ; (42)ÆEn+1j�1=2 � ÆEnj�1=2� = �pÆun+(1=2)j � Æun+(1=2)j�1�m + Æ _En+1=2j�1=2 ; (43)Æpn+1j�1=2 = P�Æ�n+1j�1=2 + PEÆEn+1j�1=2; (44)ÆEn+1j�1=2 = E�Æ�n+1j�1=2 +ET ÆT n+1j�1=2: (45)Èùåì ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (33)�(45) â âèäå ãàðìîíèê ÔóðüåÆfn+kj = Æf �tn+k;mj� = Æfn+ke�i�j�m; k = 0; �; 1; Æfn+1 = �Æfn;Ægn+kj�1=2 = Æg �tn+k;mj�1=2� = Ægn+ke�i�(j�1=2)�m; k = 0; �; 1; Ægn+1 = �Ægn: (46)Çäåñü � åñòü ñîáñòâåííîå (êîìïëåêñíîå) çíà÷åíèå îïåðàòîðà ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû (33)�(45),à âåùåñòâåííîå âîëíîâîå ÷èñëî � � ëþáîå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ0 < � = ��m � �: (47)Ïîäñòàâëÿåì ðåøåíèÿ (46) â ñèñòåìó (33)�(45). Çàòåì èñêëþ÷àåì àìïëèòóäû ìàëûõ âîçìóùåíèéïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí Æfn+� è Ægn+� , ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷àåì àìïëèòóäû ìàëûõ âîçìóùåíèé äàâ-ëåíèé, âíóòðåííèõ ýíåðãèé, óäåëüíûõ îáúåìîâ è âñïîìîãàòåëüíîé òåìïåðàòóðû ÆT̂ n+1. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé êîîðäèíàò, ñêî-ðîñòè è òåìïåðàòóðû (ñîîòâåòñòâóþùèå äëèííûå âûêëàäêè îïóñêàåì). Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü� 8 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :ýòîé ñèñòåìû íóëþ (÷òîáû îíà èìåëà íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå), ïîëó÷àåì êóáè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè-÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �b3�3 + b2�2 + b1�+ b0 = 0; (48)âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò âèäb3 = 1 > 0; (49)b2 = �3 + �K+ 4��2Ss2�+ 2h�1� 4�2�2Ss2�� �K �1� "2T �i�2Ss2; (50)b1 = 3� 2K� 4� (2�K)�2Ss2 + 2K"2T �1� 4�2�2Ss2��2Ss2; (51)b0 = � (1�K)n1� 2h(2� � 1) + 4�2�2Ss2i�2Ss2o� 2K �1� � � 4�2�2Ss2� �1� "2T ��2Ss2: (52)Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ (ñì. òàêæå (6) è (47))�S = ��cS�m ; �T = ��cT�m ; �K = ��ET�m2 ; 0 < K = 4s2�K1 + 4s2�K < 1; 0 < s = sin �2 � 1; (53)ãäå âåëè÷èíû �S , �T è �K íàçûâàåì èçýíòðîïè÷åñêèì, èçîòåðìè÷åñêèì è òåïëîâûì ÷èñëàìè Êó-ðàíòà ñîîòâåòñòâåííî. Ñ÷èòàåì, ÷òî s > 0 (ïðè s = 0 èìååì �1 = �2 = 1; �3 = 1�K):Òåîðåìà 1. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (33)�(45) ýêâèâàëåíòíàóñòîé÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (48)�(52) äëÿ âñåõ s 2 (0; 1].Ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûìè îãðàíè÷åíèÿ (ñì. (6), (26) è (53))�S > 0; 0 < "T < 1; 0 < s � 1; 2� � 1; 0 � K < 1: (54)1. ×òîáû ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áûëà íåñòðîãî óñòîé÷èâîé, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà2��S = 2���cS�m � 1: (55)2. Îáðàòíî, ñòðîãîå íåðàâåíñòâî 2��S = 2���cS�m < 1 (56)äîñòàòî÷íî äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (33)�(45).Íåîáõîäèìîå (55) è äîñòàòî÷íîå (56) óñëîâèÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèéèçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà cT è êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè �. Óñëîâèå íåñòðîãîé óñòîé-÷èâîñòè ñõåìû (33)�(45) íå çàâèñèò îò òîãî, ó÷èòûâàåòñÿ èëè íåò òåïëîïðîâîäíîñòü, è äîïóñòèìûéøàã ïî âðåìåíè íå óäàåòñÿ óâåëè÷èòü ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì èçýíòðîïè÷åñêèì óñëîâèåì Êóðàíòà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Â óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè êîðíåé êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà(ëåììû 4 è 5 èç Ïðèëîæåíèÿ) âìåñòî ñàìèõ êîýôôèöèåíòîâ (49)�(52) êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (48)ôèãóðèðóþò èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèèa3 = b3 � b2 + b1 � b0 = 4 (2�K) �1� 2��2Ss2� ; (57)a0 = b3 + b2 + b1 + b0 = 4K �1� 4�2�2Ss2��2Ss2"2T ; (58)a2 = 3b3 � b2 � b1 + 3b0 = 4 �K+ 4� (1�K)�2Ss2 � (2�K) �1� 4�2�2Ss2��2Ss2�++ 4K �(2� � 1) + 4�2�2Ss2� �1� "2T ��2Ss2 > 0; (59)a1 = 3b3 + b2 � b1 � 3b0 = 8 ��K"2T + �1�K"2T � �1� 4�2�2Ss2���2Ss2: (60)� 9 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÈç (59) ñ ó÷åòîì (54) ïîëó÷àåìa2jK=0 = 8 �(2� � 1) + 4�2�2Ss2��2Ss2 > 0;a2jK=1 = 4"16�2 � 116�2 +�2��2Ss2 � 14��2#+ 4 �(2� � 1) + 4�2�2Ss2� �1� "2T ��2Ss2 > 16�2 � 14�2 > 0:Ëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò K ôóíêöèÿ a2(K) ïîëîæèòåëüíà ïðè K = 0 è K = 1. Ïîýòîìó a2(K) ïîëîæè-òåëüíà ïðè âñåõ 0 � K � 1.Â ñëó÷àå K = 0 óðàâíåíèå (48) ïðèíèìàåò âèä(�� 1)n(�� 1)2 + 2 �2� (�� 1) + (�+ 1) �1� 4�2�2Ss2���2Ss2o = 0:Êîðåíü � = 1 ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ê îñòàâøåìóñÿ óðàâíåíèþ (�� 1)2++2 �2� (�� 1) + (�+ 1) �1� 4�2�2Ss2���2Ss2 = 0 ïðèìåíèì ëåììó 2 èç Ïðèëîæåíèÿ è ïîëó÷èì íåîá-õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó íåðàâåíñòâó4�2�2Ss2 � 1, 8s 2 (0; 1], ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (55).Ïîýòîìó äàëüøå ðàññìîòðèì ñëó÷àé 0 < K < 1.Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ëåììû 4 èç Ïðèëîæåíèÿ íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (55) äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷è-âîñòè. Òðåáîâàíèå (Ï3) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (57) ïðèíèìàåò âèä 2��2Ss2 6= 1. Ñ÷èòàåì åãî âûïîëíåí-íûì. Òàê êàê a2 > 0 (ñì. (59)), óñëîâèå (Ï5) ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó a3 � 0. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì (57) è(58) èç (Ï5) è (Ï6) ïîëó÷àåì äâà óñëîâèÿ: 1�2��2Ss2 > 0 è �1� 2��2Ss2� �1� 4�2�2Ss2� � 0, êîòîðûåâìåñòå äàþò óñëîâèå 1 � 4�2�2Ss2 � 0, ýêâèâàëåíòíîå (55). Â ñëó÷àå 2��2Ss2 = 1 óñëîâèÿ (Ï9) èçâòîðîé ÷àñòè ëåììû 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (49)�(51) è èñêëþ÷åíèÿ s ïðèíèìàþòâèä, íå ïðîòèâîðå÷àùèé (55).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû 1 ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (Ï10)�(Ï12) èç ëåììû 5(ñì. Ïðèëîæåíèå), ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò íåñòðîãóþ óñòîé÷èâîñòü. Òàê êàê a2 > 0(ñì. (59)), èç (Ï10) ïîëó÷àåì a3 > 0, çàòåì èç (Ï11) ïîëó÷àåì a0 > 0. Óñëîâèÿ a3 > 0 è a0 > 0 ïîñëåïîäñòàíîâêè (57), (58) è ó÷åòà (54) ïðèíèìàþò âèä 2��2Ss2 < 1 è 4�2�2Ss2 < 1 äëÿ 8s : 0 < s � 1, îíèýêâèâàëåíòíû (56).Îñòàëîñü äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü (Ï12) èç ëåììû 5 ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (56) è ïðåäïîëî-æåíèé (54) äëÿ K 6= 0. Âûðàæåíèå (Ï12) ïîñëå ïîäñòàíîâêè (57)�(60) è ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò(ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé) âèäfa (X;Y;Z) = �24�2Ss2 (a1a2 � a0a3) = B0 (Y;Z) +XB1 (Y;Z) +X2B2 (Y;Z) +X3B3 (Y;Z) ; (61)ãäå ìíîãî÷ëåíû ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îò äâóõ ïåðåìåííûõ Y è Z èìåþò âèäB0 (Y;Z) = (a+ 1)2 [aZ + (2� Y Z)] Y Z;B1 (Y;Z) = (a+ 1) �4 + 2aZ � (4a+ 10)Y Z + Y Z2 + (a+ 4)Y 2Z2� ;B2 (Y;Z) = �4 (a+ 2) + 2 (a+ 1)Z + 6 (a+ 2)Y Z � (a+ 1)Y Z2 � (3a+ 5)Y 2Z2;B3 (Y;Z) = 2 (1� Y Z) (2� Y Z) (62)è èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿX = 1� 4�2�2Ss2; 0 < X < 1; Y = "2T ; 0 < Y < 1; Z = K; 0 < Z < 1; 2� = a+ 1; a � 0: (63)Ôàêòè÷åñêè íàäî ïðîâåðèòü ïîëîæèòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà (61) ñåäüìîé ñòåïåíè îò òðåõ àðãó-ìåíòîâ X, Y , Z ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà (óñëîâèå (56) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ X > 0,� 10 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :îñòàëüíûå óñëîâèÿ (63) ñëåäóþò ïðè K 6= 0 èç îãðàíè÷åíèé (54)). Ïîëîæèòåëüíîñòü (61) ëåãêî ïðî-âåðÿåòñÿ ñòðîãî âíóòðè ãðàíåé X = 0, X = 1, Y = 0 è Z = 0, à òàêæå â áëèæàéøåé îêðåñòíîñòèãðàíè X = 0 (ïðè 0 < X � 1), ãäå ñïðàâåäëèâà îöåíêàfa (X;Y;Z) � 4 (a+ 1)X +O �X2� = 8�X +O �X2� > 0; 0 < X � 1; 0 � Y � 1; 0 � Z � 1:Ïðîâåðêà ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè fa (X;Y;Z) âî âñåõ òî÷êàõ âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáàîñóùåñòâëåíà ÷èñëåííî (âñå âû÷èñëåíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàììORIGIN 6.1 [15]). Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íà åäèíè÷íîì îòðåçêå äàò÷èêà ñëó-÷àéíûõ ÷èñåë âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êóáà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî áûëà çàïîëíåíà òî÷êàìè ñîáùèì ÷èñëîì 4 � 105. Åùå ïî 105 òî÷åê áûëî ðàçìåùåíî â îêðåñòíîñòÿõ (â ñëîÿõ òîëùèíîé 10�2)êàæäîé èç øåñòè ãðàíåé åäèíè÷íîãî êóáà ñî ñãóùåíèåì ê ãðàíèöàì êóáà. Â èòîãå áûëî âçÿòî 106òî÷åê ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà. Â êàæäîé òàêîé òî÷êå ïî ôîðìóëàì (61), (62) âû÷èñëåíîçíà÷åíèå ôóíêöèè fa (X;Y;Z). Òàêèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ çíà÷åíèé � èç îòðåçêà 0;5 � � � 1ñ øàãîì ïî �, ðàâíûì 0,05, è äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé � > 1, âïëîòü äî çíà÷åíèÿ � = 100. Âñå âû÷èñëåí-íûå òàêèì ñïîñîáîì òî÷êè îòîáðàæàþòñÿ ãðàôè÷åñêè íà ïëîñêîñòè (X; fa). Ïðèìåð òàêîãî ãðàôèêàäàí íà ðèñ. 2.Âñå òî÷êè ôóíêöèè fa (X;Y;Z), èñïîëüçîâàííûå â ñ÷åòå, äëÿ âñåõ îïðîáîâàííûõ çíà÷åíèé � � 0;5ëåæàò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþò ñòðîãóþ ïîëîæè-òåëüíîñòü ôóíêöèè fa (X;Y;Z) âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ðèñ. 2. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fa(X;Y; Z) èç (61) ïðè � = 0;7Äâóõýòàïíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ïðÿìûì ó÷åòîì òåïëîïðîâîäíîñòèâ óðàâíåíèÿõ äëÿ ýíåðãèèÏîñëå òåîðåìû 1 åñòåñòâåííî âîçíèêàåò æåëàíèå ðàññìîòðåòü áîëåå òðàäèöèîííûå ñïîñîáû ó÷åòàíåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷òî â äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ðàçíîñòíîé ñõåìå (16)�(25) ìîæíîñäåëàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè.Ðàññìîòðèì ñõåìó ñ ïðÿìûì ó÷åòîì íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â äâóõ óðàâíåíèÿõ äëÿ âíóòðåííåéýíåðãèè. Äëÿ ýòîãî ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (19) è (24) çàìåíÿåì ñëåäóþùèìè:En+�j�1=2�Enj�1=2�� =�pnj�1=2un+�j �un+�j�1�mj�1=2 + ��mj�1=2  �j T n+�j+1=2�T n+�j�1=2�mj � �j�1T n+�j�1=2� T n+�j�3=2�mj�1 !; � � 0; (64)� 11 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîEn+�j�1=2 = E ��n+�j�1=2; T n+�j�1=2� ; (65)En+1j�1=2�Enj�1=2� =�pn+�j�1=2un+(1=2)j �un+(1=2)j�1�mj�1=2 + 1�mj�1=2 �j T n+1j+1=2�T n+1j�1=2�mj ��j�1T n+1j�1=2 � T n+1j�3=2�mj�1 !; (66)En+1j�1=2 = E ��n+1j�1=2; T n+1j�1=2� : (67)Ââîäèòü â äèôôóçèîííûé ÷ëåí óðàâíåíèÿ (66) ìíîæèòåëü, îòëè÷íûé îò åäèíèöû (äëÿ óâåëè÷åíèÿîáùíîñòè), íåëüçÿ, òàê êàê ýòî íàðóøèò àïïðîêñèìàöèþ.Áóäåì íàçûâàòü ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äâóõýòàï-íîé ñõåìîé ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ â äâóõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè, èëè êîðî÷å, ñõåìîé ñ òåïëîïðîâîä-íîñòüþ â äâóõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè. Çàïèøåì åå â âèäå öåïî÷êè íîìåðîâ ôîðìóë, èñïîëüçóåìûõ íàîäíîì øàãå ïî âðåìåíè:[(16)�(18)] �! [(64); (65)] �! [(20)�(23)] �! [(66); (67)] �! (25): (68)Ïðè ëèíåàðèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (68) äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ âîñïîëüçóåìñÿïðåäïîëîæåíèåì (32), îáîçíà÷åíèÿìè (6) è ïðåäïîëîæåíèåì î ïîñòîÿíñòâå âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõâåëè÷èí èç (6). Òîãäà èç (64)�(67) ïîëó÷èì ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé:ÆEn+�j�1=2 � ÆEnj�1=2�� = �pÆun+�j � Æun+�j�1�m + ���m2 �ÆT n+�j+1=2 � 2ÆT n+�j�1=2 + ÆT n+�j�3=2� ; (69)ÆEn+�j�1=2 = E�Æ�n+�j�1=2 +ET ÆT n+�j�1=2; (70)ÆEn+1j�1=2 � ÆEnj�1=2� = �pÆun+(1=2)j � Æun+(1=2)j�1�m + ��m2 �ÆT n+1j+1=2 � 2ÆT n+1j�1=2 + ÆT n+1j�3=2� ; (71)ÆEn+1j�1=2 = E�Æ�n+1j�1=2 +ET ÆT n+1j�1=2: (72)Â ðåçóëüòàòå èç (68) ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñîñòîÿíèÿïîêîÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé íîìåðîâ ôîðìóë:[(35)�(37)] �! [(69); (70)] �! [(39)�(42)] �! [(71); (72)] �! (44): (73)Èùåì ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (73) â âèäå ãàðìîíèê Ôóðüå (46). Ïîñëå èñêëþ÷å-íèÿ àìïëèòóä ìàëûõ âîçìóùåíèé ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí è ïîñëåäóþùåãî èñêëþ÷åíèÿ àìïëèòóäìàëûõ âîçìóùåíèé äàâëåíèé, âíóòðåííèõ ýíåðãèé è óäåëüíûõ îáúåìîâ ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ îä-íîðîäíàÿ ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä âîçìóùåíèé êîîðäèíàò, ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû.Ïðèðàâíÿâ íóëþ åå îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé � b3�3 + b2�2 + b1�+ b0 = 0; b3 > 0; (74)âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èìåþò âèäb3 = 1 + 4�Ks2 > 0; (75)b2 = �1� 2 �1�2��2��s2� �1+4�Ks2�+2 �1�4�2�2��s2� �4�2T s2�Ks2+�2Ss2��2K�� ��2S��2T � s2; (76)b1 = 1 + 2 �1� 4��2��s2�+ 4 ��1� 4��2��s2�+ 2 �1� 4�2�2��s2��2T s2��Ks2; (77)b0 = � �1� 4��2��s2�� 2 �1� 4�2�2��s2��2Ss2 + 2K�� ��2Ss2 � �2T s2� ; (78)0 � K�� = 4��s2�K1 + 4��s2�K < 1; �2�� = K���2T + (1�K��)�2S : (79)Ñëó÷àé s = 0, êîãäà (74) ïðèíèìàåò âèä (�� 1)3 = 0, ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Íå áóäåì òàêæåðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè �K = 0, êîãäà ñõåìà (73) ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé(33)�(45) ñ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè (55). � 12 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :Ñðàçó ïðèâåäåì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîýôôèöèåíòîâ (75)�(78) óðàâíåíèÿ (74), êîòîðûå ôèãó-ðèðóþò â ôîðìóëèðîâêàõ óñëîâèé íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè â ëåììàõ 4 è 5 (ñì. Ïðèëîæåíèå):a3 = b3 � b2 + b1 � b0 = 8 �1� 2��2��s2� �1 + 2�Ks2� ; (80)a0 = b3 + b2 + b1 + b0 = 16 �1� 4�2�2��s2��2T s2�Ks2; (81)a2 = 3b3 � b2 � b1 + 3b0 == 8 �2�Ks2 + 2��2��s2 � �1� 4�2�2��s2� �2�2T s2�Ks2 + �2Ss2�+K�� ��2Ss2 � �2T s2�� > 0; (82)a1 = 3b3 + b2 � b1 � 3b0 = 8 �4��2��s2�Ks2 + �1� 4�2�2��s2��2Ss2 �K�� ��2Ss2 � �2T s2�� : (83)Ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü (82) ñëåäóåò èç (26), (6) è (79).Â ñëó÷àå îäíîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé óïðî-ùåííûé àíàëîã òåîðåìû 1.Òåîðåìà 2. Íåñòðîãàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (73) ýêâèâà-ëåíòíà íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (74) ñ êîýô-ôèöèåíòàìè (75)�(78) äëÿ âñåõ s 2 (0; 1]. Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6), (26) è (53).Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåÿâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî â îäíîì óðàâíåíèè äëÿ âíóò-ðåííåé ýíåðãèè íà âòîðîì ýòàïå: � = 0: (84)Òîãäà äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (73) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà2��S = 2���cS�m � 1: (85)Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè (85) ïðè îäíîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè íåÿâíîéòåïëîïðîâîäíîñòè (84) íå çàâèñèò îò èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà cT è îò çíà÷åíèÿ òåïëîâîãî÷èñëà Êóðàíòà �K.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Èç (84) è (79) ñëåäóåò, ÷òî K�� = 0 è �2�� = �2S . Ýòî ñèëüíîóïðîùàåò ôîðìóëû (80)�(83). Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìîñòü èçýíòðîïè÷åñêîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà (85)ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì óñëîâèé (Ï5) è (Ï6) ëåììû 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå). Äåòàëè îïóñòèì,îíè ïî÷òè äîñëîâíî ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 1.Òåîðåìà 3. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (73) ýêâèâàëåíòíà óñòîé-÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (74) ñ êîýôôèöèåíòàìè (75)�(78) äëÿâñåõ s 2 (0; 1]. Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (6), (26) è (53). Íåÿâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ó÷è-òûâàåòñÿ â îáîèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, íî0 < � � 1: (86)1. Äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (73) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà2� ���ms4���Kc2T + c2S1 + 4���K � 1: (87)2. Îáðàòíî, ñòðîãîå íåðàâåíñòâî 2� ���ms4���Kc2T + c2S1 + 4���K < 1 (88)äîñòàòî÷íî äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (73).� 13 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÄ î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê a2 > 0 (ñì. (82)), òî ïðè a3 6= 0 (èëè 2��2��s2 6= 1, ñì. (80))íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (Ï5) è (Ï6) íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè èç ëåììû 4 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ñâîäÿòñÿê íåðàâåíñòâàì a3 � 0 è a0 � 0. Ýòè äâà íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (80) è (81) è ïðåäïîëîæåíèÿ 2� � 1ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó: 4�2�2��s2 � 1; 8s 2 (0; 1] : (89)Â ñëó÷àå 2��2��s2 = 1 (a3 = 0) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâà (Ï9) èç âòîðîé ÷àñòè ëåììû 4ïîñëå ïîäñòàíîâêè (75)�(77) íå èçìåíÿþò óñëîâèÿ (89). Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷àåì, ÷òîäâà íåðàâåíñòâà (Ï10) è (Ï11) èç ëåììû 5 (ñì. Ïðèëîæåíèå) ïðè a2 > 0 è 2� � 1 ýêâèâàëåíòíûñòðîãîìó àíàëîãó óñëîâèÿ (89). (89) ýêâèâàëåíòíî (87), à ñòðîãèé àíàëîã (89) ýêâèâàëåíòåí (88),òàê êàê ìàêñèìóì �2��s2 äîñòèãàåòñÿ ïðè s = 1:�2��s2 = � �2T4���K �4���Ks2 + 1�� �2S � �2T4���K 14���Ks2 + 1�+ �2S � 2�2T4���K :Äëÿ ïðîâåðêè (Ï12) èç ëåììû 5 ïðè âûïîëíåíèè (88) áóäåì ÷èñëåííî ïðîâåðÿòü ïîëîæèòåëüíîñòüçíà÷åíèé ôóíêöèè èç óñëîâèÿ (Ï12)f� (X;Y;Z;W ) = a1a2 � a0a3 = 8 �4��2��s2�Ks2 + �1� 4�2�2��s2��2Ss2 �K�� ��2Ss2 � �2T s2���� 8 �2�Ks2 + 2��2��s2 � �1� 4�2�2��s2� �2�2T s2�Ks2 + �2Ss2�+K�� ��2Ss2 � �2T s2���� 128 �1� 4�2�2��s2� �1� 2��2��s2� �1 + 2�Ks2��2T s2�Ks2: (90)Ôóíêöèÿ (90) çàâèñèò îò âåëè÷èí �, �Ks2, �2T s2, �2��s2, �2Ss2, K��, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåí-ñòâàì (ñì. (6), (79), (86) è ñòðîãèé àíàëîã (89))0 < � � 1; �Ks2 > 0; 0 < �2T s2 < �2��s2 < �2Ss2; 0 < 1� 4�2�2��s2 < 1; 0 < K�� < 1:Ýòè øåñòü âåëè÷èí ïîä÷èíåíû äâóì óðàâíåíèÿì (79). Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ âçÿòû ñëåäóþùèå÷åòûðå âåëè÷èíû, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèå åäèíè÷íûé ÷åòûðåõìåðíûé êóá:0 < X = 1� 4�2�2��s2 < 1; 0 < Y = �2T s2�2��s2 < 1; 0 < Z = K�� < 1; 0 < W = � � 1: (91)Ïðîâåðêà ñòðîãîé ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ) âî âñåõ òî÷êàõ âíóòðè ÷åòûðåõìåð-íîãî åäèíè÷íîãî êóáà îñóùåñòâëåíà ÷èñëåííî (âû÷èñëåíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþïàêåòà ïðîãðàìì ORIGIN 6.1 [15]). Ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî íà åäèíè÷íîì îòðåç-êå äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âíóòðåííîñòü ÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíîðàâíîìåðíî áûëà çàïîëíåíà òî÷êàìè ñ îáùèì ÷èñëîì 2 � 105. Åùå ïî 105 òî÷åê áûëî ðàçìåùåíîâ îêðåñòíîñòÿõ (â ñëîÿõ òîëùèíîé 10�2) êàæäîé èç âîñüìè ãðàíåé (òðåõìåðíûõ êóáèêîâ X = 0,X = 1, Y = 0, Y = 1, Z = 0, Z = 1, W = 0, W = 1) åäèíè÷íîãî êóáà ñî ñãóùåíèåì ê ãðàíèöàì÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà. Â èòîãå âçÿòî 106 òî÷åê ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êóáà. Äëÿêàæäîé òàêîé òî÷êè ïî ôîðìóëàì (90), (91) âû÷èñëåíî çíà÷åíèå ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ), ïðè÷åìäâàæäû. Âòîðîé ðàç â îïèñàííîì íàáîðå òî÷åê âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W )jW=1,÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü íàäåæíîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ � = 1.Òàêèå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû äëÿ çíà÷åíèé � èç îòðåçêà 0;5 � � � 1 ñ øàãîì ïî �, ðàâ-íûì 0,05, è äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé � > 1, âïëîòü äî çíà÷åíèÿ � = 100. Âñå âû÷èñëåííûå òàêèì ñïîñîáîìòî÷êè îòîáðàæàþòñÿ ãðàôè÷åñêè íà ïëîñêîñòè (X; f�). Ïðèìåð òàêîãî ãðàôèêà ïîêàçàí íà ðèñ. 3.Àáñîëþòíî âñå òî÷êè ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ), èñïîëüçîâàííûå â ñ÷åòå, äëÿ âñåõ îïðîáîâàííûõçíà÷åíèé � � 0;5 ëåæàò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñòðîãóþ ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè f� (X;Y;Z;W ) êàê âíóòðè ÷åòûðåõìåðíîãî åäèíè÷íîãî êóáà,òàê è íà åãî òðåõìåðíîé ãðàíè W = � = 1. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.� 14 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :

Ðèñ. 3. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f� (X;Y; Z;W ) èç (90), (91) ïðè � = 0;7Ñëåäñòâèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3 íàèáîëüøèé øàã ïî âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùèéíåñòðîãóþ óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû (73), ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïàðàìåòð � (êîýôôèöèåíò ó÷å-òà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â óðàâíåíèè ýíåðãèè ïåðâîãî ýòàïà (69) èëè (64)) â óñëîâèÿõ (87) è(88) âçÿòü ðàâíûì � = 1:Òîãäà øàã ïî âðåìåíè, äîñòàòî÷íûé äëÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû, îïðåäåëÿåòñÿíåðàâåíñòâîì 2���cðàçí�m < 1; cðàçí =s4��Kc2T + c2S4��K + 1 : (92)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ìàêñèìèçàöèè � íàäî ìèíèìèçèðîâàòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå (88)4���Kc2T + c2S1 + 4���K = c2T+ c2S � c2T1 + 4���K , à äëÿ ýòîãî íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü 1+4���K. Îòñþäà ñ ó÷åòîì (86)ïîëó÷àåì íàèëó÷øåå çíà÷åíèå � = 1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.Âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûïîëíåííûì äëÿ ïðîâåðêè ïîëîæèòåëüíîñòè (90), (91), áûëè ïðîâå-äåíû äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé � > 1. Ïðè ýòîì âáëèçè ãðàíè X = 0 íàðóøàëîñü óñëîâèå (Ï12) ëåììû 5(ñì. Ïðèëîæåíèå). Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ïðè � > 1 äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè íàäî óìåíüøàòüïðàâóþ ÷àñòü â íåðàâåíñòâàõ (87) è (88), ÷òî â öåëîì ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äîïóñòèìîãî øàãà ïîâðåìåíè. Ïîýòîìó âàðèàíò � = 1 äàåò íàèëó÷øèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (92).Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçíîñòíîé ñêîðîñòè çâóêà èç (92) ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ (8) äèñïåðñèîííîãî óðàâ-íåíèÿ (7) âîçüìåì � èç èçýíòðîïè÷åñêîãî óñëîâèÿ Êóðàíòà 2���cS�m = 1 è ââåäåì îòíîñèòåëüíîåòåïëîâîå ÷èñëî Êóðàíòà k ôîðìóëîé �K = �Q�m2 = k2�� . Òîãäà èç (92) èìååì "ðàçí = cðàçícS ==r2k"2T + �2k + � . Â (7) âîçüìåì äëèíó âîëíû, ðàâíóþ äâóì ÿ÷åéêàì ñåòêè � = ��m = kaSQ .Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ ðàçíîñòíûõ ñêîðîñòåé çâóêà "ðàçí è îòíîñèòåëü-íûõ ôàçîâûõ ñêîðîñòåé " (k) = a (k) =aS äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé "T = aT =aS , ãäå ôàçîâûå ñêîðîñòèïîëó÷åíû ðåøåíèåì (7). Ðàçíîñòíàÿ ñêîðîñòü çâóêà ñ ðîñòîì òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà ïðèáëèæàåò-ñÿ ñâåðõó ê èçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà. Íàäåæíàÿ 10%-íàÿ áëèçîñòü äîñòèãàåòñÿ äëÿ çíà÷åíèéòåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà ïîðÿäêà ñîòíè. � 15 �
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Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå çàâèñèìîñòåé îò îòíîñèòåëüíîãî òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà k îòíîñèòåëüíîé ôàçîâîé ñêî-ðîñòè " ( ) è îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòíîé ñêîðîñòè çâóêà "ðàçí ( ) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé "T = cT =cS :1 � "T = 0;15; 2 � "T = 0;35; 3 � "T = 0;7 Çàêëþ÷åíèåÏîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äâóõýòàïíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè âïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà çàâèñÿò îò ñïîñîáà ó÷åòà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñïîñîáîâóñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òèïà Êóðàíòà çàâèñÿò òîëüêî îò èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà è íå çàâèñÿòîò íàëè÷èÿ íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè.Òîëüêî â ñëó÷àå äâóêðàòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè íà îäíîì øàãå ïî âðå-ìåíè (â äâóõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ ýíåðãèè) ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåïðåðûâíûé ïåðåõîä îò èçýíòðîïè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà ê èçîòåðìè÷åñêîéïðè óâåëè÷åíèè òåïëîâîãî ÷èñëà Êóðàíòà, ÷òî óâåëè÷èâàåò äîïóñòèìûé øàã ïî âðåìåíè ïðè îòëè÷èèèçîòåðìè÷åñêîé ñêîðîñòè çâóêà îò èçýíòðîïè÷åñêîé.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èçó÷èòü âëèÿíèå ðàçíûõ ñïîñîáîâ ó÷åòà íåÿâíîé òåïëîïðîâîäíîñòèíà óñòîé÷èâîñòü äðóãèõ ÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ñ÷åòà ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.Ïðèëîæåíèå. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñî ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîìèññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòèÏðèâåäåì çäåñü ñ òî÷íûìè ôîðìóëèðîâêàìè íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà (âîç-ìîæíî, èçâåñòíûõ), èñïîëüçîâàííûõ â äàííîé ðàáîòå.Îïðåäåëåíèå 1. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ �-óñòîé÷èâîé ñ íåêîòîðîé âåùåñòâåííîé ïî-ëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé � > 0, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � åå îïåðàòîðà ïåðåõîäà óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ j�j < �. Òîãäà ãîâîðèì, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðàïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ �-óñòîé÷èâîñòè. Ïðè � = 1 �-óñòîé÷èâàÿñõåìà íàçûâàåòñÿ ñòðîãî óñòîé÷èâîé.Â ïðàêòèêå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ïîíÿòèå ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè íå òðåáóåòñÿ. Äëÿëèíåéíûõ ìîäåëåé (óðàâíåíèé ëèíåéíîé àêóñòèêè) âîçìóùåíèÿ íå çàòóõàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïî-íÿòèþ ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ íåñòðîãî óñòîé÷èâîé, åñëè âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ � åå îïåðàòîðà ïåðåõîäà íå ïðåâûøàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå åäèíèöû: j�j � 1. Â� 16 �



Âëèÿíèå ñïîñîáà ó÷åòà òåïëîïðîâîäíîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà äâóõýòàïíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé: : :ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà ïåðåõîäà ðàç-íîñòíîé ñõåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.Êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà [10] íå äàåò óñëîâèé íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè. Íî ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíîïîëó÷èòü óñëîâèÿ �-óñòîé÷èâîñòè äëÿ � = 1+" ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ " è çàòåìñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä "! +0 (òàêîãî ðîäà ïðèìåð ïðèâåäåí â [16]). Îòìåòèì, ÷òî èìåþòñÿïðèìåðû, êîãäà ïðîñòàÿ çàìåíà â óñëîâèÿõ ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ íåñòðîãèìèäàåò íåïðàâèëüíûå óñëîâèÿ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè.Ëåììà 2. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå a�2 + 2b� + c = 0 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b èc è ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì a > 0 èìååò êîðíè � òîëüêî â çàìêíóòîéåäèíè÷íîé îêðóæíîñòè j�j � 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè íåñòðîãèõíåðàâåíñòâà: a�c � 0; a +2b+c � 0; a�2b+c � 0: (Ï1)Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó àíàëèçó ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõêîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Óñëîâèå ñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè |�j < 1 â âèäå ñòðîãèõ àíàëîãîâíåðàâåíñòâ (Ï1) äàíî â [17].Ïåðåéäåì ê íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïåíè ñ âå-ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ íóæíû óñëîâèÿ �-óñòîé÷èâîñòè.Ëåììà 3. Ïóñòü âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿb3�3+b2�2+b1�+b0 = 0 (Ï2)óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a3 = b3�b2+b1�b0 6= 0: (Ï3)Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî "0 è ëþáîãî � = 1 + ", j"j � "0, óðàâ-íåíèå (Ï2) èìååò âñå êîðíè � ñòðîãî âíóòðè îêðóæíîñòè j�j < � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè íåðàâåíñòâà:�b3�3 � b2�2 + b1�� b0� �3b3�3 � b2�2 � b1�+ 3b0� > 0;�b3�3 � b2�2 + b1�� b0� �b3�3 + b2�2 + b1�+ b0� > 0; (Ï4)b3�4 �b3�2 � b1�� b0 �b0 � b2�2� > 0:Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñëå çàìåíû � = �1 + x1� x (îòîáðàæåíèå ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè âíóòðüêðóãà) ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ x (èç (Ï3) ñëåäóåò, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãîóðàâíåíèÿ íåíóëåâîé), ïðèìåíèâ ê êîòîðîìó êðèòåðèé Ðàóñà�Ãóðâèöà [10], ïîëó÷èì íåîáõîäèìûåè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �-óñòîé÷èâîñòè â âèäå íàáîðà (Ï4).Ëåììà 4. 1. Ïóñòü âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ (Ï3). ×òîáû êîðíè � óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòèj�j � 1, íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå òðåõ íåðàâåíñòâ:a3a2 = (b3 � b2 + b1 � b0) (3b3 � b2 � b1 + 3b0) � 0; (Ï5)a3a0 = (b3 � b2 + b1 � b0) (b3 + b2 + b1 + b0) � 0; (Ï6)a1a2 � a0a3 = 8b3 (b3 � b1)� 8b0 (b0 � b2) � 0: (Ï7)� 17 �



Þ. À. Áîíäàðåíêî2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþa3 = b3 � b2 + b1 � b0 = 0: (Ï8)×òîáû ïðè ýòîì êîðíè � óðàâíåíèÿ (Ï2) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ íåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè j�j � 1,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ íåðàâåíñòâ:b2 � b1 � 0; b3 + b1 � 0; 3b3 � 2b2 + b1 � 0: (Ï9)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòðèöàòåëüíîñòü ëþáîé èç òðåõ âåëè÷èí (Ï5)�(Ï7) íàðóøàåò ñîîòâåò-ñòâóþùåå íåðàâåíñòâî èç íàáîðà (Ï4), ÷òî äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû.Èç (Ï8) ñëåäóåò, ÷òî � = �1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (Ï2). Ïðèìåíèâ ê îñòàâøåìóñÿ êâàäðàò-íîìó óðàâíåíèþ ëåììó 2, ïîëó÷èì óñëîâèÿ (Ï9), ÷òî äîêàçûâàåò âòîðóþ ÷àñòü ëåììû 4.Ëåììà 5. ×òîáû âñå êîðíè � óðàâíåíèÿ b3�3 + b2�2 + b1� + b0 = 0 óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþíåñòðîãîé óñòîé÷èâîñòè j�j � 1, äîñòàòî÷íî îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ òðåõ íåðàâåíñòâ:a3a2 = (b3 � b2 + b1 � b0) (3b3 � b2 � b1 + 3b0) > 0; (Ï10)a3a0 = (b3 � b2 + b1 � b0) (b3 + b2 + b1 + b0) > 0; (Ï11)a1a2 � a0a3 = 8b3 (b3 � b1)� 8b0 (b0 � b2) > 0: (Ï12)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà (Ï10)�(Ï12), òî äëÿ íåêîòîðîãîäîñòàòî÷íîãî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî "0 ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ â íåðàâåíñòâàõ (Ï4) áóäóòñòðîãî ïîëîæèòåëüíû äëÿ ëþáîãî � = 1+ ", 0 < " � "0. Îòñþäà ñ ó÷åòîì ëåììû 3 ïîëó÷àåì j�j � 1,÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.Ëåììà 6. Ìíîãî÷ëåí y = ax2 + bx + c ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè a > 0 è c > 0áóäåò ïðèíèìàòü íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè x > 0 ïîëîæèòåëüíûå (íåîòðèöàòåëüíûå) çíà÷åíèÿòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîb > �2pacèëè ñîîòâåòñòâåííî åãî íåñòðîãèé àíàëîã.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 6 îñíîâàíî íà òîæäåñòâåax2 + bx+ c = �xpa�pc�2 + x �b+ 2pac� :Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñàìàðñêèé À. À., Ïîïîâ Þ. Ï. Ðàçíîñòíûå ñõåìû ãàçîâîé äèíàìèêè. Ì.: Íàóêà, 1975.2. Bondarenko Yu. A., Zmushko V. V., Stenin A. M. Local and nonlocal stability conditions ofdi�erence schemes for calculating gas-dynamics problems in Lagrangian coordinates // NumericalMethods in Fluid Dynamics / Ed. by N. N. Yanenko and Yu. I. Shokin. M.: MIR, 1984. P. 245�264.3. Òåðñòîí Ð. Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â æèäêîñòÿõ è â òâåðäûõ òåëàõ // Ôèçè÷åñêàÿ àêóñòèêà.Ò. 1, ÷. À. Ìåòîäû è ïðèáîðû óëüòðàçâóêîâûõ èññëåäîâàíèé. Ì.: Ìèð, 1966. Ñ. 13�139.4. Èñàêîâè÷ Ì. À. Îáùàÿ àêóñòèêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1973.5. Çåëüäîâè÷ ß. Á., Ðàéçåð Þ. Ï. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ ÿâëåíèé. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963.6. Turkel E. Phase error and stability of second order methods for hyperbolic problems. I // J. Comp.Phys. 1974. Vol. 15, No 2. P. 226�250. � 18 �
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