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ÓÄÊ 519.6ÀËÃÎÐÈÒÌ ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ ÑÅÒÊÈ Ê ÎÁËÀÑÒÈ ÂÐÀÙÅÍÈßÎ. Â. Óøàêîâà(ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ, ÓðÔÓ, ã. Åêàòåðèíáóðã)Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì êîððåêöèè ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ê îá-ëàñòè âðàùåíèÿ, ïîëó÷åííîé ïîâîðîòîì âîêðóã îñè íà 180 Æ ïëîñêîé îáðàçóþùåé êðè-âîé, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ, äóã îêðóæíîñòåé è ýëëèïñîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñåòêè, ãðàíè÷íûå óçëû, îáëàñòè âðàùåíèÿ, ïðîåêöèÿ.ÂâåäåíèåÂ ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãèäðîäèíàìèêè [1], à òàêæå äðóãèõ çà-äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â îáëàñòÿõ âðàùåíèÿ óçëû ñåòêè, ëåæàùèå íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ,ïî ðÿäó ïðè÷èí (îñîáåííîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ è ïîñòðîåíèÿ ñåòîê) ìîãóò "ñõîäèòü" ñ ïî-âåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â [2, 3] ãðàíè÷íûå óçëû â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ãëîáàëüíîéïåðåñòðîéêè ñåòîê äâèãàþòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, "ñîòêàííîé" èç ëèíåé÷àòûõ ÿ÷ååê ãðàíåé íà÷àëüíîéñåòêè. Ïðè ýòîì âñå óçëû ëåæàò áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, ååàïïðîêñèìèðóþùåé, è, çà èñêëþ÷åíèåì ôèêñèðîâàííûõ ëèíèé è óçëîâ, íå ïðèíàäëåæàò åé. Â äðó-ãèõ àëãîðèòìàõ, èñïîëüçóþùèõ èíûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, èëè èç-çà ðÿäàäðóãèõ ïðè÷èí ñåòêà òàêæå ìîæåò íå ïðèíàäëåæàòü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Îäíàêî åñëè ãðàíè÷íûåóçëû ñåòêè ïðèíàäëåæàò èëè äâèãàþòñÿ ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïîâåðõíîñòèâðàùåíèÿ, òî ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîòåðå îáúåìà êàê ãëîáàëüíî (âñåé îáëàñòè â öåëîì), òàê è ëî-êàëüíî (êàêîé-òî ÷àñòè îáúåìà). Êðîìå òîãî, åñëè óçëû ñåòêè ïåðåñòàþò ïðèíàäëåæàòü ïîâåðõíîñòèâðàùåíèÿ, ýòî òàêæå ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ óñëîâèé.Ïîýòîìó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âàæíûì óñëîâèåì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ïðèíàäëåæíîñòüóçëîâ ñåòêè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé óêàçàííîå âûøå òðåáîâàíèå äëÿ ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîéâðàùåíèåì íà 180 Æ ïëîñêîé îáðàçóþùåé êðèâîé, ñîñòîÿùåé èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ, äóã îêðóæíîñòåéè ýëëèïñîâ. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïðîåêöèè ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêèíà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, îáðàçóþùóþ ãðàíèöó îáëàñòè âðàùåíèÿ. Â ðàçä. 1 ïðåäñòàâëåíî îáùååîïèñàíèå àëãîðèòìà, â êîòîðîì âûäåëåíû ÷åòûðå îòäåëüíûõ ýòàïà. Â ðàçä. 2�5 îïèñàí êàæäûé èçýòàïîâ äëÿ ñëó÷àåâ çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàçóþùåé â âèäå îòðåçêà ïðÿìîé, äóãè îêðóæíîñòè è äóãèýëëèïñà. 1. Îáùåå îïèñàíèå àëãîðèòìàÏóñòü ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà xijk = (xijk; yijk; zijk), i = 0; :::; N � 1, j = 0; :::;M � 1, k == 0; :::; L � 1, ãäå N , M , L çàäàþò ÷èñëî óçëîâ ïî êàæäîìó èç êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé, ñòðîèò-ñÿ â îáëàñòè G, ïîëó÷åííîé âðàùåíèåì ïëîñêîé îáðàçóþùåé êðèâîé íà 180 Æ. Ïóñòü îáðàçóþùàÿêðèâàÿ çàäàíà â ïëîñêîñòè (x; z). Â ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñëó÷àÿõ îáðàçóþùàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿçàìêíóòîé êðèâîé, îãðàíè÷èâàþùåé äâóìåðíóþ îáëàñòü, è ìîæåò ñîñòîÿòü èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ,äóã îêðóæíîñòåé è ýëëèïñîâ (ýëåìåíòû îáðàçóþùåé) (êðèâàÿ P1P2P3P4P5P6P7P8P9P10P1 íà ðèñ. 1).� 16 �



Àëãîðèòì êîððåêöèè ñåòêè ê îáëàñòè âðàùåíèÿÏðè ïîâîðîòå âîêðóã îñè z íà óãîë � îíà îáðà-çóåò òåëî âðàùåíèÿ G. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,÷òî G îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî òåëà âðà-ùåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè âðàùåíèè îá-ðàçóþùåé êðèâîé íà 360 Æ. Òåëî G ïîëó÷àåòñÿâðàùåíèåì íà 180 Æ âñåõ òî÷åê äâóìåðíîé îá-ëàñòè, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáðàçóþùåé,âêëþ÷àÿ ñàìó îáðàçóþùóþ, è ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ïîëîâèíó îò êëàññè÷åñêîãî òåëà âðàùåíèÿ,âûðåçàåìóþ ïëîñêîñòüþ y = 0 â çàâèñèìîñòèîò íàïðàâëåíèÿ ïîâîðîòà âîêðóã îñè. Ðèñ. 1. Îáðàçóþùàÿ êðèâàÿÎáëàñòü âðàùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê â âèäå êðèâîëè-íåéíîãî øåñòèãðàííèêà [2, 4, 5]. ß÷åéêè ñåòêè ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òðèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿåäèíè÷íîãî êóáà è íàçûâàþòñÿ ëèíåé÷àòûìè (ñì. [6]) � èìåþò ëèíåé÷àòûå ãðàíè. Ïðîöåññ ïî-ñòðîåíèÿ ñåòêè (íàõîæäåíèå êîîðäèíàò óçëîâ) ÷àñòî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîéñåòêè, ãðàíè÷íûå óçëû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, è îïòèìèçàöèÿ íà÷àëüíîéñåòêè èëè ãëîáàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà íà÷àëüíîé ñåòêè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå êà÷åñòâà � ïîñòðîåíèåîïòèìàëüíîé ñåòêè. Â [2, 3, 7] áûëè ïðåäëîæåíû è îïèñàíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû. Îíè íåñâîäÿòñÿ ê ðîòàöèîííûì àëãîðèòìàì ïîñòðîåíèÿ ñåòîê, êîãäà â îáëàñòÿõ âðàùåíèÿ ñåòêè ñòðîÿò-ñÿ ïóòåì âðàùåíèÿ äâóìåðíûõ ñåòîê è íà îñè âðàùåíèÿ âîçíèêàþò âûðîæäåííûå ÿ÷åéêè (ñì. [8]).Àëãîðèòìû [2, 3] îòíîñÿòñÿ ê òðåõìåðíîìó ñëó÷àþ, ñîçäàíû â ðàìêàõ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà [9] èîñóùåñòâëÿþò êîíñòðóèðîâàíèå ñåòîê áåç âûðîæäåíèé íà îñè âðàùåíèÿ. Â ïðîöåññå ãëîáàëüíîé ïå-ðåñòðîéêè íà÷àëüíîé ñåòêè â [2, 3] ãðàíè÷íûå óçëû ìîãóò ëèáî áûòü ôèêñèðîâàííûìè è íàõîäèòüñÿíà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ îáðàçóþùåé êðèâîé, òàê êàê ó íà÷àëüíîé ñåòêè ýòè óçëû ïðèíàäëåæàòïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ëèáî ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, ñîòêàííîé èç ãðàíåé ëèíåé÷àòûõÿ÷ååê íà÷àëüíîé ñåòêè.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ñ ãðàíè÷íûìè óçëàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ïðåäëî-æèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì. Ïðè íàõîæäåíèè ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñíà÷àëà áóäåì íàõîäèòü óçåë, ïðè-íàäëåæàùèé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè (ëèíåé÷àòîé ãðàíè ÿ÷åéêè ñåòêè) ïî àëãîðèòìàì èç [2], àçàòåì ïðîåöèðîâàòü åãî íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññàïåðåñòðîéêè ñåòêè, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ÷èñëåííûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè äèñêðåòíîãî ôóíê-öèîíàëà êà÷åñòâà ñåòêè, ïðè ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [2, 3] áóäåì âûáèðàòü òî÷êè, ïðèíàä-ëåæàùèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Ïðåäëàãàåìóþ ïðîöåäóðó ïðîåöèðîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ ìîæíîïðèìåíÿòü è ê ñåòêå, ãðàíè÷íûå óçëû êîòîðîé ñîøëè ñ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Îïåðàöèÿ ïðîåöèðî-âàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïðèâîäèòü ê âûðîæäåíèþ ñåòêè, ò. å. ïîÿâëåíèþ â ñåòêå âûðîæäåííûõÿ÷ååê [10�12]. Îäíàêî òàêîé ñëó÷àé âîçìîæåí òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûõ ñåòîê è â èìåþùåéñÿïðàêòèêå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íå âñòðå÷àëñÿ.Â ðàññìàòðèâàåìûõ â [2, 3, 7] ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëåíèÿ îáëàñòè âðàùåíèÿ â âèäå êðèâîëèíåéíîãîøåñòèãðàííèêà êîððåêöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî íà ãðàíÿõ k = 0 è k = L � 1, òàê êàê ýòèìãðàíÿì ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, îáðàçîâàííûå â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ îáõîäàëèáî íèæíåé ÷àñòüþ P1P2P3P4P5, ëèáî âåðõíåé ÷àñòüþ P6P7P8P9P10 çàìêíóòîé îáðàçóþùåé êðèâîéP1P2P3P4P5P6P7P8P9P10P1 (ñì. ðèñ. 1). Îñòàëüíûå ãðàíè i = 0, i = N � 1, j = 0, j = M � 1êðèâîëèíåéíîãî øåñòèãðàííèêà G ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè. Ýëåìåíòû îáðàçóþùåé, ñîîòâåòñòâóþùèåãðàíÿì k = 0 è k = L� 1, ìîãóò áûòü çàäàíû êàê îäíîçíà÷íûìè, òàê è ìíîãîçíà÷íûìè ôóíêöèÿìèx = x(z). Îáõîä îáðàçóþùåé êðèâîé ïðè çàäàíèè åå ýëåìåíòîâ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê ïî ÷àñîâîéñòðåëêå, òàê è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.Îïèøåì ïðîöåäóðó ïðîåöèðîâàíèÿ óçëîâ. Ïóñòü xijk � ïîäëåæàùèé êîððåêöèè óçåë ñåòêè, ëå-æàùèé íà ãðàíè k = 0 èëè k = L� 1. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî òàêæå êàê óçåë P 00 = P 00ijk (ðèñ. 2). Îíèìååò êîîðäèíàòû (x00 ; y00 ; z00). Ïîëó÷èì òî÷êó P 0 , ëåæàùóþ íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ïðîåöèðîâà-íèåì óçëà P 00 íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ëó÷îì, èäóùèì ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ (èäåÿ òàêîé"ïîäñàäêè" óçëà íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Î. Ì. Êîçûðåâûì). Äëÿ ýòîãî îïóñòèìèç òî÷êè P 00 ïåðïåíäèêóëÿð P 00L ê îñè âðàùåíèÿ. Íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìîé P 00L ñ ïîâåðõíîñòüþ âðà-� 17 �



Î. Â. Óøàêîâà

Ðèñ. 2. ×àñòü îáðàçóþùåé êðèâîé

ùåíèÿ ïîëó÷èì òî÷êó P 0 . Òàê êàêòî÷êà P 0 ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè âðà-ùåíèÿ, òî åé âñåãäà ñîîòâåòñòâóåòòî÷êà P = (x; 0; z) íà îáðàçóþùåé,ïîâîðîòîì êîòîðîé íà óãîë  áû-ëà ïîëó÷åíà òî÷êà P 0 . Ïðè âðàùå-íèè êàæäàÿ èç òî÷åê îáðàçóþùåéîïèñûâàåò äóãó îêðóæíîñòè, êîòî-ðàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåð-ïåíäèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ, ïî-ýòîìó z = z00 . Íàéäåì óãîë ïîâîðîòà è ðàñïîëîæåííóþ íà îáðàçóþùåéêðèâîé òî÷êó P = (x; 0; z), z = z00 .Òî÷êà P 0 áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû(x cos ; x sin ; z). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè, ëåæàùåãî íà ãðàíÿõ k = 0, k = L � 1,íàõîäèì óçåë, ëåæàùèé íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, è çàìåíÿåì ñåòêó óçëîâ P 00ijk ïðè k = 0; k = L�1;àïïðîêñèìèðóþùóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, ñåòêîé óçëîâ P 0ijk; ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.Îáðàçóþùàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ â òåêñòîâîì ôàéëå ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàçóþùåé èíåêîòîðîé äðóãîé èíôîðìàöèè. Êàæäûé ýëåìåíò PIPE îáðàçóþùåé (ñì. ðèñ. 2) çàäàåòñÿ íîìåðîì,à òàêæå êîîðäèíàòàìè íà÷àëüíîé PI è êîíå÷íîé PE òî÷åê (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ äóãè ýëëèï-ñà) è äðóãèìè ïàðàìåòðàìè. Ïî èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ôàéëå, ìîæíî îïðåäåëèòü íîìåðàýëåìåíòîâ îáðàçóþùåé êðèâîé, êîòîðûå çàäàþò ãðàíè îáëàñòè âðàùåíèÿ k = 0 è k = L� 1:Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ. Ïåðâûé ýòàï � ýòî íàõîæäåíèå ÷àñòåé îáðàçóþùåé, îïðåäå-ëÿþùèõ ãðàíè k = 0 è k = L�1: Âòîðîé ýòàï � íàõîæäåíèå ýëåìåíòà îáðàçóþùåé äëÿ êàæäîé òî÷êèP 00ijk ïðè k = 0; k = L�1; ñîäåðæàùåãî òî÷êó P = (x; 0; z), z = z00 , ïîðîæäàþùóþ ïðîåêöèþ P 0ijk óçëàP 00ijk íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ. Â ñëó÷àÿõ ôîðìèðîâàíèÿ îòäåëüíîé ãðàíè ñ ïîìîùüþ îáðàçóþùåéêðèâîé, çàäàííîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé x = x(z); òàêèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Òðåòèéýòàï (îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîâîðîòà) � íàõîæäåíèå òî÷êè P = (x; 0; z), z = z00 íà îáðàçóþùåéè óãëà ïîâîðîòà  äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè òî÷êè P 00 íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, à çàòåì è ñàìîéïðîåêöèè. Òàê êàê ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó, ïîðîæäàþùóþ ïðîåêöèþ, ìîæåò áûòü íåñêîëüêî,íåîáõîäèì ÷åòâåðòûé ýòàï � âûáîð îïòèìàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ äàííîãî óçëà. Îïòèìàëüíàÿ ïðîåê-öèÿ âûáèðàåòñÿ ïóòåì îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò äàííîãî óçëà äî ïðîåêöèè: â êà÷åñòâå óçëà âûáèðàåòñÿòà ïðîåêöèÿ, êîòîðàÿ äàåò ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå jP 00P 0 j.Îïèøåì êàæäûé èç ýòàïîâ.2. Ýòàï 1. Íàõîæäåíèå ÷àñòè îáðàçóþùåé, îïðåäåëÿþùåé ãðàíüÄëÿ êàæäîé ãðàíè k = 0, k = L � 1 íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè èç òåêñòîâîãî ôàéëà çàäàíèÿîáðàçóþùåé îïðåäåëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé íîìåðà ýëåìåíòîâ ÷àñòè îáðàçóþùåé,ïîðîæäàþùåé ïîâåðõíîñòü ãðàíè � ãðàíèöó îáëàñòè, ñîäåðæàùóþ âñå óçëû ñåòêè P 0ijk: Çàòåì äëÿêàæäîãî óçëà ñåòêè P 00ijk, ëåæàùåãî íà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè ñåòêè ñ ïðåäûäóùåé èòåðà-öèè, íàõîäèì ýëåìåíò îáðàçóþùåé, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó, ïîðîæäàþùóþ ïðîåêöèþ P 0ijk äàííîãîóçëà P 00ijk íà ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ.3. Ýòàï 2. Íàõîæäåíèå ýëåìåíòà îáðàçóþùåéÄëÿ êàæäîãî óçëà P 00ijk íà ãðàíÿõ k = 0 è k = L � 1 áóäåì ïåðåáèðàòü ýëåìåíòû îáðàçóþùåé ïîâîçðàñòàíèþ èõ íîìåðîâ îò ìèíèìàëüíîãî äî ìàêñèìàëüíîãî, îïðåäåëÿòü äëÿ íèõ äèàïàçîí [zI ; zE ]èçìåíåíèÿ òðåòüåé êîîðäèíàòû z è íàõîäèòü ýëåìåíò îáðàçóþùåé PIPE , ñîäåðæàùèé òðåòüþ êîîð-� 18 �



Àëãîðèòì êîððåêöèè ñåòêè ê îáëàñòè âðàùåíèÿäèíàòó óçëà z00 = z íà îòðåçêå [zI ; zE ], ò. å. îáëàäàþùèé ñâîéñòâîìzI � z � zE; (1)ãäå zI è zE � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû z äëÿ ýëåìåíòà îáðàçóþùåé. Äëÿýòîãî îïðåäåëèì ñíà÷àëà zI è zE äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà îáðàçóþùåé. Â ñëó÷àå çàäàíèÿ ýëåìåíòîâîáðàçóþùåé ñ ïîìîùüþ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé zI è zE ñîâïàäàþò ñ zPI èëè zPE � òðåòüèìè êîìïî-íåíòàìè òî÷åê PI = (xPI ; 0; zPI ) è PE = (xPE ; 0; zPE ) (ñì., íàïðèìåð, âñå ýëåìåíòû íà ðèñ. 1, êðîìåP1P2 è P9P10).3.1. Ýëåìåíò � îòðåçîê ïðÿìîé. Â ñëó÷àå ýëåìåíòà, çàäàííîãî ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé ââèäå îòðåçêà ïðÿìîé, ïðÿìàÿ áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè z è zI = zE = zPI = zPE .3.2. Ýëåìåíò � äóãà ýëëèïñà. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ zI è zE äëÿ ýëëèïñà, à çàòåì äëÿ åãîäóãè PIPE.Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê ýëåìåíòà. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì íà÷àëüíóþ PI èêîíå÷íóþ PE òî÷êè ýëåìåíòà äóãè ýëëèïñà â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; z), òàê êàê ïðè çàäàíèè ýëëèïñàêîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê íå ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó êîîð-äèíàò (�; �) äëÿ çàäàíèÿ ýëëèïñà ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.Äëÿ òî÷åê PI , PE ïðè îïèñàíèè ýëëèïñà óêàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí óãëîâ 'I = \AOPI � 0 è'E = \AOPE � 0 (ðèñ. 3), ãäå òî÷êà O � öåíòð ýëëèïñà, òî÷êà A � ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñà ñ ïîëî-æèòåëüíîé ÷àñòüþ îñè �. Çàäàþòñÿ òàêæå êîîðäèíàòû âåêòîðà a = �!OA = (xa; 0; za), êîîðäèíàòûöåíòðà ýëëèïñà O = (xO; 0; zO) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; y; z) (ñì. ðèñ. 3). Åñëè ïðè çàäàíèè ýëåìåíòàîáõîä îò PI ê PE îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî óêàçûâàåòñÿ ïàðàìåòð Æ = 1; åñëè ïðîòèâ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî Æ = �1:Ïóñòü ýëëèïñ çàäàí â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �) ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ�2a2 + �2b2 = 1; ãäå a =px2a + z2a; b = ra; (2)à r çàäàåòñÿ ïðè îïèñàíèè ýëëèïñà.Ïåðåõîä îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (x; z) ê ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàìïîâîðîòà è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà:x = xO + � cos�� � sin�; (3)z = zO + � sin�+ � cos�; (4)ãäå � � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëå-íèÿìè îñåé � è x.Áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ñëåäóþùåå ïàðà-ìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ýëëèïñà:� = a cos t; � = b sin t; (5)ãäå t � ïàðàìåòð.Äëÿ óãëà 'I èìååìctg 'I = tg �'I = �� = ab ctg t;ãäå �'I � óãîë ìåæäó ëó÷îì OPI è ïîëîæèòåëü-íûì íàïðàâëåíèåì îñè � (ñì. ðèñ. 3), îòêóäàtg t = ab tg 'I :Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çíà÷åíèéýëëèïñà ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ sin t; cos t: Èìååì Ðèñ. 3. Äóãà ýëëèïñà PIPE è äèàïàçîí èçìåíåíèÿêîìïîíåíòû z äëÿ ýëëèïñà� 19 �



Î. Â. Óøàêîâàtg'I = sin'Icos'I :Ïóñòü cos'I = 0: Òîãäà ñðàçó ìîæíî îïðåäåëèòü � = 0: Åñëè sin'I = 1; òî � = b; åñëè sin'I = �1;òî � = �b:Ïóñòü òåïåðü cos'I 6= 0: Èìååì äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1: âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà sin'I > 0, cos'I > 0 (tg'I > 0, tg t > 0) ëèáî sin'I < 0,cos'I > 0 (tg'I < 0, tg t < 0). Òîãäà èìååìsin t = tg tp1 + tg2 t ; cos t = 1p1 + tg2 t :Ñëó÷àé 2: âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà sin'I > 0, cos'I < 0 (tg'I < 0, tg t < 0) ëèáî sin'I < 0,cos'I < 0 (tg'I > 0, tg t > 0): Òîãäà èìååìsin t = � tg tp1 + tg2t ; cos t = � 1p1 + tg2 t :Îïðåäåëèâ çíà÷åíèÿ sin t, cos t, ïî ôîðìóëàì (5) íàéäåì �, �. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ xPI ; zPI èñïîëüçóåìôîðìóëû ïîâîðîòà è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (3), (4). Çíà÷åíèÿ cos�, sin� íàõîäèì ïî ôîðìóëàìcos� = zA � zOa = zàa ; sin� = xO � xAa = �xàa ; (6)êîòîðûå ñëåäóþò èç (3), (4), ïðèìåíÿåìûõ ïðè � = 0, � = a äëÿ âû÷èñëåíèÿ xA, zA:Àíàëîãè÷íî íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè PE â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �), à çàòåì è â ñèñòåìå êîîðäè-íàò (x; z). Ïðè ýòîì âìåñòî ïàðàìåòðà 'I ( �'I) â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ èñïîëüçóåì ïàðàìåòð'E ( �'E); à âìåñòî òî÷êè PI � òî÷êó PE :Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû z äëÿ ýëëèïñà. Ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèíè-ìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèé z äëÿ ýëëèïñà â öåëîìzmin = zO �pb2 sin2 �+ a2 cos2 �; zmax = zO +pb2 sin2 �+ a2 cos2 � (7)áûëè ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåíû Â. À. Ãîðäåé÷óêîì. Äîêàæåì èõ.Ïóñòü Pmin =max = (xmin =max; zmin =max) � òî÷êè êàñàíèÿ ýëëèïñà è ïðÿìûõz = zmin =max: (8)Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ (8) ê ýëëèïñó â ýòèõ òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 3, 4) â ñèñòåìå êîîðäèíàò(�; �). Òî÷êà êàñàíèÿ ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó. Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ �min =max, �min =max.Îñóùåñòâèì â óðàâíåíèÿõ êàñàòåëüíûõ (8) ïåðåõîä ê ïåðåìåííûì �, � ïî ôîðìóëå (4). Ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ zO+ � sin�+� cos� = zmin =max, êîòîðûå ïðåîáðàçóåì ê âèäó � sin�+� cos� = zmin =max�� zO: Òàê êàê zmin =max � zO 6= 0; ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �) ââèäå � sin�zmin =max � zO + � cos�zmin =max � zO = 1:Ñðàâíèâàÿ èõ ñ îáùèì âèäîì óðàâíåíèé êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó â òî÷êàõ (ñì., íàïðèìåð, [13])��min =max , �min =max� â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �)��min =maxb2 + ��min =maxa2 = 1;ïîëó÷àåì � 20 �



Àëãîðèòì êîððåêöèè ñåòêè ê îáëàñòè âðàùåíèÿ

Ðèñ. 4. Âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê PI , PE ïî îò-íîøåíèþ ê òî÷êàì Pmin, Pmax

�min =max = b2 sin�zmin =max � zO ;�min =max = a2 cos�zmin =max � zO : (9)Òî÷êè Pmin =max = (�min =max; �min =max) ïðè-íàäëåæàò ýëëèïñó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè óäîâëå-òâîðÿþò óðàâíåíèþ ýëëèïñà. Ïîäñòàâëÿÿ èõ âóðàâíåíèå, èìååìb4b2 sin2 �(zmin =max � zO)2 + a4a2 cos2 �(zmin =max � zO)2 = 1:Äàëåå ïîëó÷àåì b2 sin2 �+a2 cos2 � = (zmin =max�� zO)2; à çàòåì ôîðìóëû (7).Ïîäñòàâèì (6) â (7) è îïðåäåëèì zmin, zmax; àçàòåì ïî ôîðìóëàì (9) êîîðäèíàòû òî÷åê Pmin == (�min; �min), Pmax = (�max; �max) â ñèñòåìå êî-îðäèíàò (�; �) : Ýòè çíà÷åíèÿ ïîíàäîáÿòñÿ äàëååïðè îïðåäåëåíèè zI , zE äëÿ ïðîèçâîëüíîé äóãèýëëèïñà PIPE :Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû z äëÿ äóãè ýëëèïñà. Çíà÷åíèÿ zI , zE áóäóò îïðå-äåëÿòüñÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äóãè PIPE â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê PI , PE , Pmin, Pmaxíà ýëëèïñå ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó (ñì. ðèñ. 4). ÅñëèzPI = zmin; zPE = zmax èëè zPI = zmax; zPE = zmin; (10)òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé çàäàíèÿ äóãè ýëëèïñà ñ ïîìîùüþ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè è

Ðèñ. 5. Âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê PI , PE ïîîòíîøåíèþ ê òî÷êàì Pmin, Pmax (îáõîä äóãè PIPEïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè)

zI = zPI ; zE = zPE ; åñëè zPI < zPE ;èëèzI = zPE ; zE = zPI ; åñëè zPI > zPE : (11)Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì 1 ýòàïà 3 (ñì. ïîä-ðàçä. 4.3) äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ äóãè ýëëèïñà ñ ïî-ìîùüþ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèè.Îáõîä äóãè ýëëèïñà îò PI ê PE ìîæåò îñóùåñòâ-ëÿòüñÿ êàê ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñ. 4) � òî-ãäà Æ = 1 > 0 (çàäàåòñÿ ïðè îïèñàíèè ýëëèïñà),òàê è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 5) � òîãäàÆ = �1 < 0. Äëÿ îáîèõ íàïðàâëåíèé îáõîäà âîç-ìîæíû äâà ñëó÷àÿ.Cëó÷àé 1: `PIPE�180Æ; ò. å. �=Æh��!OPE ;��!OPIi== Æ(�PE�PI � �PI�PE ) � 0: Âîçìîæíû ñëåäóþùèåñèòóàöèè.Òî÷êà Pmin èëè Pmax ïðèíàäëåæèò äóãå PIPE :Åñëè Pmax2`PIPE , ò. å. �1 =Æ h��!OPE ;����!OPmaxi == Æ(�PE�max��max�PE) � 0, �2 = Æ h����!OPmax;��!OP Ii == Æ(�max�PI � �PI�max) � 0, òî zE = zmax; zI == minfzPI ; zPEg.� 21 �



Î. Â. ÓøàêîâàÅñëè Pmin 2` PIPE , ò. å. �3 = Æ h��!OPE ;����!OPmini = Æ(�PE�min � �min�PE ) � 0, �4 = Æ h����!OPmin;��!OPIi == Æ(�min�PI � �PI�min) � 0, òî zI = zmin, zE = maxfzPI ; zPEg: Äàëåå íà ýòàïå 3 (ñì. ïîäðàçä. 4.3)âûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì 2 äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé.Åñëè äóãå PIPE íå ïðèíàäëåæèò íè îäíà èç òî÷åê Pmin èëè Pmax, ò. å. �i < 0, i = 1; : : : ; 4, òî äàëååâûïîëíÿåòñÿ àëãîðèòì 1 ýòàïà 3 (ñì. ïîäðàçä. 4.3) äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ äóãè ýëëèïñà ñ ïîìîùüþîäíîçíà÷íîé ôóíêöèè.Ñëó÷àé 2: `PIPE > 180 Æ, ò. å. � = Æ h��!OPE ;��!OPIi < 0: Â ýòîì ñëó÷àå äóãå PIPE ïðèíàäëåæèò õîòÿáû îäíà èç òî÷åê Pmin, Pmax: Òîãäà íà ýòàïå 3 (ñì. ïîäðàçä. 4.3) îñóùåñòâëÿåòñÿ àëãîðèòì 2. Åñëèîáå òî÷êè Pmin, Pmax ïðèíàäëåæàò äóãå PIPE ; òî zI = zmin, zE = zmax. Åñëè Pmax 2`PIPE , òî, êàê èâ ñëó÷àå 1, zE = zmax, zI = minfzPI ; zPEg; åñëè Pmin 2`PIPE , òî zI = zmin, zE = maxfzPI ; zPEg: Ïðèîáõîäå ýëåìåíòà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðîâåðêà óñëîâèÿ Pmax 2`PIPE îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêîéíåðàâåíñòâà �2 > 0, a óñëîâèÿ Pmin 2`PIPE � ïðîâåðêîé íåðàâåíñòâà �3 > 0 (ñì. ðèñ. 4). Ïðè îáõîäåîáðàçóþùåé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðîâåðêà óñëîâèÿ Pmax 2`PIPE îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêîéíåðàâåíñòâà �1 > 0, a óñëîâèÿ Pmin 2`PIPE � ïðîâåðêîé íåðàâåíñòâà �4 > 0 (ñì. ðèñ. 5).3.3. Ýëåìåíò � äóãà îêðóæíîñòè.Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû z äëÿ îêðóæíîñòè. Äëÿ îêðóæíîñòè àëãîðèòìíàõîæäåíèÿ äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ òðåòüåé êîîðäèíàòû áîëåå ïðîñòîé, òàê êàê íåò íåîáõîäèìîñòèïåðåõîäèòü â ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (�; �), êàê ó ýëëèïñà, íî åãî ñóòü îñòàåòñÿ ïðåæíåé.Îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì(x� xC)2 + (z � zC)2 = R2 = jPECj2;ãäå xC , zC � êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè C = (xC ; 0; zC ) (ðèñ. 6). Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûåçíà÷åíèÿ z âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëàì zmin = zC �R, zmax = zC +R:Îïðåäåëåíèå äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû z äëÿ äóãè îêðóæíîñòè. Îïðåäåëèì òåïåðü äèà-ïàçîí èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû z äëÿ ýëåìåíòà äóãè îêðóæíîñòè PIPE . Ýòîò äèàïàçîí, êàê è äëÿñëó÷àÿ ýëëèïñà, îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà îêðóæíîñòè è âçàèìíîãî ðàñ-ïîëîæåíèÿ òî÷åê PI , PE , Pmin, Pmax, ãäå Pmin = (xC ; zmin), Pmax = (xC ; zmax) (ñì. ðèñ. 6).

Ðèñ. 6. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ êîìïîíåíòû z äëÿîêðóæíîñòè

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (10), òî èìååò ìåñòîñëó÷àé çàäàíèÿ äóãè îêðóæíîñòè ñ ïîìîùüþ îäíî-çíà÷íîé ôóíêöèè. Òîãäà zI , zE îïðåäåëÿþòñÿ ïîôîðìóëàì (11) è äàëåå êîððåêöèÿ òî÷åê ê îáëàñòèâðàùåíèÿ íà ýòàïå 3 âûïîëíÿåòñÿ ïî àëãîðèòìó 1(ñì. ïîäðàçä. 4.2) äëÿ ñëó÷àÿ çàäàíèÿ ýëåìåíòîâ ñïîìîùüþ îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.Åñëè (10) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî àëãîðèòì àíàëîãè-÷åí àëãîðèòìó äëÿ ýëëèïñà. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ� = Æ h��!OPE ;��!OPIi = Æ(xPEzPI � xPIzPE );�1 = Æ h��!OPE ;����!OPmaxi = Æ(xPEzmax � xmaxzPE );�2 = Æ h����!OPmax;��!OP Ii = Æ(xmaxzPI � xPI zmax);�3 = Æ h��!OPE ;����!OPmini = Æ(xPEzmin � xminzPE );�4 = Æ h����!OPmin;��!OPIi = Æ(xminzPI � xPIzmin);ãäå Æ = 1 > 0 â ñëó÷àå îáõîäà îêðóæíîñòè ïî ÷à-ñîâîé ñòðåëêå, Æ = �1 < 0 â ñëó÷àå îáõîäà ïðîòèâ÷àñîâîé ñòðåëêè. Àíàëèçèðóåì ðàñïîëîæåíèå òî-� 22 �



Àëãîðèòì êîððåêöèè ñåòêè ê îáëàñòè âðàùåíèÿ÷åê íà äóãå îêðóæíîñòè òàê æå, êàê è äëÿ ýëëèïñà, íà îñíîâå çíà÷åíèé �, �i, i = 1; : : : ; 4; îïðåäåëÿåìzI , zE äëÿ îêðóæíîñòè è íîìåð àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî íà ýòàïå 3.4. Ýòàï 3. Íàõîæäåíèå òî÷êè íà îáðàçóþùåé è óãëà ïîâîðîòà4.1. Ýëåìåíò îáðàçóþùåé � îòðåçîê ïðÿìîé.Àëãîðèòì 1. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè P íóæíî íàéòè åå êîîðäèíàòó x: Åñëè ýëåìåíò îáðàçóþùåéPIPE ; óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1), � îòðåçîê ïðÿìîé ëèíèè, òàêîé ÷òî zI 6= zE , òî x íàõîäèì ïîïðàâèëó a = (xI � xE)=(zI � zE); b = xI � azI ; x = az + b:Àëãîðèòì 2. Åñëè zI = zE ; òî ýëåìåíò îáðàçóþùåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé x == x(z) è çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì z = zI : Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà �ýòî ïëîñêîñòü z = zI . Óçåë áóäåò ëèáî ïðèíàäëåæàòü ïëîñêîñòè z = zI , è òîãäà êîððåêòèðîâàòüåãî íå íóæíî (P 00 = P 0), ëèáî áóäåò ëåæàòü íà ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äðóãèìýëåìåíòàì, è åãî òîæå äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà êîððåêòèðîâàòü íå íóæíî � îí áóäåò ñêîððåêòèðîâàíâ ñëó÷àÿõ äðóãèõ ýëåìåíòîâ îáðàçóþùåé.4.2. Ýëåìåíò îáðàçóþùåé � äóãà îêðóæíîñòè.Àëãîðèòì 1. Îäíîçíà÷íûé ñëó÷àé. Åñëè ýëåìåíò îáðàçóþùåé PIPE � äóãà îêðóæíîñòè, òî xíàõîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: x = xC �pR2 � (z � zC)2: Çíàê "+" èëè "�" â ôîðìóëå âûáèðàåòñÿèç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ íàïðàâëåíèé îáõîäà äóã PIPE è PIP . Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà P äîëæíàïðèíàäëåæàòü äóãå PIPE . Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîâåðêîé. Ñíà÷àëà â ôîðìóëå âûáèðàåìçíàê "+". Âû÷èñëÿåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ��!CPI = (xPI � xC ; zPI � zC) è ��!CP = (x �� xC ; z � zC): v = (xPI � xC)(z � zC) � (zPI � zC)(x � xC): Åñëè Æv � 0 (Æ � ïàðàìåòð, çàäàþùèéíàïðàâëåíèå îáõîäà), òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â îäíîçíà÷íîì ñëó÷àå ãðàäóñíàÿ ìåðà äóãè ìåíüøå èëèðàâíà 180 Æ; íàïðàâëåíèÿ îáõîäà äóã PIP è PIPE ñîâïàäàþò. Åñëè Æv > 0, òî íàïðàâëåíèÿ îáõîäàäóã ðàçíûå è â ôîðìóëå âûáèðàåì çíàê "�".Àëãîðèòì 2. Ìíîãîçíà÷íûé ñëó÷àé. Àëãîðèòì 2 äëÿ ýëåìåíòîâ îáðàçóþùèõ, çàäàííûõ â ôîðìåäóãè îêðóæíîñòè è ýëëèïñà â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷-íîé ôóíêöèè (ñì., íàïðèìåð, äóãó îêðóæíîñòèPIPE íà ðèñ. 2), ïî ñóòè îäèíàêîâ. Ïðè íàõîæäå-íèè òî÷êè íà îáðàçóþùåé êðèâîé íàõîäÿòñÿ òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ýëëèïñà ñ ïðÿìîéz = z00 . Òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîìñëó÷àå âñåãäà áóäåò äâå: P è �P (ñì. ðèñ. 2 ñïðà-âà è ðèñ. 7). Äëÿ ýëåìåíòîâ, çàäàííûõ â âèäåîäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ñðåäè òî÷åê âûáèðàåòñÿòà, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò äóãå (àëãîðèòì 1).Â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñðåäè òî÷åêP è �P áóäåì âûáèðàòü òó, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòïðîåêöèþ P 0 è �P 0 , äàþùóþ íàèêðàò÷àéøååðàññòîÿíèå äî ïðîåêòèðóåìîãî óçëà P 00 . Â ýòîìñëó÷àå áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ íåâûðîæäåííîñòüñåòêè.Âû÷èñëÿåì ðàññòîÿíèÿ îò óçëà P 00 äî ïðî-åêöèé P 0 è �P 0 , ïîðîæäàåìûõ òî÷êàìè P è �P :jP 00P 0 j è jP 00 �P 0 j: Ñðàâíèâàåì êâàäðàòû ðàññòîÿ-íèé jP 00P 0 j2 è jP 00 �P 0 j2. Èìååì jP 00P 0 j2 = jPP 000 j2,jP 00 �P 0 j2 = j �PP 000 j2; ãäå P 000 � òî÷êà, ëåæàùàÿ âïëîñêîñòè (x; z), ïîâîðîòîì êîòîðîé íà óãîë  áûëà ïîëó÷åíà òî÷êà P 00 . Ðèñ. 7. Âûáîð ïðîåêöèè: îïðåäåëåíèå òî÷êè P è óãëàïîâîðîòà  � 23 �



Î. Â. ÓøàêîâàÎòëè÷èå àëãîðèòìà 2 äëÿ äóãè îêðóæíîñòè è ýëëèïñà ñîñòîèò â ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ óêàçàí-íûõ âûøå ðàññòîÿíèé. Äëÿ äóãè îêðóæíîñòè âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñèñòåìåêîîðäèíàò (x; z), äëÿ äóãè ýëëèïñà � â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �) : Äëÿ äóãè îêðóæíîñòè èìååìP 000 = (x000 ; z000) = �qx002 + y002; z� : (12)Òîãäà jP 00P 0 j2 = jPP 000 j2 = �x�qx002 + y002�2, jP 00 �P 0 j2 = j �PP 000 j2 = ��x�qx002 + y002�2 ; ãäå x == xC +pR2 � (z � zC)2, �x = xC �pR2 � (z � zC)2: Âûáèðàåì íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå è ñîîòâåò-ñòâóþùóþ òî÷êó.4.3. Ýëåìåíò îáðàçóþùåé � äóãà ýëëèïñà.Àëãîðèòì 1. Îäíîçíà÷íûé ñëó÷àé. Ñ÷èòàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ äóãà ýëëèïñà ÿâëÿåòñÿ îä-íîçíà÷íîé ôóíêöèåé x = x(z) è äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òî÷êèP 00 = (x00 ; y00 ; z00) ïî z00 èùåòñÿ òî÷êà P = (x; 0; z), z = z00 , ïðèíàäëåæàùàÿ ðàññìàòðèâàåìîé äóãåýëëèïñà PIPE è ïîðîæäàþùàÿ ïðîåêöèþ P 0 = (x0 ; 0; z0): Èìååìz00 = zO + � sin�+ � cos�: (13)Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé 1, êîãäà cos� = 0: Åñëè sin� = 1; òî z00 = zO+ �: Îòñþäà � = z00 � zO:Àíàëîãè÷íî, åñëè sin� = �1; òî z00 = zO � �: Îòñþäà� = zO � z00 : (14)Çíà÷åíèå � íàõîäèì ïî ôîðìóëå � = �r1� �2b2 a: (15)Çíàê "+" èëè "�" âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ íàïðàâëåíèé îáõîäà äóãè ýëëèïñà PIPE , âõî-äÿùåé â ñîñòàâ îáðàçóþùåé, è äóãè PIP . Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà P äîëæíà ïðèíàäëåæàòü äóãåPIPE îáðàçóþùåé. Çàòåì ïî ôîðìóëå (3) íàõîäèì çíà÷åíèå x:Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2, êîãäà cos� 6= 0: Èç (13) èìååì� = z00 � zO � � sin�cos� :Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â óðàâíåíèå ýëëèïñà (2). Ïîëó÷èì z00 � zO � � sin�cos� !2 1a2 + �2b2 = 1:Îáîçíà÷èâ w = z00 � zO; ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå� wcos� � �tg��2 1a2 + �2b2 = 1:Ðàñêðîåì êâàäðàò ñóììû è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî ñòåïåíÿì �: Ïîëó÷èì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí�2�tg2 �+ a2b2�� 2 wcos�tg� � + w2cos2 � � a2 = 0:Îáîçíà÷èì A1 = tg2 �+ a2b2 , B1 = �2 wcos� tg�; C1 = w2cos2 � � a2 = 0: Åñëè D1 = B21 � 4A1C1 < 0, òîêâàäðàòíîå óðàâíåíèå âåùåñòâåííûõ êîðíåé íå èìååò. Â äàííîì ñëó÷àå òàêîé ñèòóàöèè âîçíèêíóòü� 24 �



Àëãîðèòì êîððåêöèè ñåòêè ê îáëàñòè âðàùåíèÿíå ìîæåò. Òåì íå ìåíåå, åñëè â ïðîãðàììå òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, òî âûäàåòñÿ ñîîáùåíèå îáîøèáêå. Ïóñòü D1 = B21 � 4A1C1 � 0: Èìååì� = �B1 �pD12A1 ; � = w � � sin�cos� : (16)Çíàê "+" èëè "�" â ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ � âûáèðàåòñÿ òîæå òàê, ÷òîáû ñîâïàäàëè íàïðàâëåíèÿîáõîäà äóãè ýëëèïñà PIPE ; âõîäÿùåé â ñîñòàâ îáðàçóþùåé, è äóãè PIP . Òî åñòü, êàê è â ñëó÷àå ñîêðóæíîñòüþ, òî÷êà P äîëæíà ïðèíàäëåæàòü äóãå PIPE îáðàçóþùåé. Ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùåéïðîâåðêîé.Ñíà÷àëà â ôîðìóëàõ ëþáîãî èç ñëó÷àåâ 1 è 2 âûáèðàåì çíàê "+". Âû÷èñëÿåì âåêòîðíîå ïðî-èçâåäåíèå âåêòîðîâ ��!OP = (�; �) è ��!OPI = (�I ; �I) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �): v = �I� � �I�: ÅñëèÆv < 0 (Æ � ïàðàìåòð, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå îáõîäà), òî òî÷êà P íå ïðèíàäëåæèò äóãå. Òîãäà âñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ ñëó÷àåâ 1 è 2 âûáèðàåì çíàê "�" è â êà÷åñòâå òî÷êè P âûáèðàåì òî÷-êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó çíàêó. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîçíà÷íûé ñëó÷àé è âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå (1), òî ïðîâåðÿòü ðàñïîëîæåíèå òî÷êè P íà äóãå ïî îòíîøåíèþ ê PE íå íóæíî, ò. å. íåòíåîáõîäèìîñòè ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ vÆ > 0 âû÷èñëÿòü åùå îäíî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-ðîâ ��!OP = (�; �) è ��!OPE = (�E ; �E); ðàâíîå ��E���E â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �), è ïðè Æ(��E���E) > 0ìåíÿòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Óñëîâèå (1) â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî àëãîðèòìà âìåñòå ñ óñëîâèåìÆv > 0; êàê è â ñëó÷àå ñ îêðóæíîñòüþ Æv < 0, îáåñïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè äóãå. Çàòåì ïîôîðìóëå (3) íàõîäèì çíà÷åíèå x.Àëãîðèòì 2. Ìíîãîçíà÷íûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãîçíà÷íûé ñëó÷àé. Êàê è â ñëó÷àåñ îêðóæíîñòüþ, äëÿ ýëëèïñà áóäåì âû÷èñëÿòü êâàäðàòû ðàññòîÿíèé jP 00P 0 j2 = jPP 000 j2 è jP 00 �P 0 j2 == j �PP 000 j2 (ñì. ðèñ. 7), íî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ îêðóæíîñòüþ, íå â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; z), à âëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �), ñâÿçàííîé ñ ýëëèïñîì. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íàéòè êîîðäèíàòûòî÷êè P 000 â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �).Èç (3), (4) îñóùåñòâëÿåì îáðàòíûé ïåðåõîä èç ñèñòåìû êîîðäèíàò (x; z) â ñèñòåìó êîîðäèíàò (�; �)ïî ôîðìóëàì � = (x� xO) cos�+ (z � zO) sin�; (17)� = (z � zO) cos�� (x� xO) sin�: (18)Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû (12) òî÷êè P 000 â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x; z) â (17), (18), íàõîäèì êîîðäèíàòûòî÷êè P 000 = ��P 000 ; �P 000 � â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �):�P 000 = �qx002 + y002 � xO� cos�+ (z � zO) sin�;�P 000 = (z � zO) cos���qx002 + y002 � xO� sin�:Íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷åê P = (�P ; �P ) è �P = (� �P ; � �P ) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �). Òî÷êè P , �P ,P 00 èìåþò îäèíàêîâóþ òðåòüþ êîîðäèíàòó z00 . P , �P � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ ïðÿìîé z = z00 .Îíè îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè (14), (15) ëèáî (16).Äëÿ òî÷åê P , �P ïî ôîðìóëå (3) íàõîäèì çíà÷åíèå x.Îêîí÷àòåëüíî èìååì: jP 00P 0 j2 = jPP 000 j2 = (�P � �P 000 )2 + (�P � �P 000 )2; jP 00 �P 0 j2 = j �PP 000 j2 = (� �P �� �P 000 )2 + (� �P � �P 000 )2. Ñðåäè òî÷åê P è �P âûáèðàåì òó, êîòîðàÿ äàåò íàèìåíüøåå ðàññòîÿíèå.Îïðåäåëåíèå óãëà ïîâîðîòà. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èí cos è sin îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàìcos = x00.qx002 + y002, sin = y00.qx002 + y002, ãäå  � óãîë ïîâîðîòà îáðàçóþùåé âîêðóã îñè z(ñì. ðèñ. 7). Â ñëó÷àå qx002 + y002 = 0 êîððåêöèÿ íå ïðîèçâîäèòñÿ, òàê êàê òî÷êà P 00 ëåæèò íà îñèâðàùåíèÿ. � 25 �



Î. Â. Óøàêîâà5. Ýòàï 4. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé ïðîåêöèèÒàê êàê ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó, ïîðîæäàþùóþ ïðîåêöèþ, ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, íåîá-õîäèì ÷åòâåðòûé ýòàï âûáîðà îïòèìàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ äàííîãî óçëà. Îïòèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿâûáèðàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò äàííîãî óçëà äî ïðîåêöèè. Â êà÷åñòâå óçëà âûáèðàåò-ñÿ òà ïðîåêöèÿ, êîòîðàÿ äàåò ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå jP 00P 0 j. Äàííûé ýòàï íåîáõîäèì, êàê ïðàâèëî,â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðè çàäàíèè îäíîé ãðàíè îáðàçóþùàÿ â öåëîì (íå ïðè çàäàíèè îäíîãî ýëåìåíòà,à ïðè çàäàíèè ðàçíûõ ýëåìåíòîâ) áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ áóäåòâîçíèêàòü âñåãäà, åñëè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò îáðàçóþùåé çàäàâàòü ðàâíûì 1, à ìàêñèìàëüíûé �ðàâíûì ÷èñëó ýëåìåíòîâ â îáðàçóþùåé, ÷òî âûïîëíÿëîñü â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå àëãîðèòìà. Âíàñòîÿùåì âàðèàíòå àëãîðèòìà äëÿ êàæäîé èç ãðàíåé k = 0, k = L� 1 ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëü-íûé ýëåìåíòû � ñâîè ñîáñòâåííûå, è îíè îïðåäåëÿþòñÿ èç èíôîðìàöèè, óêàçûâàåìîé ïðè îïèñàíèèîáðàçóþùåé.Ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî ýòàïà äëÿ êàæäîé ãðàíè k = 0, k = L�1 ôîðìèðóåòñÿ ìàòðèöà ðàññòîÿ-íèé ìåæäó êîððåêòèðóåìûì óçëîì è åãî ïðîåêöèåé, âûÿâëÿþùàÿ â êàæäîì óçëå ñòåïåíü êîððåêöèèCijk =q(x0 � x00)2 + (y0 � y00)2 + (z0 � z00)2:Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåí àëãîðèòì ñïåöèàëüíîé êîððåêöèè óçëîâ ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ê îáëàñòè âðàùå-íèÿ. Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììàõ ãëîáàëüíîé ïåðåñòðîéêè ñåòêè [2], à òàêæå â ïðîãðàììàõêîððåêöèè ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ê çàäàííîé îáëàñòè âðàùåíèÿ, íàïèñàííûõ íà ÿçûêàõ Fortranè C++. Ïðîöåäóðà êîððåêöèè îòäåëüíîãî óçëà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â àëãîðèòìàõ ïîñòðîåíèÿ êàêñòðóêòóðèðîâàííûõ, òàê è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê. Òàê êàê ñîçäàííûå àëãîðèòìû è ïðîãðàì-ìû îáåñïå÷èëè ïðèíàäëåæíîñòü ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñåòêè ïîâåðõíîñòÿì âðàùåíèÿ, îíè ïîçâîëèëèñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ìíîãîêîìïîíåíòíîéãèäðîäèíàìèêè [1]. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñåòîê ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà êîððåêöèè áóäóò ïðåäñòàâ-ëåíû â îòäåëüíîé ñòàòüå.Àâòîð áëàãîäàðèò À. À. ×àðàõ÷üÿíà çà öåííûå çàìå÷àíèÿ ê ðàáîòå è Í. À. Àðò¼ìîâó çà ïîìîùüâ òåõíè÷åñêîì îôîðìëåíèè ñòàòüè.Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-âàíèé (ïðîåêò 15-01-04146), ÓðÎ ÐÀÍ (ïðîåêòû 15-16-1-10, 15-7-1-13); èññëåäîâàíèÿ ïîäðàçä. 4.3âûïîëíåíû ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 14-35-00005).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Anuchina N. N., Volkov V. I., Gordeychuk V. A. et al. Numerical simulation of 3D multi-componentvortex �ows by MAH-3 code // Advances in Grid Generation / Ed. by O. V. Ushakova. New York:Novascience Publishers, 2007. P. 337�380.2. Óøàêîâà Î. Â. Àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè òðåõìåðíûõ ñåòîê äëÿ îáëàñòåé âðàùåíèÿ // Òðóäûèíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. 2008. Ò. 14, �1. Ñ. 150�180.3. Bronina T. N., Ushakova O. V. Application of optimal grid generation algorithms to the volumesof revolution // Advances in Grid Generation / Ed. by O. V. Ushakova. New York: NovasciencePublishers, 2007. P. 283�320.4. Óøàêîâà Î. Â. Î íåâûðîæäåííîñòè òðåõìåðíûõ ñåòîê // Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìå-õàíèêè. 2004. Ò. 11, � 1. Ñ. 78�100.5. Áðîíèíà Ò. Í., Ãàñèëîâà È. À., Óøàêîâà Î. Â. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíûõ ñòðóêòó-ðèðîâàííûõ ñåòîê // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 2003. T. 43, � 6. Ñ. 875�883.� 26 �



Àëãîðèòì êîððåêöèè ñåòêè ê îáëàñòè âðàùåíèÿ6. Øâåäîâ À. Ñ. Ôîðìóëû äëÿ îáúåìà ÿ÷ååê // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 1986. Ò. 39. Âûï. 4.Ñ. 597�605.7. Áðîíèíà Ò. Í. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíûõ òðåõìåðíûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê äëÿîáëàñòåé âðàùåíèÿ // Òðóäû èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. 2008. Ò. 14, � 1. Ñ. 3�10.8. Óøàêîâà Î. Â. Êëàññèôèêàöèÿ øåñòèãðàííûõ ÿ÷ååê // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç.2008. T. 48, � 8. Ñ. 1�24.9. Khairullina O. B., Sidorov A. F., Ushakova O. V. Variational methods of construction of optimalgrids // Handbook of Grid Generation / Ed by J. F. Thompson, B. K. Soni, N. P. Weatherill. BocaRaton, FL: CRC Press, 1999. P. 36-1�36-25.10. Óøàêîâà Î. Â. Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè òðåõìåðíûõ ÿ÷ååê. Ôîðìóëà äëÿ îáúåìà ÿ÷ååê //Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 2001. T. 41, � 6. C. 881�894.11. Ushakova O. V. Conditions of nondegeneracy of three-dimensional cells. A formula of a volume ofcells // SIAM J. Sci. Comp. 2001. No 23. P. 1273�1289.12. Ushakova O. V. Nondegeneracy tests for hexahedral cells // Comp. Meth. in Appl. Mech. andEng. 2011. No 200. P. 1649�1658.13. Áðîíøòåéí È. Í., Ñåìåíäÿåâ Ê. À. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ è ó÷àùèõñÿâòóçîâ. Ì.: Íàóêà, 1964.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18.02.15.AN ALGORITHM OF CORRECTING A GRID WITH RESPECT TO THE SURFACEOF REVOLUTION / O. V. Ushakova // (IMM of RAS UrB, UrFU named after the �rstRF President B. N. Yeltsin, Ekaterinburg).The paper presents an algorithm of correcting positions of boundary nodes of a structuredgrid with respect to the surface of revolution generated by the revolution through 180 Æaround its axis of a plane generator consisting of straight line segments, arcs of circles andellipses.Keywords : grids, boundary nodes, domains (regions) of revolution, projection.


