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ÓÄÊ 517.958:536.2ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÈÒÅÐÀÖÈÉÌÅÒÎÄÀ ÂÄÝÏÔ ÏÐÈ ÑÎÂÌÅÑÒÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝÍÅÐÃÈÈ È ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÀ. À. Øåñòàêîâ(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ", ã. Ñíåæèíñê ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè)Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà â ïîïðà-âî÷íîé ôîðìå äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç óðàâíå-íèÿ ïåðåíîñà ôîòîíîâ è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. Ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèåñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.ÂâåäåíèåÈñïîëüçîâàíèå íåÿâíûõ ñõåì â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿòðåáóåò ñåðüåçíîãî âíèìàíèÿ ê ïðîáëåìå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ äàííîé çà-äà÷è.Â 1907 ã. Øìèäòîì [1] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà îïðåäåëåíèè ãëàâíîé ÷àñòè îøèáêè,äîïóùåííîé íà ïðîñòîé èòåðàöèè. Ýòîò ìåòîä, íàçâàííûé ìåòîäîì ïîïðàâîê, ïîëó÷èë â äàëüíåé-øåì øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Îøèáêà, äîïóùåííàÿ íà ïðîñòîé èòåðàöèè, âû÷èñëÿëàñü ïðèáëèæåí-íî êàêèì-ëèáî áîëåå ïðîñòûì ìåòîäîì. À íîâûé, ÷åðåäóþùèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäèëñÿáûñòðåå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè. Â äàëüíåéøåì ìåòîäû óñêîðåíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà óïðîùåíèèèñõîäíîãî îïåðàòîðà ïåðåíîñà è ðåøåíèè äîïîëíèòåëüíîé óïðîùåííîé ñèñòåìû, ñòàëè íàçûâàòüñÿÊÐ-ìåòîäàìè [2], èëè ñèíòåòè÷åñêèìè ìåòîäàìè [3]. Íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð ýòèõ ìåòîäîâ ïðèâåäåíâ ðàáîòå [4].Äðóãîé ïîäõîä äëÿ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýíåðãèè è ìíîãîãðóïïîâîãî óðàâíåíèÿ ïå-ðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðåäëîæåí â 1984 ã. [5]. Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, àíàëîãè÷íî èòåðàöèÿì òèïàßêîáè, âûðàæàëàñü ÷åðåç ôóíêöèþ Ïëàíêà â òîé æå òî÷êå è èíòåíñèâíîñòü â ñîñåäíåé òî÷êå. Ïî-ëó÷åííàÿ èíòåíñèâíîñòü ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëåòà ôîòîíîâ ïîäñòàâëÿëàñü âóðàâíåíèå ýíåðãèè, êîòîðîå ëèíåàðèçîâàëîñü è ðåøàëîñü îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû. Äàííûé ïîä-õîä ïîçâîëèë ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä êàê â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íûõ, òàê è âîïòè÷åñêè ïëîòíûõ ñðåäàõ. Â òîé æå ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè-÷åñêèõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé è èõ èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ èòåðàöèîí-íûõ ìåòîäîâ. Âïîñëåäñòâèè ïîäîáíûå àëãîðèòìû áûëè íàçâàíû ìåòîäàìè âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãîýëåìåíòà (ÂÄÝ) [6].Â 2000 ã. äëÿ P1-ïðèáëèæåíèÿ áûë ïðåäëîæåí ìåòîä óñêîðåíèÿ, ñî÷åòàþùèé â ñåáå äîñòîèí-ñòâà ìåòîäà ÂÄÝ è ñèíòåòè÷åñêîãî ìåòîäà óñêîðåíèÿ â ïîïðàâî÷íîé ôîðìå äëÿ ïëîòíîñòè èçëó-÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì ïîäîáíûå àëãîðèòìû íàçâàíû ìåòîäàìè âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû(ÂÄÌ) [7�9], èëè ìåòîäàìè ÂÄÝ â ïîïðàâî÷íîé ôîðìå (ÂÄÝÏÔ) [10], è ðåàëèçîâàíû äëÿ ðàçëè÷-íûõ ñõåì è ïðèáëèæåíèé [11�13].Îñíîâíûå îòëè÷èÿ ìåòîäà ÂÄÝÏÔ îò ìåòîäà ÂÄÝ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.Íà ïåðâîì ýòàïå ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè. Íàâòîðîì ýòàïå èñïîëüçóþòñÿ îäíîñòîðîííèå ïîòîêè, ïîëó÷åííûå íà ïåðâîì ýòàïå, â òî âðåìÿ êàê â� 3 �



À. À. Øåñòàêîâìåòîäàõ ÂÄÝ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè áåðóòñÿ èíòåíñèâíîñòè (ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â P1- è äèô-ôóçèîííîì ïðèáëèæåíèÿõ) â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ. Íà âòîðîì ýòàïå ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ñîñòàâëÿþòñÿóðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâîê, êîòîðûå ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèå ýíåðãèè. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâîê âìåòîäàõ ÂÄÝÏÔ, â îòëè÷èå îò ñèíòåòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íå ðåøàþòñÿ, à èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äëÿïîëó÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ÷åðåç çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ îò ôóíêöèè Ïëàíêà. Â îòëè÷èåîò ìåòîäà ÂÄÝ ìåòîä ÂÄÝÏÔ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì óñêîðåíèÿ ïðîñòîé èòåðàöèè. Â ìåòîäå ÂÄÝ íàïåðâîì ýòàïå ïîëó÷àåòñÿ òåìïåðàòóðà, à íà âòîðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ ó÷åòîìïîëó÷åííîé òåìïåðàòóðû, ïîýòîìó îí íå ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì óñêîðåíèÿ ïðîñòîé èòåðàöèè.Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðîâîäèòñÿ â îä-íîìåðíîì ïëîñêîì ñëó÷àå äëÿ äâóõ ñõåì: ëèíåéíîé St-ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè èíåëèíåéíîé TVD-ñõåìû ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.Ñèñòåìà óðàâíåíèé è ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÑèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ â íåïîäâèæíîé ñðåäå, ñîñòîèò èçóðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùåãî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âåùåñòâà çàñ÷åò ïîãëîùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ:1c @I@t + �@I@x + (�+ k) I = �B + k2U ;@E@t = � (U � 2B): (1)Çäåñü c � ñêîðîñòü ñâåòà; x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; t � âðåìÿ; I (x; �; t) � èíòåíñèâíîñòüèçëó÷åíèÿ, ãäå � � êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïîëåòà ôîòîíà è îñüþ x; E (T ) � óäåëüíàÿâíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà, ãäå T (x; t) � òåìïåðàòóðà ñðåäû; � (T ) � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ;k � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ; B (T ) = �T 4 � èíòåíñèâíîñòü ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ, � � ïîñòîÿííàÿÑòåôàíà�Áîëüöìàíà; U = 1R�1 I d� � ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà c.Ðåøåíèå èùåòñÿ â îáëàñòè n0 � x � l; �1 � � � 1; 0 � t � t_no ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõè êðàåâûõ óñëîâèÿõ.Ââåäåì â äèñêðåòíîé îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçíîñòíóþ ñåòêó ñ øàãàìè h;��; � ñîîòâåòñòâåí-íî ïî ïðîñòðàíñòâåííîé, óãëîâîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì. Àïïðîêñèìèðóåì ñèñòåìó (1) íåÿâíîéðàçíîñòíîé ñõåìîé, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ TVD-ðåêîíñòðóêöèè:In+1i+1=2;j � Ini+1=2;jc� + j�j j Dni+1=2;jIn+1i+1=2;j � In+1+;jhi+1=2 + ��n+1i+1=2 + ki+1=2� In+1i+1=2;j == �n+1i+1=2Bn+1i+1=2 + ki+1=22 Un+1i+1=2; (2)En+1i+1=2 �Eni+1=2� = �n+1i+1=2 �Un+1i+1=2 � 2Bn+1i+1=2� :Çäåñü I+;j = Ii�sign �j ;j � âõîäÿùàÿ â ÿ÷åéêó ðàçíîñòíîé ñåòêè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ;In+1i+1 = Dni+1=2In+1i+1=2; Dni+1=2 = 1 + L��Ini�1=2;�Ini+1=2�2Ini+1=2 ïðè � > 0;In+1i = Dni+1=2In+1i+1=2; Dni+1=2 = 1� L��Ini�1=2;�Ini+1=2�2Ini+1=2 ïðè � < 0;hi+1=2 = xi+1 � xi; �Ii�1=2 = Ii+1=2 � Ii�1=2;� 4 �



Èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ: : :L��Ini�1=2;�Ini+1=2� � TVD-îãðàíè÷èòåëü. Ïðè L = 0 ïîëó÷àåì St-ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè.Â ðàáîòå [14] ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíò D ïîëîæèòåëåí è îãðàíè÷åí. Äîñòîèíñòâîì ýòîé ñõåìûÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íå ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ øàáëîíà è ïîçâîëÿåò îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ îäíîéÿ÷åéêè ïðè áåãóùåì ñ÷åòå.Â äàëüíåéøåì òàì, ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå èíäåêñûîïóñêàþòñÿ. Ìåòîä ÂÄÝÏÔÂ ìåòîäå ÂÄÝÏÔ óðàâíåíèå ïåðåíîñà â ñèñòåìå (2) ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì ýòàïå ðåøà-åòñÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè, íà âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóþòñÿ îäíîñòîðîííèåïîòîêè, ïîëó÷åííûå íà ïåðâîì ýòàïå. Ïðè ðàñ÷åòå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ïåðåíî-ñà â ìåòîäå ÂÄÝÏÔ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû èíòåíñèâíîñòåé íà íåîñâåùåííûõ è îñâåùåííûõãðàíÿõ, à ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé ñâÿçè � â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ, ñîñòîÿùèõ èç âåëè-÷èí íà îñâåùåííûõ ãðàíÿõ è â öåíòðå ÿ÷åéêè. Ïåðâîå ñëàãàåìîå (íà îñâåùåííûõ ãðàíÿõ) áåðåòñÿñ ïåðâîãî ýòàïà è íà âòîðîì ýòàïå èñêëþ÷àåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïîïðàâêàì. Âòîðîå ñëàãàåìîå (èí-òåíñèâíîñòü â öåíòðå ÿ÷åéêè) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ïðèâîäèòñÿ ê ïëîòíîñòèèçëó÷åíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ îò ôóíêöèè Ïëàíêà.Íà âòîðîì ýòàïå ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ñîñòàâëÿþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿäëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâîê, êîòîðûå ïîäñòàâëÿþòñÿ â óðàâíåíèå ýíåðãèè. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâîêèñïîëüçóþòñÿ òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåìïåðàòóðû èç ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ýíåðãèè.Ðàññìîòðèì ìåòîä ÂÄÝÏÔ äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (2). Íà ïåðâîì ýòàïå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ðå-øàåòñÿ ìåòîäîì áåãóùåãî ñ÷åòà ïî èçâåñòíîé òåìïåðàòóðå ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè s:�asi+1=2 + Ci+1=2;jDni+1=2;j� Is+1=2i+1=2;j = �si+1=2Bsi+1=2 + ki+1=22 U si+1=2 + Ini+1=2;jc� +Ci+1=2;jIs+1=2+;j ; (3)ãäå Ci+1=2;j = j�j jh�1i+1=2; ai+1=2 = (c� )�1 +�i+1=2 + ki+1=2. Ïðîñóììèðîâàâ óðàâíåíèå (3) ïî óãëîâîéïåðåìåííîé �, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå:�asi+1=2 + ds+1=2i+1=2�U s+1=2i+1=2 = 2�si+1=2Bsi+1=2 + ki+1=2U si+1=2 + Uni+1=2c� + _jXj=0 Ci+1=2;jIs+1=2+;j ��j; (4)ãäå ds+1=2i+1=2 = 1U s+1=2i+1=2 _jPj=0Ci+1=2;jDnj Is+1=2i+1=2;j��j � 0 � óñêîðÿþùèé êîýôôèöèåíò. Ýòî óðàâíåíèåèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ïîïðàâî÷íûõ óðàâíåíèé íà âòîðîì ýòàïå.Íà âòîðîì ýòàïå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) ìåíÿåì ó ôóíêöèè U èíäåêñ s+1=2 íà èíäåêñ s+1;â ïðàâîé ÷àñòè (4) ìåíÿåì èíäåêñ s íà èíäåêñû s + 1 èëè s + 1=2 ó ôóíêöèé B è U . Âîçìîæ-íîñòü ôîðìàëüíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ âòîðîãî ýòàïà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòûïîïðàâî÷íûõ óðàâíåíèé.Âàðèàíò, êîãäà ôóíêöèÿ U íà âòîðîì ýòàïå áåðåòñÿ ñ èíäåêñîì s+ 1=2, ò. å. ÿâíî ñ ïðåäûäóùåãîýòàïà, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê ßÂÄÝ (ÿâíûé ÂÄÝÏÔ). Ýòîò âàðèàíò ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [7]. Âýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4) íà âòîðîì ýòàïå ïðèíèìàåò âèä�asi+1=2 + ds+1=2i+1=2�U s+1i+1=2 = 2�si+1=2Bs+1i+1=2 + ki+1=2U s+1=2i+1=2 + Uni+1=2c� + _jXj=0 Ci+1=2;jIs+1=2+;j ��j: (5)Âàðèàíò, êîãäà ôóíêöèÿ U áåðåòñÿ íåÿâíî, îáîçíà÷àåòñÿ êàê ÍÂÄÝ (íåÿâíûé ÂÄÝÏÔ). Ýòîòâàðèàíò ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòàõ [8, 15]. Çäåñü óðàâíåíèå (4) íà âòîðîì ýòàïå ïðèíèìàåò âèä� 5 �



À. À. Øåñòàêîâ�asi+1=2 + ds+1=2i+1=2�U s+1i+1=2 = 2�si+1=2Bs+1i+1=2 + ki+1=2U s+1i+1=2 + Uni+1=2c� + _jXj=0Ci+1=2;jIs+1=2+;j ��j: (6)Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ âòîðîãî ýòàïà (5) èëè (6) óðàâíåíèå ïåðâîãî ýòàïà, ïîëó÷àåì ïîïðàâî÷íîåóðàâíåíèå �U s+1 � U s+1=2�i+1=2 = hb �Bs+1 �Bs�+ u�U s+1=2 � U s�ii+1=2 ; (7)ãäå äëÿ ßÂÄÝ u = ka+ d , b = 2�a+ d ; äëÿ ÍÂÄÝ u = kq + d , b = 2�q + d , q = (c�)�1 + �.Åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâî÷íîãî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàòü íà ïåðâîì ýòàïå óðàâíåíèå (3), ãäåôóíêöèÿ U áåðåòñÿ íåÿâíî (íàïðèìåð, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìîæíî íàõîäèòü ïðÿìûì ìåòî-äîì îáðàùåíèÿ ìàòðèö), òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé � ïîëó÷àåì�asi+1=2 + ds+1=2i+1=2�U s+1=2i+1=2 = 2�si+1=2Bsi+1=2 + ki+1=2U s+1=2i+1=2 + Uni+1=2c� + _jXj=0Ci+1=2;jIs+1=2+;j ��j: (8)Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ âòîðîãî ýòàïà (5) èëè (6) óðàâíåíèå ïåðâîãî ýòàïà (8), ïîëó÷àåì óïðîùåííîåïîïðàâî÷íîå óðàâíåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì u = 0:�U s+1 � U s+1=2�i+1=2 = hb �Bs+1 �Bs�ii+1=2:Ýòîò ìåòîä ñ êîýôôèöèåíòàìè u = 0, b = 2�a+ d îáîçíà÷èì êàê óïðîùåííûé âàðèàíò ßÂÄÝ (ÓßÂÄÝ)èëè, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ u = 0, b = 2�q + d , êàê óïðîùåííûé âàðèàíò ÍÂÄÝ (ÓÍÂÄÝ).Åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâî÷íîãî óðàâíåíèÿ âìåñòî óðàâíåíèÿ (5) èëè (6) íà âòîðîì ýòàïå ðàñ-ñìàòðèâàòü óðàâíåíèåasi+1=2U s+1i+1=2 = 2�si+1=2Bs+1i+1=2 + ki+1=2U s+1i+1=2 + Uni+1=2c� + _jXj=0Ci+1=2;j �Dnj Is+1=2i+1=2;j � Is+1=2+;j ���j;òî ïîëó÷àåì íàèáîëåå ïðîñòîå ïîïðàâî÷íîå óðàâíåíèå âèäà (7) ñ óñêîðÿþùèì êîýôôèöèåíòîìdi+1=2 = 0. Íî, êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â ýòîì âàðèàíòå ðàñõî-äèòñÿ.Åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîïðàâî÷íîãî óðàâíåíèÿ âìåñòî óðàâíåíèÿ (3) ðàññìàòðèâàòü íà ïåðâîì ýòàïåóðàâíåíèå �asi+1=2 + ds+1=2i+1=2�U s+1=2i+1=2 = 2�si+1=2Bsi+1=2 + ki+1=2U si+1=2 + Uni+1=2c� ;òî ïîëó÷àåì ïîïðàâî÷íîå óðàâíåíèå âèäà (7) ñ óñêîðÿþùèì êîýôôèöèåíòîìds+1=2i+1=2 = 1U s+1=2i+1=2 _jXj=0Ci+1=2;j �Dnj Is+1=2i+1=2;j � Is+1=2+;j ���j:Íåäîñòàòêîì ýòîãî âàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîñòü óñêîðÿþùåãî êîýôôèöèåíòà. Ïðè d < 0ìîæíî ïîëàãàòü d = 0 ëèáî èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà âóçëå ñ êâàçèäèôôóçèîííûì êîýôôèöèåíòîì D1:asiSs+1=2i + 1hi�(D1U)s+1=2i+1=2 = Snic� ;� 6 �



Èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ: : :ãäå hi = xi+1=2�xi�1=2;Ss+1=2i = 12 _jPj=0�j �Is+1=2i+1=2;j + Is+1=2i�1=2;j���j;Ds+1=21;i+1=2 = 1U s+1=2i+1=2 _jPj=0�2jIs+1=2i+1=2;j��j �� 1: Ñ ó÷åòîì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷èñëèòåëü â óñêîðÿþùåì êîýôôèöèåíòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå_jXj=0Ci+1=2;j �Dnj Is+1=2i+1=2;j � Is+1=2+;j ���j = 1hi+1=2 _jXj=0 �j �Is+1=2i+1;j � Is+1=2i;j ���j == 1hi+1=2 �Ss+1=2i+1 � Ss+1=2i � = 1hi+1=2 0@�(D1U)s+1=2i+1=2hiasi � �(D1U)s+1=2i+3=2hi+1asi+1 + Sni+1c�asi+1 � Snic�asi1A == (e1U)s+1=2i�1=2 + (e2U)s+1=2i+1=2 + (e3U)s+1=2i+3=2 + en4 ;ãäå (e1)s+1=2i�1=2 = � Ds+1=21;i�1=2hi+1=2hiasi ; (e2)s+1=2i+1=2 = Ds+1=21;i+1=2hi+1=2 � 1hiasi + 1hi+1asi+1�; (e3)s+1=2i+3=2 = � Ds+1=21;i+3=2hi+1=2hi+1asi+1 ;en4 = 1c�hi+1=2 �Sni+1asi+1 � Sniasi � : Òîãäà, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå íà âòîðîì ýòàïå â âèäå�asi+1=2 + es+1=22;i+1=2�U s+1i+1=2 = 2�si+1=2Bs+1i+1=2 + ki+1=2U s+1i+1=2 + Uni+1=2c� � (e1U)s+1=2i�1=2 � (e3U)s+1=2i+3=2 � en4 ;ïîëó÷àåì ïîïðàâî÷íîå óðàâíåíèå ñ óñêîðÿþùèì êîýôôèöèåíòîì d = e2 � 0. Ïðè h = const, a == const ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèå 0 � d � 2ah2 . Åñëè äëÿ ïîòîêà â óçëå èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíîåóðàâíåíèå â P1-ïðèáëèæåíèè ïðè D1 = 1=3, òî ïîëó÷àåì (e2)s+1=2i+1=2 = 13hi+1=2 � 1hiasi + 1hi+1asi+1�.Ïðè h = const, a = const â P1-ïðèáëèæåíèè áóäåì èìåòü áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà óñêîðÿþùèéêîýôôèöèåíò, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèäèôôóçèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ: 0 � d � 23ah2 . Â îáîèõñëó÷àÿõ êîýôôèöèåíò d ïîëîæèòåëüíûé. Îäíàêî ýòîò ñïîñîá ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ ÷èñ-ëà èòåðàöèé (è äàæå íåñõîäèìîñòè èòåðàöèé) èç-çà ðàçíîñòíîé íåñîãëàñîâàííîñòè àïïðîêñèìàöèé:ïîòîêîâ � â óçëàõ, èíòåíñèâíîñòåé � â öåíòðàõ ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè.Â ðàáîòå [15] äëÿ St-ñõåìû ðàññìîòðåí âàðèàíò ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ñ ëèíåéíûì êîýôôèöèåíòîì d == 0;5h�1, çàâèñÿùèì òîëüêî îò ðàçìåðîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Òàì æå áûë ðàññìîòðåí âàðèàíò ñ àíà-ëèòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì óñêîðÿþùåãî êîýôôèöèåíòà d, êîòîðûé çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì òîëüêîîò ñâîéñòâ ñðåäû, ðàçíîñòíûõ âåëè÷èí ñåòêè � , h è íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè:d = da = �h ln�1 + haha ���1 � a; a = (c� )�1 + �+ k:Äàííûé êîýôôèöèåíò d ìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå 0 � d � 0;5h�1. Ðàñêëàäûâàÿ ëîãàðèôì âîêðåñòíîñòè 1ah < 1, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó da = 12h 1� 23ha1� 12ha .Â ðàáîòå [16] ðàññìîòðåí ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíò ìåòîäà ÂÄÝÏÔ (îáîçíà÷èì åãî ÌÂÄÝ),ó÷èòûâàþùèé ðàññåÿíèå ñ ïîïðàâêîé ki+1=22 �Is+1=2i+1=2;j � Isi+1=2;j���j. Â íåì íà ïåðâîì ýòàïå ðåøà-åòñÿ óðàâíåíèå�asi+1=2 + Ci+1=2;jDni+1=2;j � ki+1=2��j2 � Is+1=2i+1=2;j == (�B)si+1=2 + ki+1=22 �U si+1=2 ���jIsi+1=2;j�+ Ini+1=2;jc� + Ci+1=2;jIs+1=2+;j :� 7 �



À. À. ØåñòàêîâÍà âòîðîì ýòàïå ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå�asi+1=2 +Ci+1=2;jDni+1=2;j � ki+1=2��j2 � Is+1i+1=2;j == (�B)s+1i+1=2 + ki+1=22 �U s+1=2i+1=2 ���jIs+1=2i+1=2;j�+ Ini+1=2;jc� + Ci+1=2;jIs+1=2+;j :Áåç ââåäåíèÿ óñêîðÿþùåãî êîýôôèöèåíòà ýòîò âàðèàíò íàçîâåì ëèíåéíûì âàðèàíòîì ÌÂÄÝ(ËÌÂÄÝ), ñ óñêîðÿþùèì êîýôôèöèåíòîì � íåëèíåéíûì âàðèàíòîì ÌÂÄÝ (ÍÌÂÄÝ). Ïåðåõîäÿ êïîïðàâî÷íûì óðàâíåíèÿì âèäà (7) â âàðèàíòå ËÌÂÄÝ, ïîëó÷àåìu = �k2 Pj ��j�a+ CjDnj !�1 � �k ; b = 2�2 Pj ��j�a+ CjDnj !�1 � �k ;ãäå �ki+1=2 = ki+1=2 �1� 0;5 ews+1=2i+1=2�; ews+1=2i+1=2;g = Pj (��)2j Is+1=2i+1=2;jU s+1=2i+1=2 ; �asi+1=2 = 1c� + �si+1=2 + �ki+1=2. ÄëÿÍÌÂÄÝ u = �k�a+ d ; b = 2��a+ d .Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ÂÄÝÏÔ äëÿ St-ñõåìûÑíà÷àëà ðàññìîòðèì ñõîäèìîñòü ëèíåéíîé St-ñõåìû. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî h, � , �,k � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ïîëîæèì E = AB, ãäå A � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà (2) ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî T 4 è ìîæíî îöåíèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîââ íîðìå C àíàëîãè÷íî ðàáîòå [5].Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîïðàâêè �Z�i+1=2 = Zn+1i+1=2�Z�i+1=2, ãäå â êà÷åñòâå Z ôèãóðèðóþò èñêîìûåôóíêöèè I, U , B; � � ñîîòâåòñòâóþùèé èòåðàöèîííûé èíäåêñ. ÏîëîæèìÆI�j = maxi ����I�i+1=2;j��� ; ÆB� = maxi ����B�i+1=2��� ; ÆU� = maxi ����U�i+1=2��� :Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêèÆU s+1 � q1ÆU s; ÆBs+1 � q2ÆU s:Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ÂÄÝÏÔ ñõîäèòñÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.Ñíà÷àëà ïîëó÷èì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîñòîé èòåðàöèè ïåðâîãî ýòàïà. Äëÿ ïîïðàâîê èç óðàâ-íåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì �B� = qb�U�; qb = ��A+ 2�� � 12 : (9)Îòñþäà ñëåäóåò ÆB� � qbÆU�: (10)Â ñëó÷àå St-ñõåìû, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ÆIj = maxi ����Ii+1=2;j��� = maxi ����Ii;j���, ïîëó÷àåì�1 + Cja�1� ����Is+1=2i+1;j ��� � Cja�1maxi ����Is+1=2i;j ���+ 0;5�q�maxi ����Bsi+1=2���+ qk maxi ����U si+1=2���� ; (11)ãäå q� = 2�a ; qk = ka . � 8 �



Èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ: : :Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èç íåðàâåíñòâà (11) ïîëó÷àåìÆU = maxi �������Xj Ij�������� = maxi ������Xj �Ij�������� �X�maxi j�Ijj��� =Xj ÆIj��;èëè ÆU s+1=2 � q�ÆBs + qkÆU s = q0ÆU s; q0 = q�qb + qk;q0 = 2�� (�+ k) +Aka (A+ 2��) = 2�� (�+ k) +Ak2�� (�+ k) +Ak + 2�c�1 +A h(c�)�1 + �i < 1:Èç óñëîâèÿ q0 < 1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèé íà ïåðâîì ýòàïå.Â ëèíåéíîì è íåëèíåéíîì âàðèàíòàõ ÌÂÄÝ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñ çàìåíîé êîýô-ôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ k íà ìîäèôèöèðîâàííûé êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ �k.Ïåðåéäåì ê ïîëó÷åíèþ îöåíîê ñõîäèìîñòè èòåðàöèé íà âòîðîì ýòàïå. Äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ ÷ëåíûUn+1i+1=2, Bn+1i+1=2 â óðàâíåíèå (7), ïîëó÷àåìU s+1i+1=2 � Un+1i+1=2 = U s+1=2i+1=2 � Un+1i+1=2 ++ b�Bs+1i+1=2 �Bn+1i+1=2 +Bn+1i+1=2 �Bsi+1=2�+ u�U s+1=2i+1=2 � Un+1i+1=2 + Un+1i+1=2 � U si+1=2� :Ïåðåõîäÿ ê ðàçíîñòÿì �U s+1i+1=2 = Un+1i+1=2�U s+1i+1=2, �Bs+1i+1=2 = Bn+1i+1=2�Bs+1i+1=2, ìîæíî ýòî óðàâíåíèåçàïèñàòü â âèäå�U s+1i+1=2 = �U s+1=2i+1=2 + b��Bs+1i+1=2 ��Bsi+1=2�+ u��U s+1=2i+1=2 ��U si+1=2� :Èñïîëüçóÿ (9), ò. å. �Bsi+1=2 = qb�U si+1=2, �Bs+1i+1=2 = qb�U s+1i+1=2, ïîëó÷àåì(1� bqb)�U s+1i+1=2 = (1 + u)�U s+1=2i+1=2 � (bqb + u)�U si+1=2:Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ ïîïðàâîê �U s+1=2 âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà �U s+1=2 � q0�U s, èìååì(1� bqb)�U s+1i+1=2 � h(1 + u) q0 � bqb � ui�U si+1=2:Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè bqb < 1. Â ìåòîäàõ ßÂÄÝ è ÓßÂÄÝ ïðè b = 2�a+ d ïîëó÷àåìbqb = 2��2�A+ 2��2 < 1; �A = A (a+ d) + 2�� h(c�)�1 + k + di :Â ìåòîäàõ ÍÂÄÝ è ÓÍÂÄÝ ïðè b = 2�q + dbqb = 2��2�A+ 2��2 < 1; �A = A (q + d) + 2�� h(c� )�1 + di :Â ìåòîäå ÍÌÂÄÝ ïðè b = 2��a+ dbqb = 2��2�A+ 2��2 < 1; �A = A (�a+ d) + 2�� h(c�)�1 + �k + di :� 9 �



À. À. ØåñòàêîâÈñïîëüçóÿ âûòåêàþùåå èç ýòèõ âûðàæåíèé íåðàâåíñòâî 1� bqb > 0 è ïåðåõîäÿ ê ÆU , ïîëó÷àåì(1� bqb) ÆU s+1 � h(1 + u) q0 � bqb � uiÆU s;èëè â äðóãîì âèäå:ÆU s+1 � q1ÆU s; q1 = (1 + u) q0 � (bqb + u)1� bqb = 1� (1� q0) (u+ 1)1� bqb : (12)Îòñþäà äëÿ ÆB ñëåäóåò ÆBs+1 � qbÆU s+1 � qbq1ÆU s = q2ÆU s:Èç óñëîâèé 0 � q1 < 1, 0 � q2 < 1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèé íà âòîðîì ýòàïå. Íåðàâåíñòâî0 � q2 < 1 ñïðàâåäëèâî ïðè 0 � q1 < 1, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè bqb + u1 + u � q0 < 1. Ýòè íåðàâåíñòâàâñåãäà ñïðàâåäëèâû äëÿ St-ñõåìû.Îñíîâíîé âåëè÷èíîé, õàðàêòåðèçóþùåé ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäàõ, ÿâëÿ-åòñÿ êîýôôèöèåíò q1. Âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòà q1 äëÿ St-ñõåìû â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ìåòîäàÂÄÝÏÔ ñëåäóþùèå:� äëÿ ßÂÄÝ q1 = (k + d) [2�� (�+ k) +Ak]an(A+ 2��) h(c� )�1 + k + di+A�o ;� äëÿ ÍÂÄÝ q1 = d [2�� (�+ k) +Ak]an(A+ 2��) h(c� )�1 + di+A�o ;� äëÿ ÓßÂÄÝ q1 = (2��+A) (a+ d) k + 2d��2an(A+ 2��) h(c�)�1 + k + di+A�o ;� äëÿ ÓÍÂÄÝ q1 = [2�� (�+ k) +Ak] d+ �2�c�1 +Aq� kan(A+ 2��) h(c�)�1 + di+A�o ;� äëÿ ÍÌÂÄÝ q1 = ��k + d� �2�� ��+ �k�+A�k��an(A+ 2��) h(c� )�1 + �k + di+A�o ;� äëÿ ËÌÂÄÝ q1 = �k (A+ 2��) + 2��2�anhh (c� )�1 + 1i (A+ 2��) +A�ho .Â St-ñõåìå äëÿ ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ÂÄÝÏÔ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 0 � q0 < 1,0 � q1 < 1, ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿ áåçóñëîâíî ñõîäÿùèìèñÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è, ãäå èíòåíñèâ-íîñòü ñëàáî çàâèñèò îò óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: Pj j�j j Ij��j � IPj j�jj��j = I, Pj Ij��j � 2I, òîäëÿ St-ñõåìû ïîëó÷àåì d = 1hPj j�jj Ij��jPj Ij��j � 12h .Åñëè ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è áåç ðàññåÿíèÿ ïðè k = 0 è ôîðìàëüíî ïîëîæèòü âî âñåõ âàðèàí-òàõ d = 1=h, òî ðàññìîòðåííûå âàðèàíòû ìåòîäà ÂÄÝÏÔ äàþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèèòåðàöèé, êàê â ìåòîäå ÂÄÝ ñ êîýôôèöèåíòîìq1 = 2��2qn(A+ 2��) h(c�)�1 h+ 1i+A�ho :Ýòî âûðàæåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îöåíêàìè äëÿ ìåòîäà ÂÄÝ, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [5].Â çàäà÷àõ áåç ðàññåÿíèÿ äëÿ St-ñõåìû ïðè d < 1=h ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â ìåòîäåÂÄÝÏÔ âñåãäà âûøå, ÷åì â ìåòîäå ÂÄÝ, à ïðè d > 1=h ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÂÄÝ âûøå, ÷åì â� 10 �



Èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ: : :ìåòîäå ÂÄÝÏÔ. Åñëè âûáèðàòü óñêîðÿþùèé êîýôôèöèåíò ïî ôîðìóëå d = dSt = 1hPj j�jj Ij��jPj Ij��j , òîïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå 0 � d � h�1, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî q1(ÂÄÝÏÔ)<q1(ÂÄÝ).Åñëè âûáèðàòü óñêîðÿþùèé êîýôôèöèåíò ïî ôîðìóëå d = da = �h ln�1 + haha ���1�a, òî ïîëó÷àåìîãðàíè÷åíèå 0 � d � 0;5h�1.Ïðè âûáîðå óñêîðÿþùåãî êîýôôèöèåíòà ñ ó÷åòîì êâàçèäèôôóçèîííîãî êîýôôèöèåíòà ïî ôîð-ìóëå d = e2 = 2D1ah2 ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå 0 � d � 2ah2 . Åñëè âûáèðàòü óñêîðÿþùèé êîýôôèöèåíòñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà â P1-ïðèáëèæåíèè d = e2 = 23ah2 , òî ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå 0 � d � 23ah2 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â ýòèõ âàðèàíòàõ ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ah � 2âûøå, ÷åì â ìåòîäå ÂÄÝ.Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå ñðàâíåíèÿ äëÿ St-ñõåìû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòå-ðàöèé â ìåòîäå ÂÄÝÏÔ âûøå, ÷åì â ìåòîäå ÂÄÝ, âî âñåõ âàðèàíòàõ, êðîìå d = e2, ãäå îíà âûøåòîëüêî ïðè óñëîâèè ah � 2, ò. å. â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå.Äëÿ ìåòîäîâ ßÂÄÝ è ÍÂÄÝ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå q1(ÍÂÄÝ)<q1(ßÂÄÝ), ò. å. ñêîðîñòüñõîäèìîñòè íåÿâíûõ ïîïðàâî÷íûõ âàðèàíòîâ âñåãäà âûøå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÿâíûõ ïîïðàâî÷íûõâàðèàíòîâ.Â ñëó÷àå ñ ðàññåÿíèåì ñðàâíèòü âàðèàíòû ìåòîäà ÂÄÝÏÔ íå âñåãäà óäàåòñÿ, ïîýòîìó ðàññìîòðèìñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ: â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå ïðè k = const,�!1, â ÷èñòî ðàññåèâàþùåé (êîíñåðâàòèâíîé) ñðåäå ïðè k = const, �! 0 è â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷-íîé ñðåäå ïðè k ! 0, �! 0.Â ñëó÷àå îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäû ïðè óêàçàííûõ k è � äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ ìåòîäàÂÄÝÏÔ ñëåäóåò q0 ! 0, q1 ! 0, q2 ! 0. Êîýôôèöèåíòû ñõîäèìîñòè âàðèàíòà ÍÂÄÝ äëÿ St-ñõåìû â äâóõ äðóãèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëåäóþùèå: äëÿ ÷èñòî ðàññåèâàþùåé ñðåäû q0 ! c�k1 + c�k ,q1 ! c2�2dk1 + c� (k + d) + c2�2dk , q2 ! 0; äëÿ îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäû q0 ! 1, q1 ! c�d1 + 0;5cA+ c�d ,q2 ! 0;5q1.Òàêèì îáðàçîì, â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÍÂÄÝ ìàêñèìàëüíà, à â îïòè-÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå � ìèíèìàëüíà è çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà d, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèòîò øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå. Íàèõóäøàÿ ñõîäèìîñòü íàñòóïàåò â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäåïðè î÷åíü ìåëêèõ øàãàõ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå. Âûõîäîì èç ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷å-íèå øàãà ïî âðåìåíè, òàê êàê ïðè � ! 0 ïîëó÷àåì q1 ! 0. Ýòè ñâîéñòâà ïðèñóùè âñåì âàðèàíòàììåòîäà ÂÄÝÏÔ, êðîìå ÍÂÄÝ è ÓÍÂÄÝ ñ êîýôôèöèåíòîì d = e2, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ âîïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå.Êîýôôèöèåíòû q1 äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðèâåäåíû â òàáë. 1, 2 äëÿ îïòè÷åñêèïëîòíîé è êîíñåðâàòèâíîé ñðåä. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû îöåíêè êîýôôèöèåíòà q1 äëÿìåòîäà ÂÄÝ èç ðàáîòû [5].Â òàáë. 1 ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:q1 = c�=h1 + 0;5cA+ c�=h ; qí = c�d1 + 0;5cA+ c�d ;qÿ = c� (d+ k)1 + 0;5cA + c� (d+ k) ; �qÿ = c� �d+ �k�1 + 0;5cA+ c� �d+ �k� :Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäû èç íåðàâåíñòâà d < d + �k < d + k ñëåäó-åò qí(ÍÂÄÝ)=qí(ÓÍÂÄÝ)<�qÿ(ÍÌÂÄÝ)<qÿ (ßÂÄÝ)=qÿ(ÓßÂÄÝ). Òàêæå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîqí(ÍÂÄÝ)<q1(ËÌÂÄÝ). Ïðè �k+d < h�1 �qÿ(ÍÌÂÄÝ)<q1(ËÌÂÄÝ). Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îïòè-÷åñêè ïëîòíîé ñðåäû âàðèàíòû ÍÂÄÝ è ÓÍÂÄÝ ïðè d = e2 ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå áûñòðîñõîäÿùèìèñÿ.� 11 �



À. À. ØåñòàêîâÒàáëèöà 1Êîýôôèöèåíò q1 â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäåäëÿ St-ñõåìûÌåòîä d = dSt d = da ! 1=(2h) d = e2 ! 0ÂÄÝ q1 q1 q1ßÂÄÝ qÿ qÿ qÿÓßÂÄÝ qÿ qÿ qÿÍÂÄÝ qí qí 0ÓÍÂÄÝ qí qí 0ÍÌÂÄÝ �qÿ �qÿ �qÿËÌÂÄÝ q1 q1 q1
Òàáëèöà 2Êîýôôèöèåíò q1 â êîíñåðâàòèâíîé ñðåäå äëÿSt-ñõåìûÌåòîä d = dSt d = da d = e2ÂÄÝ q1 q1 q1ßÂÄÝ qÿ qÿ qÿÓßÂÄÝ qó qó qóÍÂÄÝ qí qí qíÓÍÂÄÝ qó qó qóÍÌÂÄÝ �qÿ �qÿ �qÿËÌÂÄÝ �q1 �q1 �q1Â òàáë. 2 ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:q1 = qó c�=h1 + c�=h ; �q1 = �qó c�=h1 + c�=h ; qó = c�k1 + c�k ; �qó = c��k1 + c��k ;qí = qó c�d1 + c�d ; qÿ = qó c� (k + d)1 + c� (k + d) ; �qÿ = �qó c� ��k + d�1 + c� ��k + d� :Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ÷èñòî ðàññåèâàþùåé ñðåäû èç íåðàâåíñòâà d < d+ �k < d+ k ñëåäó-åò qí(ÍÂÄÝ)<qÿ(ßÂÄÝ)<qó(ÓÍÂÄÝ)=qó(ÓßÂÄÝ). Óñëîâèå qí(ÍÂÄÝ)<�q1(ËÌÂÄÝ) âûïîëíÿåòñÿòîëüêî ïðè óñëîâèè ��kk (1� dh)� �k � �k� d� c�h > kd � �kh�1, ò. å. â îäíèõ ñëó÷àÿõ áîëåå áûñòðóþñõîäèìîñòü ìîæåò äàâàòü ËÌÂÄÝ, à â äðóãèõ � ÍÂÄÝ. Ïðè �k + d < h�1 ÍÌÂÄÝ ìîæåò äàâàòüáîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü, ÷åì ËÌÂÄÝ, ò. å. �qÿ(ÍÌÂÄÝ)<�q1(ËÌÂÄÝ).Ñõîäèìîñòü ÂÄÝÏÔ äëÿ íåëèíåéíîé TVD-ñõåìûÏîëó÷èì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîñòîé èòåðàöèè ïåðâîãî ýòàïà äëÿ íåëèíåéíîé TVD-ñõåìû. ÏîTVD-ðåêîíñòðóêöèè ìîæíî çàìåíèòü â ñèñòåìå (2) Is+1=2+;j íà D�Is+1=2�;j èç ïðåäûäóùåé â áåãóùåìñ÷åòå ÿ÷åéêè:�a+ CjDni+1=2;j� Is+1=2i+1=2;j = �Bsi+1=2 + k2U si+1=2 + Ini+1=2;jc� + CjD�Is+1=2�;j ;ãäå D�Is+1=2�;j = Dni�1=2;jIs+1=2i�1=2;j ; Dni�1=2 = 1 + L��Ini�3=2;�Ini�1=2�2Ini�1=2 ïðè � > 0;D�Is+1=2�;j = Dni+3=2;jIs+1=2i+3=2;j ; Dni+3=2 = 1� L��Ini+1=2;�Ini+3=2�2Ini+3=2 ïðè � < 0:Ïåðåõîäÿ ê ïîïðàâêàì, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå�a+ CjDni+1=2;j��Is+1=2i+1=2;j = ��Bsi+1=2 + k2�U si+1=2 + CjD��Is+1=2�;j :Äëÿ TVD-îãðàíè÷èòåëåé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 � Dmin � Di+1=2;j � Dmax. Íàïðèìåð, äëÿîãðàíè÷èòåëÿ minmod èìååì 0;5 � Di+1=2;j � 1;5; äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ ×àêðàâàòè�Îøåðà ïðè Æ == 1=3, � = 3 èìååì 1=6 � Di+1=2;j � 13=6. Ïðè D = 1 ñõåìà (2) ñîâïàäàåò ñ St-ñõåìîé. Ïåðåõîäÿ êìîäóëÿì ïîïðàâîê, ïîëó÷àåì����a+ CjDi+1=2;j��Is+1=2i+1=2;j��� � CjDmaxmaxi ����Is+1=2i+1=2;j���+ �maxi ����Bsi+1=2���+ 0;5kmaxi ����U si+1=2��� ;� 12 �



Èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ: : :èëè ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé(a� Cj�D) ÆIs+1=2j � �ÆBs + 0;5kÆU s; �D = Dmax �Dmin � 0:Ïðè a � Cj�D � 0 ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà, ò. å. äëÿ ëþáûõ TVD-îãðàíè÷èòåëåé.Ïðè a � Cj�D > 0 ïîëó÷àåì ÆIs+1=2j � �ÆBs + 0;5kÆU sa� Cj�D . Ñóììèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî �, ïå-ðåõîäèì ïðè a � Cj�D > 0 ê ÆU = Pj ÆIj��j è, ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (9), (10) è íåðàâåíñòâî2a �Pj ��ja� j�j j�Dh�1 � 2a��Dh�1 , ïîëó÷àåì äëÿ íåëèíåéíîé ñõåìûÆU s+1=2 � 2�ÆBs + kÆU sa��Dh�1 � q0ÆU s; q0 = 2�� (�+ k) +Ak(a��Dh�1) (A+ 2��) � 0:Èç óñëîâèÿ q0 < 1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèé íà ïåðâîì ýòàïå.Èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè q0 < 1 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî, äàþùåå îãðàíè÷åíèå íà � :�2�Dc�2�h + � �Ac��Ac�Dh + 2��+A > 0: (13)Ïðè íàðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿìîæíî îáåñïå÷èòü óìåíüøåíèåì øàãà ïî âðåìåíè, òàê êàê ïðè � ! 0 ïîëó÷àåì èç íåðàâåíñò-âà (13) óñëîâèå A > 0, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. Ïðè �D = 0 íåðàâåíñòâî (13) âûïîëíÿåòñÿïðè ëþáîì � . Ýòî ñïðàâåäëèâî, íàïðèìåð, äëÿ St-ñõåìû. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïî ñõåìå (2) èçìå-íåíèå êîýôôèöèåíòà D â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ îáû÷íî íåçíà÷èòåëüíî, ò. å. Di+1=2�Di�1=2 � 0, ïîýòîìóóñëîâèå (13) íå ÿâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì.Â ñëó÷àå îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäû èç óñëîâèÿ (13) ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèå íà øàãè ïî âðåìåíèè ïðîñòðàíñòâó c�h < 1�D . Â ñëó÷àå îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäû c�h < Ac+ 22 1�D .Ñõîäèìîñòü èòåðàöèé íà âòîðîì ýòàïå ñëåäóåò èç óñëîâèé 0 � q1 < 1, 0 � q2 < 1. Íåðàâåíñòâî0 � q2 < 1 ñïðàâåäëèâî ïðè 0 � q1 < 1, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè bqb + u1 + u � q0 < 1. Èç ýòîãîíåðàâåíñòâà äëÿ ñõåìû (2) ïîëó÷àåì óñëîâèå, äàþùåå îãðàíè÷åíèå íà � :� ��bA+ 2�� + u� (1 + u)�1 � 2�� (�+ k) +Ak(a��Dh�1) (A+ 2��) < 1: (14)Â ëèíåéíîì è íåëèíåéíîì âàðèàíòàõ ÌÂÄÝ ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ñ çàìåíîé êîýô-ôèöèåíòà ðàññåÿíèÿ k íà ìîäèôèöèðîâàííûé êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ �k.Èç óñëîâèé (13), (14) âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñõåìû (2) çàâèñèò îò �D, ò. å. îò òèïàTVD-îãðàíè÷èòåëåé, èñïîëüçóåìûõ â ñõåìå. Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (14) ìåòîä ÂÄÝÏÔ äëÿ íåëè-íåéíîé TVD-ñõåìû ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ. Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìåòîäà ÂÄÝ. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿîáåñïå÷åíèÿ óñëîâèé ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðèõîäèòñÿ óìåíüøàòü øàã ïî âðåìåíè.Èç óñëîâèÿ (14) äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:� äëÿ ßÂÄÝ � ��A+ 2�� 2�a+ d + ka+ d��1 + ka+ d��1 � 2�� (�+ k) +Ak(a��Dh�1) (A+ 2��) < 1;� äëÿ ÓßÂÄÝ 2��2(a+ d) (A+ 2��) � 2�� (�+ k) +Ak(a��Dh�1) (A+ 2��) < 1;� äëÿ ÍÂÄÝ 2�� (�+ k) +Ak(a+ d) (A+ 2��) � 2�� (�+ k) +Ak(a��Dh�1) (A+ 2��) < 1;� äëÿ ÓÍÂÄÝ 2��2(q + d) (A+ 2��) � 2�� (�+ k) +Ak(a��Dh�1) (A+ 2��) < 1;� 13 �



À. À. Øåñòàêîâ� äëÿ ÍÌÂÄÝ � 2��2A+ 2�� + �k���a+ d+ �k��1 � 2�� ��+ �k�+A�k(�a��Dh�1) (A+ 2��) < 1.Âñå ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè óñëîâèè (13), ò. å. ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïåðâîãî ýòàïà.Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè íåëèíåéíîé ñõåìû íà âòîðîì ýòàïå ìåòîä ÂÄÝÏÔ íå äîáàâëÿ-åò äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ñõîäèìîñòü âñåãî èòåðàöèîííîãî öèêëà. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûåðàñ÷åòû, óñëîâèå (13) íå ÿâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì, òàê êàê ñèëüíî çàâûøåíî, è ÷èñëî èòåðàöèé âíåëèíåéíîé ñõåìå (2) íå ïðåâûøàåò ÷èñëà èòåðàöèé â St-ñõåìå.Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòà q1 äëÿ íåëèíåéíîé ñõåìû (2) â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ìåòîäàÂÄÝÏÔ:� äëÿ ßÂÄÝ q1 = [2�� (�+ k) +Ak] �d+ k +�Dh�1�(a��Dh�1) [(A+ 2��) (1=c� + k + d) +A�] ;� äëÿ ÍÂÄÝ q1 = [2�� (�+ k) +Ak] �d+�Dh�1�(a��Dh�1) [(A+ 2��) (1=c� + d) +A�] ;� äëÿ ÓßÂÄÝ q1 = 2��2 �d+�Dh�1�+ (2��+A) (a+ d) k(a��Dh�1) [(A+ 2��) (1=c� + k + d) +A�] ;� äëÿ ÓÍÂÄÝ q1 = [2�� (�+ k) +Ak] d+ �2�c�1 +Aq� k + 2��2�Dh�1(a��Dh�1) [(A+ 2��) (1=c� + d) +A�] ;� äëÿ ÍÌÂÄÝ q1 = �2�� ��+ �k�+A�k� �d+ �k +�Dh�1�(�a��Dh�1) �(A+ 2��) �1=c� + �k + d�+A�� .Â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäå äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ âûïîëíÿåòñÿ q1 ! 0. Êîýôôèöèåíòû q1 â êîí-ñåðâàòèâíîé è ïëîòíîé ñðåäàõ äëÿ TVD-ñõåìû ïðèâåäåíû â òàáë. 3, 4.Â òàáë. 3 ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:dTVD = Pj j�jjDjIj��jhPj Ij��j ; qí = c� �d+�Dh�1�1 + 0;5cA+ c�d ;qÿ = c� �d+ k +�Dh�1�1 + 0;5cA + c� (d+ k) ; �qÿ = c� �d+ �k +�Dh�1�1 + 0;5cA+ c� �d+ �k� :Èç òàáë. 3 íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäû ñõîäèìîñòü èòåðàöèé åñòü âîâñåõ âàðèàíòàõ ïðè c�h < Ac+ 22 1�D . Íàèáîëåå áûñòðîñõîäÿùèìèñÿ ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòûÍÂÄÝ è ÓÍÂÄÝ ïðè d = e2.Â òàáë. 4 ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:qí = qó c�d+�Dc�=h1 + c�d ; qó = c�k1 + c�k ��Dc�=h ; �qó = c��k1 + c��k ��Dc�=h ;qÿ = qó c� (k + d) + �Dc�=h1 + c� (k + d) ; �qÿ = �qó c� ��k + d�+�Dc�=h1 + c� ��k + d� :Òàáëèöà 3Êîýôôèöèåíò q1 â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäåäëÿ TVD-ñõåìûÌåòîä d = dTVD d = da ! 1=(2h) d = e2 ! 0ßÂÄÝ qÿ qÿ qÿÓßÂÄÝ qÿ qÿ qÿÍÂÄÝ qí qí 0ÓÍÂÄÝ qí qí 0ÍÌÂÄÝ �qÿ �qÿ �qÿ
Òàáëèöà 4Êîýôôèöèåíò q1 â êîíñåðâàòèâíîé ñðåäå äëÿTVD-ñõåìûÌåòîä d = dTVD d = da d = e2ßÂÄÝ qÿ qÿ qÿÓßÂÄÝ qó qó qóÍÂÄÝ qí qí qíÓÍÂÄÝ qó qó qóÍÌÂÄÝ �qÿ �qÿ �qÿ� 14 �



Èññëåäîâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ: : :Èç òàáë. 4 íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîé ñðåäû ñõîäèìîñòü èòåðàöèé åñòü âîâñåõ âàðèàíòàõ ïðè c�h < 1�D . Èç íåðàâåíñòâ d < d + �k < d + k ñëåäóåò, ÷òî íåÿâíûå âàðèàíòûÍÂÄÝ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå áûñòðîñõîäÿùèìèñÿ.Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Âñå ðàññìîòðåííûå âàðèàíòû ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, ÷òî âèäíîèç òåîðåòè÷åñêèõ îöåíîê êîýôôèöèåíòà q1, íî íåÿâíûå âàðèàíòû ÍÂÄÝ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëååáûñòðîñõîäÿùèìèñÿ.2. Äëÿ ëèíåéíîé St-ñõåìû äîêàçàíà áåçóñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ÂÄÝÏÔ.3. Â ñëó÷àå áåç ðàññåÿíèÿ äëÿ St-ñõåìû ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàíòû ìåòîäà ÂÄÝÏÔ ïðè d = dSt,d = da, d = 12h ñõîäÿòñÿ áûñòðåå ìåòîäà ÂÄÝ.4. Ìåòîä ÂÄÝÏÔ ïðè d = e2 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áûñòðîñõîäÿùèìñÿ â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå èñõîäèòñÿ áûñòðåå ìåòîäà ÂÄÝ ïðè óñëîâèè ah � 2.5. Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà ÂÄÝÏÔ â TVD-ñõåìå çàâèñèò îò òèïàîãðàíè÷èòåëåé, èñïîëüçóåìûõ â ñõåìå.Õîòÿ ìåòîäû ÂÄÝ è ÂÄÝÏÔ áëèçêè ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé, îáîáùåíèå àëãîðèòìàÂÄÝÏÔ ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ íà íåîðòîãîíàëüíûå ñåòêè ïðîõîäèò ëåã÷å, ïîýòîìó åãî èñïîëüçî-âàíèå â ìíîãîìåðíûõ ãåîìåòðèÿõ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Íåçàâèñèìî îò ãåîìåòðèè â ìåòîäå ÂÄÝÏÔíåîáõîäèìî íàõîäèòü îäèí óñêîðÿþùèé êîýôôèöèåíò â öåíòðå êàæäîé ÿ÷åéêè. Â ìåòîäå ÂÄÝ íåîá-õîäèìî íàêàïëèâàòü è õðàíèòü äâå ñóììû ïî íàïðàâëåíèÿì: îäíà ñóììà ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîìïðè ôóíêöèè Ïëàíêà, âòîðàÿ ñóììà ñîáèðàåòñÿ èç èíòåíñèâíîñòåé íà âñåõ îñâåùåííûõ ãðàíÿõ âêàæäîé ÿ÷åéêå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Schmidt E. Au�osung der allgemeiner linearen integralgleichungen // Math Ann. 1907. Vol. 64. P.161.2. Ëåáåäåâ Â. È. Î ÊÐ-ìåòîäå óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ // ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.: Íàóêà, 1966.3. Kopp H. J. Synthetic method solution of the transport equation // Nucl. Sci. Eng. 1963. Vol. 17.P. 65.4. Adams M. L., Larsen E. W. Fast iterative methods for discrete-ordinates particle transport calcula-tions // Progress in Nuclear Energy. 2002. Vol. 40, No 1. P. 3�159.5. Ãóñåâ Â. Þ., Êîçìàíîâ Ì. Þ., Ðà÷èëîâ Å. Á. Ìåòîä ðåøåíèÿ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé,àïïðîêñèìèðóþùèõ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåíîñà è äèôôóçèè èçëó÷åíèÿ // Æóðíàë âû÷èñë.ìàò. è ìàò. ôèç. 1984. Ò. 24, � 12. Ñ. 1842�1849.6. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Î äâóõ ïîäõîäàõ ê óñêîðåíèþ èòåðàöèé ïðè ÷èñëåííîì ðå-øåíèè óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì "Ðîìá" // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè.Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1989. Âûï. 3. Ñ. 56�65.7. Ãàäæèåâ À. Ä., Ñåëåçíåâ Â. Í., Øåñòàêîâ À. À. DSn-ìåòîä ñ èñêóññòâåííîé äèññèïàöèåéè ÂÄÌ-ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàòåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè // Òàì æå. 2003. Âûï. 4. Ñ. 33�46.8. Ãàäæèåâ À. Ä., Êîíäàêîâ È. À., Øåñòàêîâ À. À. ÂÄÝ-ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé äëÿ óðàâ-íåíèÿ ïåðåíîñà íåéòðîíîâ // Òàì æå. 2008. Âûï. 3. Ñ. 19�31.� 15 �
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