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ÓÄÊ 514.86+517.95ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÈÇÎÁÀÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÅ×ÅÍÈÉÈÄÅÀËÜÍÎÉ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÂ. Å. Øåìàðóëèí(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ypaâíeíèé, oïècûâaþùèx òðåõìåðíûå èçoáapè÷ecêèe òe÷eíèÿèäeaëüíoé íecæèìaeìoé æèäêocòè, èñïîëüçóþòñÿ ïðîñòûå ãåîìåòpè÷ecêèå ñîîáðàæå-íèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ oáùåå peøeíèå ýòèõ ypaâíeíèé è óñòàíàâëèâàåòñÿ ãeo-ìeòpè÷ecêàÿ ïðè÷èíà èõ èíòeãpèpyeìocòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èäeaëüíaÿ íecæèìaeìaÿ æèäêocòü, èçoáapè÷ecêèe òe÷eíèÿ, äèô-ôepeíöèaëüíûe ôopìû, accoöèèpoâaííîå ðàcïpeäeëeíèå, ïoëíàÿ èíòeãpèpyeìocòü, oá-ùåe peøeíèå ypaâíeíèé èçoáapè÷ecêèõ òe÷eíèé.ÂâåäåíèåÂ êîíöå ïðîøëîãî âåêà îïóáëèêîâàí ðÿä paáoò, ïîñâÿùåííûõ èíòåãðèðîâàíèþ cècòeìû ypaâíe-íèé, oïècûâaþùeé èçoáapè÷ecêèe (èíepöèoííûe) òe÷eíèÿ ãaça è èäeaëüíoé (íeâÿçêoé) íecæèìaeìoéæèäêocòè [1�6] (äàëåå èçoáapè÷ecêèe òe÷eíèÿ). Â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà ýòà ñèñòåìà èìååò ñëåäóþùèéâèä: ~ut + (~u � r) ~u = 0;div~u = 0;ãäå ~u � ~u (~x; t) � ïîëå âåêòîðà ñêîðîñòè. Â èçoáapè÷ecêèõ òe÷eíèÿõ äaâëeíèe òoæäecòâeíío ïocòoÿí-íî, â cèëy ÷eão ÷acòèöû ãaça (æèäêocòè) äâèæyòcÿ c ïocòoÿííûìè cêopocòÿìè. Ïîýòîìó äàííàÿcècòeìa ypaâíeíèé oïècûâaeò òàêæå oäíoïapaìeòpè÷ecêèe ëèíeé÷aòûe ceìeécòâa oòoápaæeíèé eâ-êëèäoâa ïpocòpaícòâaR3(R2), coxpaíÿþùèx oáúeì, â ceáÿ è, cëeäoâaòeëüío, ïpeäcòaâëÿeò ãeoìeòpè-÷ecêèé èíòepec. Ýòà cècòeìa èìeeò è caìocòoÿòeëüíoe çía÷eíèe êaê ïpèìep cèëüío íeëèíeéíoécècòåìû, èíòeãpèpyeìoé ýëeìeíòapíûìè ìeòoäaìè.Heêoòopûe ÷acòíûe peøeíèÿ ypaâíeíèé èçoáapè÷ecêèõ òe÷eíèé îïyáëèêoâaíû â [4�7]. Â [2, 3]*òðàäèöèîííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íaéäeíî oáùee peøeíèe ýòèõ ypaâíeíèé. Îíî çaïècû-âaeòcÿ íeÿâío â âèäe cècòeìû òpex (â äâyìepíoì cëy÷ae äâyx) ôyíêöèoíaëüíûx ypaâíeíèé äëÿêoìïoíeíò âeêòopa cêopocòè, coäepæaùèx òpè (â äâyìepíoì cëy÷ae äâe) ïpoèçâoëüíûe ôyíêöèè.B íacòoÿùeé paáoòe ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå òðåõìåðíûå èçîáàðè÷åñêèå òå÷å-íèÿ. Îáùåå peøeíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåòñÿ èç ãeoìeòpè÷ecêèõ ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå ïîç-âîëÿþò íå òîëüêî ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ, íî è óñòàíîâèòü ïðè÷èíó èõ èíòeãpèpyeìocòè.Cècòeìe äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé coïocòaâëÿåòñÿ ýêâèâaëeíòíaÿ cècòeìa âíeøíèx ypaâíeíèé.Ïoêaçàíî, ÷òo èíòeãpèpyeìocòü ècxoäíoé äèôôepeíöèaëüíîé cècòeìû oáycëoâëeía paçëoæèìocòüþcooòâeòcòâyþùèx âíeøíèx ôopì è ïoëíoé èíòeãpèpyeìocòüþ accoöèèpoâaííîãî c ýòèìè ôopìaìèpacïpeäeëeíèÿ. Âñå ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ óðàâíåíèé äâóìåðíûõ èçîáàðè÷åñêèé òå÷åíèé, íî èõ*Õðîíîëîãè÷åñêè ïåðâîé, íî ìåíåå óäà÷íîé ïóáëèêàöèåé, ïîñâÿùåííîé èíòåãðèðîâàíèþ ýòèõ óðàâíåíèé, áûëàðàáîòà [1]. � 66 �



Ãåîìåòðè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé òðåõìåðíûõ èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé : : :èíòeãpèpîâàíèå ýëåìåíòàðíî è çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå àëãåáðàè÷åñêèå èãåîìåòðè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ìîæíî íàéòè â [8�10].1. Óðàâíåíèÿ èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõÏycòü ~� = (�; �; �) � ëaãpaíæeâû êoopäèíaòû ÷acòèö æèäêocòè (ãaça), ò. e. çía÷eíèÿ ïpÿìoy-ãoëüíûõ äeêapòoâûõ êoopäèíaò ~x = (x; y; z) (ïepeìeííûõ Ýéëepa) ýòèx ÷acòèö â íà÷aëüíûé ìoìeíòâpeìeíè t = 0: ~� = ~x (0). Â èçîáàðè÷åñêîì òå÷åíèè ñêîðîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ~�: ~u = ~u�~��,~u = (u; v; w). Ñâÿçü ýéëåðîâûõ è ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì~x = ~� + ~u�~�� t: (1)Â ïepeìeííûx Ëàãðàíæà èçîáàðè÷åñêèå òå÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé cècòeìîé ypaâíeíèéäëÿ ïoëÿ cêopocòeé ~u = ~u�~�� [7, 2, 3]:��������� u� u� u�v� v� v�w� w� w� ��������� = 0; (2)������ u� u�v� v� ������+ ������ u� u�w� w� ������+ ������ v� v�w� w� ������ = 0; (3)u� + v� + w� = 0: (4)2. Ãåîìåòðè÷åñêèé âûâîä ôîðìóë îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèéâ ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõB ocíoâe ãeoìeòpè÷ecêoão ïoäxoäa ê èíòåãðèðîâàíèþ äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé ëeæèò ïå-ðåõîä oò ècxoäíoé cècòeìû äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèé ê ýêâèâaëeíòíoé cècòeìe âíeøíèx ypaâ-íeíèé ía ìíoãooápaçèè íeçaâècèìûx è çaâècèìûx ïepeìeííûx. B ðàññìàòðèâàåìoì cëy÷ae ìío-ãooápaçèeì, ía êoòopoì paccìaòpèâaþòcÿ äèôôepeíöèaëüíûe ôopìû, ÿâëÿeòcÿR6 �~�; ~u�. Bíeøíÿÿcècòeìa, ýêâèâaëeíòíaÿ cècòeìe (2)�(4), èìeeò âèä!1 = du ^ dv ^ dw = 0; (5)!2 = du ^ dv ^ d� � du ^ dw ^ d� + dv ^ dw ^ d� = 0; (6)!3 = du ^ d� ^ d� + d� ^ dv ^ d� + d� ^ d� ^ dw = 0: (7)Îáoáùeííûì peøeíèeì âíeøíeé cècòeìû (5)�(7) áyäeì íaçûâaòü ëþáoe òpexìepíoe ãëaäêoe ïoä-ìíoãooápaçèe < âR6 �~�; ~u�, ía êoòopoì !1j< = 0, !2j< = 0, !3j< = 0: Oáoáùeííoe peøeíèe, äèôôeo-ìopôío ïpoeêòèpyþùeecÿ (âoçìoæío, ëoêaëüío) ía R3 �~��, íaçûâaeòcÿ oáû÷íûì (â cooòâeòcòâyþ-ùeé oêpecòíocòè) peøeíèeì ýòoé cècòeìû. Oáû÷íoe peøeíèe ìoæeò áûòü çaäaío ypaâíeíèÿìè< : 8>>><>>>: u = u (�; �; �) ;v = v (�; �; �) ;w = w (�; �; �) : (8)� 67 �



Â. Å. ØåìàðóëèíËeãêo âèäeòü, ÷òo oãpaíè÷eíèÿ ôopì !i, i = 1; 2; 3, ía peøeíèe (8) èìeþò âèä!1j< = ��������� u� u� u�v� v� v�w� w� w� ��������� d� ^ d� ^ d�;!2j< = 0@������ u� u�v� v� ������+ ������ u� u�w� w� ������+ ������ v� v�w� w� ������1Ad� ^ d� ^ d�;!3j< = (u� + v� + w�) d� ^ d� ^ d�:Ïoýòoìy êaæäoe oáû÷íoe peøeíèe cècòeìû (5)�(7) ÿâëÿeòcÿ peøeíèeì cècòeìû (2)�(4) è íaoáopoò.B ýòoì cìûcëe è ïoíèìaeòcÿ ýêâèâaëeíòíocòü ýòèx cècòeì.Paâeícòâo (5) è ýêâèâaëeíòíoe eìy paâeícòâo (2) oçía÷aþò ëèíeéíyþ çaâècèìocòü äèôôepeí-öèaëoâ du, dv, dw è çaâècèìocòü ôyíêöèé u, v, w. Paccìoòpèì ïocëeäoâaòeëüío òðè âoçìoæíûõcëy÷aÿ, îòëè÷àþùèåñÿ paíãîì ìaòpèöû ßêoáè J = @ (u; v; w)@ (�; �; �) : rk J = 0; 1; 2. Ïpè ýòoì áyäeìpaccìaòpèâaòü oáëacòè òe÷eíèÿ, â êoòopûx paíã èìeeò ïocòoÿííoe çía÷eíèe.1) rk J = 0. B ýòoì cëy÷ae ~u = const è òe÷eíèe ïocòoÿíío.2) rk J = 1. B ýòoì cëy÷ae äâe êoìïoíeíòû âåêòîðà cêopocòè ÿâëÿþòcÿ ôyíêöèÿìè òpeòüeé �òe÷eíèe ÿâëÿeòcÿ ïpocòoé âoëíoé (èëè òe÷eíèåì paíãa 1).Ïycòü äëÿ oïpeäeëeííocòè v = v (u), w = w (u). Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå M4 � R6 �~�; ~u�,çàäàííîå óðàâíåíèÿìè M4 : 8<: v = v (u) ;w = w (u) : (9)Óðàâíåíèÿ (5) è (6) âûïîëíåíû àâòîìàòè÷åñêè, ò. å. äëÿ ëþáûõ çàâèñèìîñòåé (9). Óðàâíåíèå (7)ïðèíèìàåò âèä (ïîñëå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîãîîáðàçèå M4)!3jM4 = du ^ �d� ^ d� � v0 (u) d� ^ d� + w0 (u) d� ^ d�� = 0: (10)Bòopoé âíeøíèé ìíoæèòeëü â (10) ìoæío paccìaòpèâaòü êaê 2-ôopìy ía òpexìepíoì ìíoãooápa-çèè R3 �~��, c÷èòaÿ u ïapaìeòpoì. Xopoøo èçâecòío, ÷òo ëþáaÿ (n � 1)-ôopìa ía ìíoãooápaçèèpaçìepíocòè n paçëoæèìa [8, 9]. Ïpè ýòoì cyùecòâyeò êaíoíè÷ecêèé cïocoá paçëoæeíèÿ: paçëoæè-ìaÿ ôopìa c òo÷íocòüþ äo "ïocòoÿííoão" ìíoæèòeëÿ ÿâëÿeòcÿ âíeøíèì ïpoèçâeäeíèeì ýëeìeíòoâëþáoão áaçèca câoeão paíãoâoão ïpocòpaícòâa [9]. Paccìoòpèì áoëee oáùyþ 2-ôîðìó. Ïycòüe! = � d� ^ d� + � d� ^ d� +  d� ^ d�: (11)Ecëè � = 0, òo paçëoæeíèe o÷eâèäío: e! = d� ^ (� d� +  d�). Ecëè � 6= 0, òo e! ìoæío paçëoæèòü,íaïpèìep, òaê: e! = ��1 (� d� + � d�) ^ (� d� �  d�) : (12)Äëÿ oïècaíèÿ âcex âoçìoæíûx paçëoæeíèé äocòaòo÷ío paccìoòpeòü paíãoâoe ïpocòpaícòâo <Pe!ôopìû e! è ïepe÷ècëèòü âce eão áaçècû. Accoöèèpoâaííûe êoâeêòopû [9] (1-ôopìû) ôopìû e! ÿâëÿ-þòcÿ ëèíeéíûìè êoìáèíaöèÿìè cëeäyþùèx êoâeêòopoâ:�1 = @�y e! = � d� +  d�; �2 = @�y e! = � d� �  d�; �3 = @�y e! = �� d� � � d�:Cëeäoâaòeëüío, paíãoâoe ïpocòpaícòâo ÿâëÿeòcÿ ëèíeéíoé oáoëo÷êoé êoâeêòopoâ �i, i = 1; 2; 3:<Pe! = h�1; �2; �3i : Ëeãêo âèäeòü, ÷òo ôopìû �i ëèíeéío çaâècèìû: ��1 � ��2 + �3 = 0. Ïpè� 68 �



Ãåîìåòðè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé òðåõìåðíûõ èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé : : :ýòoì, ïocêoëüêy � 6= 0, �2 è �3 ëèíeéío íeçaâècèìû è <Pe! = h�2; �3i. Áaçèc f�2; �3g ïpèâoäèò êpaçëoæeíèþ (12).B cëy÷ae, êoãäa paccìaòpèâaeòcÿ ôopìa (10), � = 1, � = �v0 (u),  = w0 (u) è èç (12) cëeäyåò!3jM4 = du ^ �d� � v0 (u) d�� ^ �d� � w0 (u) d�� = 0:Ïocëeäíee paâeícòâo, o÷eâèäío, ìoæeò áûòü ïepeïècaío â âèäe!3jM4 = du ^ d �� � v0 (u) �� ^ d �� �w0 (u) �� = 0: (13)Cëeäoâaòeëüío, ôyíêöèè u, � � v0 (u) �, � � w0 (u) � çaâècèìû:H�u; � � v0 (u) �; � � w0 (u) �� = 0; (14)ãäå H � ïpoèçâoëüíaÿ ãëaäêaÿ ôyíêöèÿ. Ïocêoëüêy â paccìaòpèâaeìoì cëy÷ae u 6= const (â ïpoòèâ-íoì cëy÷ae ~u = const), áeç oãpaíè÷eíèÿ oáùíocòè oáùee peøeíèe ypaâíeíèÿ (13) ìoæío çaïècaòü ââèäe � � w0 (u) � = ' �u; � � v0 (u) �� ; (15)ãäå ' � ïpoèçâoëüíaÿ ãëaäêaÿ ôyíêöèÿ.Taêèì oápaçoì, ìíoæecòâo ïpocòûx âoëí (oáùee peøeíèe paíãa 1) cyùecòâeíío çaâècèò oò äâyxïpoèçâoëüíûx ôyíêöèé oäíoão apãyìeíòa è oäíoé ïpoèçâoëüíoé ôyíêöèè äâyx apãyìeíòoâ. Oò-ìeòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå â âèäå (14), (15) ïîëó÷åíî â [3, 4].3) rk J = 2. B ýòoì cëy÷ae oäía èç êoìïoíeíò âåêòîðà cêopocòè ÿâëÿeòcÿ ôyíêöèeé äâyx äpyãèx �òe÷eíèå ÿâëÿåòñÿ äâoéíîé âoëíîé (èëè òe÷eíèåì paíãa 2).Â äaííoì cëy÷ae ôyíêöèoíaëüíaÿ çaâècèìocòü ìeæäy u, v, w ìoæeò áûòü çàïèñàíà â ñèììåòðè÷-íîì âèäå G (u; v; w) = 0 (16)c ïpoèçâoëüíoé ãëaäêoé ôyíêöèeé G, ïoä÷èíeííoé eäèícòâeííoìy ycëoâèþ: r~uG 6= ~0 íè â oäíoéòo÷êe â paccìaòpèâaeìoé oáëacòè òe÷eíèÿ. Áeç oãpaíè÷eíèÿ oáùíocòè ìoæío c÷èòaòüGw 6= 0. Toãäaèç (16) ïoëy÷aeì, ÷òo ía ìíoãooápaçèè M5 � R6 �~�; ~u� (dimM5 = 5), çaäaííoì ypaâíeíèeì (16),dw = �GuGwdu � GvGw dv. Ïoýòoìy oãpaíè÷eíèe ypaâíeíèÿ (6) ía ìíoãooápaçèe M5 ïocëe ïpocòûxïpeoápaçoâaíèé ïpèâoäèòcÿ ê ôopìe!2jG=0 = G�1w du ^ dv ^ (Gud� +Gvd� +Gwd�) = 0:Taê êaê ía M5 du ^ dv ^ dw = 0, ïocëeäíee paâeícòâo ìoæeò áûòü ïepeïècaío â âèäe!2jG=0 = G�1w du ^ dv ^ d (Gu� +Gv� +Gw�) = 0: (17)Ïocêoëüêy Gw 6= 0, èç (16) cëeäyeò w = g (u; v) : (18)Taê êaê â paccìaòpèâaeìoì cëy÷ae òe÷eíèe èìeeò paíã 2, òo du ^ dv 6= 0 è èç (17) cëeäyeòGu� +Gv� +Gw� = H1 (u; v) :Ñ ó÷åòîì (18) ïepeïèøeì ïocëeäíee cooòíoøeíèe â áoëee cèììeòpè÷íoì âèäeeH � eH �~�; ~u� � r~uG � ~� �H (u; v; w) = 0: (19)Paâeícòâa (16) è (19) oïpeäeëÿþò ìíoãooápaçèe M4 � R6 �~�; ~u�. Ïpè ýòoì dim M4 = 4, ïocêoëüêycoãëacío ïpeäïoëoæeíèþ r~uG 6= ~0. � 69 �



Â. Å. ØåìàðóëèíTeïepü oãpaíè÷èì ypaâíeíèe (7) ía M4. Äëÿ ýòoão ïpeæäe âceão íaéäeì cooòíoøeíèÿ ìeæäyäèôôepeíöèaëaìè du, dv, dw ía M4. Èç (16), (19) èìeeìGvdv +Gwdw = �Gudu;eHvdv + eHwdw = � eHudu�r~uGd~�; d~� = (d�; d�; d�) : (20)Haëoæèì ía G è H äoïoëíèòeëüíoe ycëoâèe� � ������ Gv GweHv eHw ������ 6= 0;ÿâëÿþùeecÿ äocòaòo÷íûì ycëoâèeì paçpeøèìocòè cècòeìû (16), (19) oòíocèòeëüío v è w. Toãäaèç (20) íaxoäèìdv = 1� 0@� ������ Gu GweHu eHw ������ du+Gwr~uGd~�1A ; dw = 1� 0@� ������ Gv GueHv eHu ������ du�Gvr~uGd~�1A : (21)Ïoäcòaâëÿÿ (21) â (7), ïocëe ïpocòûx ïpeoápaçoâaíèé ïoëy÷aeì!3jM4 = 1�du ^0@������ Gv GweHv eHw ������ d� ^ d� + ������ Gu GweHu eHw ������ d� ^ d� + ������ Gu GveHu eHv ������ d� ^ d�1A = 0: (22)Bâeäeì cëeäyþùèe oáoçía÷eíèÿ:� � � � ������ Gv GweHv eHw ������ ; � � ������ Gu GweHu eHw ������ ;  � ������ Gu GveHu eHv ������ : (23)Toãäa (22) ïepeïèøeì â âèäe!3jM4 = 1�du ^ (� d� ^ d� + � d� ^ d� +  � ^ d�) = 0:Ïoýòoìy coãëacío (11), (12)!3jM4 = 1�2 du ^ (� d� + � d�) ^ (� d� �  d�) = 0: (24)Paccìoòpèì pacïpeäeëeíèe P ía M4, çaäaííoe 1-ôopìaìè (î ðàñïðåäåëåíèÿõ, èëè ïîëÿõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé ðàçìåðíîñòè, èëè äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåìàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, ñì. [10])�1 = du; �2 = � d� + � d�; �3 = �d� �  d�;accoöèèpoâaííûìè c !3jM4 . Ïocêoëüêy ôopìû �1, �2, �3 ëèíeéío íeçaâècèìû ía M4 (òaê êaê ïoïpeäïoëoæeíèþ � � � 6= 0), ýòo pacïpeäeëeíèe oäíoìepío è, çía÷èò, âïoëíe èíòeãpèpyeìo. Ëeãêoâèäeòü, ÷òo â êoopäèíaòax (�; �; �; u) ía M4 oío ïopoæäaeòcÿ âeêòopíûì ïoëeìX = �@� � � @� +  @� :B cèëy ïoëíoé èíòeãpèpyeìocòè P cyùecòâyþò ôyíêöèè ' � ' (�; �; �; u),  �  (�; �; �; u) ía M4òaêèe, ÷òo P çaäaeòcÿ cècòeìoé 1-ôopì du, d', d . Ïpè ýòoì u, ' è  ÿâëÿþòcÿ ïepâûìè èíòe-ãpaëaìè âeêòopíoão ïoëÿ X. Çía÷èò,�2 = a du+ b d'+ c d ; �3 = p du+ q d'+ r d ; (25)� 70 �



Ãåîìåòðè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé òðåõìåðíûõ èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé : : :ãäe a, b, c, p, q, r 2 C1 (M4), è cooòíoøeíèÿ (25) oäíoçía÷ío paçpeøèìû oòíocèòeëüío d' è d , ò. e.br � cq 6= 0; ïocêoëüêy P = hdu; �2; �3i = hdu; d'; d i. Èç (24) è (25) cëeäyeò!3jM4 = 1�2 (br � cq) du ^ d' ^ d = 0: (26)Ïoýòoìy â cèëy br � cq 6= 0 ía M4 âûïoëíeío paâeícòâo du ^ d' ^ d = 0, oçía÷aþùee, ÷òo u, ' è  ôyíêöèoíaëüío çaâècèìû, ò. å. F (u; ';  ) = 0 (27)äëÿ íeêoòopoé ãëaäêoé ôyíêöèè F .Ñîîòíîøåíèå (27) � ýòo ïocëeäíee ècêoìoe cooòíoøeíèe ìeæäy u, v, w â cëy÷ae peøeíèé paíãa 2.×òoáû íaéòè ôyíêöèè ' è  (ïepâûe èíòeãpaëû âeêòopíoão ïoëÿ X ía M4), äocòaòo÷ío ïpoèíòe-ãpèpoâaòü äèôôepeíöèaëüíoe ypaâíeíèe, cooòâeòcòâyþùee âíeøíeìy ypaâíeíèþ (22) (cì. íèæe).Ïoëaãaÿ â (22) u = u (�; �; �), ïoëy÷aeì1� 0@u� ������ Gv GweHv eHw ������� u� ������ Gu GweHu eHw ������+ u� ������ Gu GveHu eHv ������1A d� ^ d� ^ d� �� 1� ��������� u� u� u�Gu Gv GweHu eHv eHw ��������� d� ^ d� ^ d� = 0:Cëeäoâaòeëüío (cì. (23)), �u� � � u� +  u� = 0: (28)Ïîñêîëüêó (28) (òàê æå, êàê (22)) îãðàíè÷åíî íà M4, çäåñü v � v(�; �; �; u) è w � w(�; �; �; u).Çíà÷èò, (28) � ýòî êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îäíîé ôóíêöèè u = u(�; �; �). Õà-ðàêòåðèñòèêè ýòîãî óðàâíåíèÿ (äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ðåøåíèÿ u = u(�; �; �)) îïèñûâàþòñÿóðàâíåíèÿìè �0 = � = ������ Gv GweHv eHw ������ ; �0 = �� = � ������ Gu GweHu eHw ������ ; � 0 =  = ������ Gu GveHu eHv ������ (29)è coâïaäaþò c ïpoeêöèÿìè ía R3 (�; �; �) òpaeêòopèé âeêòopíoão ïoëÿ X; àïîñòðîô çäåñü è äàëååîáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî � , ãäå � � ïàðàìåòð íà õàðàêòåðèñòèêå. O÷eâèäío, âäoëü êaæäoéxapaêòepècòèêè u = const.Aíaëoãè÷ío, ïoòpeáoâaâ âûïoëíeíèe íepaâeícòâa � = ������ Gu GweHu eHw ������ 6= 0 è paçpeøaÿ (20) oòíocè-òeëüío du è dw, èç (7) íaxoäèì ypaâíeíèe äëÿ v:�v� � � v� +  v� = 0: (30)To÷ío òaê æe, ecëè  = ������ Gu GveHu eHv ������ 6= 0, paçpeøaÿ (20) oòíocèòeëüío du è dv, èç (7) ïoëy÷aeìypaâíeíèe äëÿ w: �w� � � w� +  w� = 0: (31)Koýôôèöèeíòû �, �,  âo âcex òpex ypaâíeíèÿx (28), (30) è (31) ÿâëÿþòcÿ oãpaíè÷eíèÿìè oïpeäe-ëèòeëeé (23) ía ìíoãooápaçèe M4, çaäaííoe ypaâíeíèÿìè (16) è (19). Cëeäoâaòeëüío, êaê ôyíêöèè� 71 �



Â. Å. Øåìàðóëèíòo÷êè ýòoão ìíoãooápaçèÿ �, �,  âo âcex ýòèx ypaâíeíèÿx oäèíaêoâû. Taêèì oápaçoì, ýòè ypaâíe-íèÿ èìeþò coâïaäaþùèe xapaêòepècòèêè, è ía êaæäoé èç xapaêòepècòèê u, v, w ïocòoÿííû:u = const; v = const; w = const: (32)Çaìeòèì, ÷òo äëÿ òoão, ÷òoáû cäeëaòü âûâoä (32), äocòaòo÷ío ïoòpeáoâaòü âûïoëíeíèÿ íepaâeícòâa�� 6= 0, òaê êaê â ýòoì cëy÷ae èç (28) è (30) cëeäyeò, ÷òo ía xapaêòepècòèêax u = const, v = const,a èç (18) � ÷òo è w = g (u; v) = const.Haxoæäeíèe äoïoëíèòeëüíoão ê u è v èíòeãpaëa cècòeìû (29) íe ïpeäcòaâëÿåò ocoáoão òpyäa âcèëy cïeöèôèêè ýòoé cècòeìû. Paccìoòpèì ôyíêöèþeJ2 = r~u eH � ~�: (33)Äèôôepeíöèpyÿ eJ2 âäoëü xapaêòepècòèêè, ïoëy÷aeì~J 02 = d eJ2d� = r~u eH � ~� 0 + (r~uH)0 � ~� = eHu�0 + eHv�0 + eHw� 0 + �r~u eH�0 � ~� == eHu ������ Gv GweHv eHw ������� eHv ������ Gu GweHu eHw ������+ eHw ������ Gu GveHu eHv ������+ �r~u eH�0 � ~� == ��������� eHu eHv eHwGu Gv GweHu eHv eHw ���������+ �r~u eH�0 � ~� = �r~u eH�0 � ~�:Taêèì oápaçoì, ~J 02 = �r~u eH�0 � ~�: (34)Ïocêoëüêy eH = r~uG � ~� �H (cì. (19)), c y÷eòoì cooòíoøeíèé (32) paâeícòâo (34) ëeãêo ïpèâoäèòcÿê âèäy ~J 02 = ~� 0 � r~u �r~uG � ~�� : (35)Íåòðóäíî âèäeòü, ÷òo ~� 0 � r~u �r~uG � ~�� = ~� 0 � r2~uG � ~�; (36)ãäe r2~uG = � @2G@ui@uj� � ìaòpèöa Ãecce. Kpoìe òoão, â cèëy (32) è cèììeòpè÷íocòè ìaòpèöû r2~uG�~� � r2~uG � ~��0 = ~� 0 � r2~uG � ~� + ~� � r2~uG � ~� 0 = 2~� 0 � r2~uG � ~�: (37)Èç (35)�(37) íaxoäèì ~J 02 = 12 �~� � r2~uG � ~��0. Cëeäoâaòeëüío, ïoëaãaÿJ2 = eJ2 � 12~� � r2~uG � ~�; (38)èìeeì J 02 = 0; ò. e. J2 � èíòeãpaë cècòeìû (29). Èç (33), (38) è (19) ïoëy÷aeìJ2 = r~u eH � ~� � 12~� � r2~uG � ~�; eH = r~uG � ~� �H: (39)Ïocëe ïpocòûx ïpeoápaçoâaíèé èç ôopìyëû (39) íaxoäèì oêoí÷aòeëüíûé âèä J2:J2 = 12~� � r2~uG � ~� �r~uH � ~�:� 72 �



Ãåîìåòðè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé òðåõìåðíûõ èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé èäåàëüíîé : : :B peçyëüòaòe íaéäeíû òpè èíòeãpaëa cècòeìû (29): u, v, J2. B oáùeì ñëó÷àå ôyíêöèè u, v, J2ôyíêöèoíaëüío íeçaâècèìû ía ìíoãooápaçèè M4, ïocêoëüêy u, v è äâe èç êoopäèíaò �, �, � ìoãyòáûòü âûápaíû â êa÷ecòâe âíyòpeííèx êoopäèíaò ía M4.Cëeäoâaòeëüío, oïpeäeëeííoe âûøe pacïpeäeëeíèe P ía M4 ìoæeò áûòü çaäaío ôopìaìè du, dv,dJ2, a â êa÷ecòâe ôyíêöèé ' è  , paccìoòpeííûx âûøe, ìoæío âçÿòü v è J2. Paâeícòâo !3jM4 = 0(cì. (26)) ïpèíèìaeò âèä du ^ dv ^ dJ2 = 0: (40)Taê êaê â paccìaòpèâaeìoì cëy÷ae w = g (u; v) (cì. (18)), a òe÷eíèe èìeeò paíã 2, òo du ^ dv 6= 0 èèç (40) cëeäyeò J2 = �1 (u; v). Ñ ó÷åòîì (18) ïepeïèøeì ïocëeäíee cooòíoøeíèe â áoëee cèììeòpè÷-íoì âèäe 2J2 = �(u; v; w) : (41)Oáúeäèíÿÿ (16), (19) è (41), ïpèxoäèì ê âûâoäy, ÷òo ëþáoe peøeíèe paíãa 2 cècòeìû ypaâíeíèé(2)�(4) yäoâëeòâopÿeò cooòíoøeíèÿìG (u; v; w) = 0; ruG 6= 0;r~uG � ~� = H (u; v; w) ;~� � r2~uG � ~� � 2r~uH � ~� = �(u; v; w) (42)c íeêoòopûìè ôyíêöèÿìè G, H, �.Èíûìè ìeòoäaìè ôopìyëû (42) ïoëy÷eíû â [2, 3]. B ýòèx æe paáoòax ïoêaçaío, ÷òo äëÿ ëþáûxãëaäêèx ôyíêöèé G, H, � ïpè ycëoâèè íeâûpoæäeííocòè ìaòpèöû ßêoáè D cècòeìû (42) ïo ïepe-ìeííûì u, v, w ía ìíoãooápaçèè â R6 �~�; ~u�, oïpeäeëeííoì ypaâíeíèÿìè (42), ýòè ypaâíeíèÿ äaþòpeøeíèe cècòeìû (2)�(4) paíãa 2.Cëeäoâaòeëüío, ôopìyëû (42) c ïpoèçâoëüíûìè ãëaäêèìè G, H, � ïpè ycëoâèè detD 6= 0 äaþò âíeÿâíoì âèäe oáùee peøeíèe paíãa 2 cècòeìû ypaâíeíèé (2)�(4).Ïoëaãaÿ â (42) G (u; v; w) � g (u; v) � w, H (u; v; w) � h (u; v), �(u; v; w) � � (u; v), ïoëy÷àåìôopìyëû oáùeão peøeíèÿ paíãa 2 â âèäe, coäepæaùeì ìèíèìaëüíûé ôyíêöèoíaëüíûé ïpoèçâoë:w = g (u; v) ;gu� + gv� � � = h (u; v) ;guu�2 + 2guv�� + gvv�2 � 2hu� � 2hv� = � (u; v) : (43)Çäecü g, h, � ìîãóò áûòü ïpoèçâoëüíûìè ãëaäêèìè ôyíêöèÿìè. Èç (43) âèäío, ÷òo oáùee peøeíèepaíãa 2 cècòeìû (2)�(4) cyùecòâeíío çaâècèò oò òpex ïpoèçâoëüíûx ôyíêöèé äâyx apãyìeíòoâ.Oáùee peøeíèe paíãa 2 ècxoäíoé cècòeìû ypaâíeíèé èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé, çàïèñàííîé â ýéëepo-âûx ïepeìeííûx, ïoëy÷aeòcÿ èç (42) èëè (43) ïoäcòaíoâêoé âûpaæeíèé ëaãpaíæeâûx ïepeìeííûx�, �, � ÷epeç ýéëepoâû x, y, z coãëacío ôopìyëaì (1): ~� = ~x� ~ut.Çàêëþ÷åíèåÄëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ypaâíeíèé, oïècûâaþùèx òðåõìåðíûå èçoáapè÷ecêèe òe÷eíèÿ èäeaëüíoé íe-cæèìaeìoé æèäêocòè, èñïîëüçîâàí ãåîìåòpè÷ecêèé ìåòîä. Cècòeìe äèôôepeíöèaëüíûx ypaâíeíèécoïocòaâëåíà ýêâèâaëeíòíaÿ cècòeìa âíeøíèx ypaâíeíèé. Ïoêaçàíî, ÷òo èíòeãpèpyeìocòü ècxoäíoéäèôôepeíöèaëüíîé cècòeìû oáycëoâëeía paçëoæèìocòüþ cooòâeòcòâyþùèx âíeøíèx ôopì è ïoë-íoé èíòeãpèpyeìocòüþ accoöèèpoâaííîãî c ýòèìè ôopìaìè pacïpeäeëeíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíîoáùåå peøeíèå òðåõìåðíûõ ypaâíeíèé è óñòàíîâëåíà ãeoìeòpè÷ecêàÿ ïðè÷èíà èõ èíòeãpèpyeìocòè.Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé, íî èõ èíòeãpèpîâàíèå ýëåìåíòàðíî è çäåñü íå ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ. � 73 �
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