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ÓÄÊ 519.6 ÌÎÄÅËÈ ÇÀÌÛÊÀÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉËÀÃÐÀÍÆÅÂÎÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈÊÈ È ÓÏÐÓÃÎÏËÀÑÒÈÊÈÂ ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕ ß×ÅÉÊÀÕ.×ÀÑÒÜ 1. ÈÇÎÒÐÎÏÍÛÅ ÌÎÄÅËÈÞ. Â. ßíèëêèí(ÔÃÓÏ "ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ", ã. Ñàðîâ Íèæåãîðîäñêîé îáëàñòè)Ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ ÷àñòü ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé îáçîðó ìîäåëåé çàìûêàíèÿ óðàâ-íåíèé ëàãðàíæåâîé ãàçîâîé äèíàìèêè è óïðóãîïëàñòèêè â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ (ñìå-øàííûõ) ÿ÷åéêàõ, ñîäåðæàùèõ äâà è áîëåå êîìïîíåíòîâ. Â ýòîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿîïèñàíèÿ èçîòðîïíûõ ìîäåëåé çàìûêàíèÿ è äàíî êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäîâ, îñíî-âàííûõ íà ýòèõ ìîäåëÿõ, ìíîãèå èç êîòîðûõ ðåàëèçîâàíû â ìåòîäèêå ÝÃÀÊ. Â ñèëóáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìîäåëåé è ìåòîäîâ ðåçóëüòàòû èõ òåñòèðîâàíèÿ ïðèâîäÿòñÿ âîâòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà è óïðóãîïëàñòèêà, ðàçíîñò-íàÿ ñõåìà, ñìåøàííàÿ ÿ÷åéêà, ìîäåëè çàìûêàíèÿ, ìåòîäèêà ÝÃÀÊ.ÂâåäåíèåÌíîãîêîìïîíåíòíûå (äàëåå ñìåøàííûå) ÿ÷åéêè â ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ (ALE) èëè ýéëåðîâûõìåòîäàõ ñîäåðæàò â ñåáå ðàçëè÷íûå âåùåñòâà, ðàçäåëåííûå êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè (ÊÃ), èëè ñìåñüâåùåñòâ. Íå áóäåì äåëàòü ðàçíèöû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òèïàìè ìåòîäîâ, èìåÿ â âèäó, ÷òî â îáî-èõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå àäâåêöèè, â òîì ÷èñëå â ñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ. Ìíîãèåèç ýòèõ ìåòîäîâ ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé èñïîëüçóþò äâóõýòàïíûé ïîäõîä. Íà ïåðâîì ýòàïåðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè èëè óïðóãîïëàñòèêè áåç êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ, ò. å.àïïðîêñèìèðóþòñÿ ÷ëåíû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå äàâëåíèå è íàïðÿæåíèÿ. Ó÷åò êîíâåêòèâíîãîïåðåíîñà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà âòîðîì ýòàïå. Èç ìíîæåñòâà ïîäîáíûõ ìåòîäîâ íèæå áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü ëèøü ALE-ìåòîäû, ñîäåðæàùèå ëàãðàíæåâó ãàçîâóþ äèíàìèêó è óïðóãîïëàñòèêó â ÷èñòîìâèäå, è èìåííî ïðîáëåìà ñìåøàííûõ ÿ÷ååê íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäóåòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Îòìåòèì,÷òî ñìåøàííûå ÿ÷åéêè ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ äàæå â ÷èñòî ëàãðàíæåâûõ ìåòîäèêàõ, òàê ÷òî ïðîáëåìû,ñâÿçàííûå ñ èõ íàëè÷èåì, äîëæíû ðåøàòüñÿ è â ýòîì ñëó÷àå.Äàëåå áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèí ëàãðàíæåâà ãàçîâàÿ äèíàìèêà (èëè äëÿ êðàòêîñòè ãàçîäèíà-ìèêà), èìåÿ â âèäó, ÷òî â ñëó÷àå óïðóãîïëàñòèêè ñþäà âêëþ÷àþòñÿ ÷ëåíû óðàâíåíèé, ñâÿçàííûåñ äåâèàòîðîì òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Èñòîðè÷åñêè ðàññìàòðèâàëîñü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìåñìåøàííûõ ÿ÷ååê â ãàçîäèíàìèêå, ñâÿçàííûõ ñ âûäåëåíèåì âåùåñòâ â òàêèõ ÿ÷åéêàõ. Â äàííîéðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäíîñêîðîñòíàÿ ìîäåëü ñðåäû. Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [1�3], êî-òîðûé ñòàë ãëàâåíñòâóþùèì â íàñòîÿùåå âðåìÿ, îñíîâàí íà ïîëíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì âûäåëåíèèâåùåñòâ1. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí êîìïîíåíò, èìåÿ â âèäó, ÷òî ÊÃ ìàòåìàòè÷åñêè ìîæåò1Íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ ýéëåðîâûõ ìåòîäîâ èñïîëüçîâàëîñü ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ äëÿ âûäåëåíèÿêîìïîíåíòîâ, íàïðèìåð, â [4, 5] � ìàññîâûå äîëè êîìïîíåíòîâ è ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ñðåäû. Ñîîòâåòñòâåííî áðàëèñüäðóãèå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûõ â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì ïðè ïîëíîì âûäåëå-íèè êîìïîíåíòîâ. Áûëè ðàññìîòðåíû ìîäåëè isobar-isotermal, isobar-iso ÆQ, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåííûõ óñïåõàõ èõèñïîëüçîâàíèÿ, òåì íå ìåíåå, â îáùåì ñëó÷àå íå ïîçâîëÿëè ïîëó÷àòü ïðèåìëåìîãî ïî òî÷íîñòè ðåçóëüòàòà.� 4 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèðàçäåëÿòü îäèíàêîâûå âåùåñòâà; êðîìå òîãî, îäíèì èç êîìïîíåíòîâ ìîæåò áûòü âàêóóì è (èëè)àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî.Â ãàçîäèíàìèêå òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòü, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ èäàâëåíèå. Åñëè ìîäåëèðóþòñÿ äðóãèå ïðîöåññû, òî êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ óâåëè÷èâàåòñÿ: íàïðè-ìåð, äëÿ óïðóãîïëàñòèêè ýòî åùå êîìïîíåíòû äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Êðîìå óêàçàííûõïàðàìåòðîâ, â êàæäîé ñìåøàííîé ÿ÷åéêå çàäàþòñÿ îáúåìíûå äîëè êîìïîíåíòîâ, ïî êîòîðûì ìîæåòáûòü îïðåäåëåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ïîëîæåíèå ÊÃ âíóòðè ñìåøàííîé ÿ÷åéêè, èñïîëüçóåìîå â íåêîòî-ðûõ ìîäåëÿõ çàìûêàíèÿ2.Äàííûé ïîäõîä âûäåëåíèÿ êîìïîíåíòîâ ñðåäû ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñìåøàííûå ÿ÷åéêè, ñî-äåðæàùèå íå òîëüêî êîìïîíåíòû, ðàçäåëåííûå ÊÃ, íî è ñìåñè êîìïîíåíòîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèèñìåøàííûõ ÿ÷ååê äëÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå çàìûêàþùèå ñîîòíî-øåíèÿ, êîòîðûå ïî ñóòè îïðåäåëÿþò âíóòðèÿ÷åå÷íîå (ïîäñåòî÷íîå) äâèæåíèå êîìïîíåíòîâ. Äëÿáîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ ìîäåëåé äîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè îá îáúåìíûõ (èëè ìàññîâûõ) äîëÿõ êîì-ïîíåíòîâ è èõ òåðìîäèíàìè÷åñêîì ñîñòîÿíèè [1, 13�26]. Òàêèå ìîäåëè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâàêëàññà ïî êîëè÷åñòâó âû÷èñëèòåëüíûõ ýòàïîâ3.Ïåðâûé êëàññ îñíîâàí íà îäíîýòàïíîì ââåäåíèè ìîäåëåé çàìûêàíèÿ; âòîðîé ÿâëÿåòñÿ äâóõýòàï-íûì, â êîòîðîì âòîðîé ýòàï ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ïåðâîìó è íà íåì îñóùåñòâëÿåòñÿ äîïîëíè-òåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå êîìïîíåíòîâ âíóòðè ñìåøàííîé ÿ÷åéêè (òàê íàçûâàåìîå ïîäñåòî÷íîå âçàè-ìîäåéñòâèå).Íèæå áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèíû ìîäåëü è ìåòîä, çà÷àñòóþ íå äåëàÿ ìåæäó íèìè ðàçíèöû.Çäåñü íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ïîä ìåòîäîì ïîíèìàåòñÿ àëãîðèòì, ðåàëèçîâàííûé â âèäå ïðîãðàììû,â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò íåêîòîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü.Îñíîâíûå îäíîýòàïíûå ìåòîäû çàìûêàíèÿ ñëåäóþùèå:1) íà îñíîâå ìîäåëè ðàâåíñòâà äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ (ìåòîä P) [13];2) ìåòîä Òèïòîíà [14];3) ìåòîä Äåëîâà [15], îñíîâàííûé íà ìîäåëè ðåøåíèÿ àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà (íà ýòîé ìî-äåëè îñíîâàíû ðàçðàáîòàííûå ïîçæå ìåòîäû DSS [22] è KSR [24]);4) K&S, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà [16]. Äàííûé ìåòîä íå îïèñûâàåòñÿâ íàñòîÿùåé ðàáîòå â ñèëó ïðèñóùåé åìó íåïðàêòè÷íîñòè, îäíàêî äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ;5) íà îñíîâå ðàâåíñòâà äèâåðãåíöèé ñêîðîñòè êîìïîíåíòîâ (r � u) [1];6) íà îñíîâå ðàâåíñòâà ïðèðàùåíèé äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ (�p) [18];7) íà îñíîâå ðàâåíñòâà ìàññîâûõ ñêîðîñòåé êîìïîíåíòîâ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñëàáîé âîëíû (�u)[19].Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå ÷åòûðå ìåòîäà è ìîäåëè, íà îñíîâå êîòîðûõ îíè ðàçðàáîòàíû, ÿâëÿþòñÿðåëàêñàöèîííûìè îòíîñèòåëüíî äàâëåíèÿ. Ìåòîäû 5�7, ïðåäëîæåííûå â íåñêîëüêèõ ðàáîòàõ, �íåðåëàêñàöèîííûå.Äâóõýòàïíûå ìîäåëè çàìûêàíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ýòàï ïîäñåòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïîíåí-òîâ, ïîýòîìó íà ïåðâîì ýòàïå çäåñü ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ëèøü ìîäåëè 5�7. Ïîäîáíûé ïîäõîääëÿ ìîäåëåé çàìûêàíèÿ áûë ïðåäëîæåí íåçàâèñèìî â [20] è [21]. Ìåòîä ïîäñåòî÷íîé ðåëàêñàöèèäàâëåíèé (PR � Pressure Relaxation) èç [20] ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è èñïîëüçóåòñÿ ñîâìåñòíî ñìîäåëÿìè 5�7. Ïîëó÷åííûå ñî÷åòàíèÿ ìåòîäîâ äàëåå îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê 5+PR, 6+PRè 7+PR.Âñå óêàçàííûå âûøå ìåòîäû íå èñïîëüçóþò èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè ÊÃ âíóòðè ñìåøàííîéÿ÷åéêè. Îäíàêî èìåþòñÿ òàêèå, äëÿ êîòîðûõ ýòà èíôîðìàöèÿ ñóùåñòâåííà. Âïåðâûå ïîäîáíûéìåòîä áûë ïðåäëîæåí â [21], çàòåì îí ðàçâèâàëñÿ â [24, 25] (ìåòîä IA-SSD � Interface-Aware Sub-Scale Dynamics) äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ â ÿ÷åéêå. Ýòî äâóõýòàïíûé ìåòîä, íà ïåðâîì2Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ÊÃ ïî ïîëþ îáúåìíûõ äîëåé êîìïîíåíòîâ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî èññëåäîâà-íèÿ, ýòî îòäåëüíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðîé ïîñâÿùåíû ñïåöèàëüíûå ðàáîòû (ñì., íàïðèìåð, [2�4, 6�12]).3Ïðè êëàññèôèêàöèè è îïèñàíèè ìîäåëåé îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì äâóõ êîìïîíåíòîâ â ÿ÷åéêå, õîòÿ ìíîãèå ôîðìóëûíèæå ïðèãîäíû è äëÿ áîëüøåãî èõ êîëè÷åñòâà. ×àñòü ìîäåëåé, ðàçðàáîòàííûõ ñïåöèàëüíî äëÿ ñëó÷àÿ íåñêîëüêèõêîìïîíåíòîâ â ÿ÷åéêå, îñòàþòñÿ âíå äàííîãî îáçîðà. � 5 �



Þ. Â. ßíèëêèíýòàïå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü 5 (r � u). Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò äâèæåíèå ÊÃ ìåæäóêîìïîíåíòàìè ïî íîðìàëè ê íåé ïîä äåéñòâèåì èíäèâèäóàëüíûõ äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ. Ïðè ýòîìïîëîæåíèå ÊÃ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îáúåìíûì äîëÿì, à åå äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâåðåøåíèÿ àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà (ìîäåëè 3).Îòìåòèì îäíî îáùåå ñâîéñòâî (âñëåäñòâèå ïðèíÿòûõ â ìîäåëÿõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) âñåõ óêàçàííûõâûøå ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ. Â íèõ äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî íîðìàëè ê ÊÃ (îïðåäåëåííîé èëè âîîá-ðàæàåìîé) íåçàâèñèìî îò åå ïîëîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó ñêîðîñòè. Ïî ñóòè îíè ÿâëÿþòñÿèçîòðîïíûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ñæàòèÿ (ðàñøèðåíèÿ) êîìïîíåíòîâ ïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè âîâñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Ìîæíî îòìåòèòü åùå ðÿä ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ [27�32], áëèçêèõ ê óêàçàííûìâûøå. Äàííîå ñâîéñòâî ìåòîäîâ âïîëíå ïðèåìëåìî â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé, îäíàêî èìåþòñÿçàäà÷è, êîãäà îíî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ïîãðåøíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè.Â [33] ïðåäëîæåíà àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü çàìûêàíèÿ (ACM-1 � Anisotropic Closure Model), ïðåä-ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìîäåëåé 5�7. Îíà îáëàäàåò âñåìè äîñòîèíñòâàìè ìåòîäîâ5�7, ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâíûìè äëÿ ìåòîäèêè ÝÃÀÊ [34], ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé, â êîòîðûõïðèåìëåìî ïðåäïîëîæåíèå îá èçîòðîïíîñòè, è èìååò ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä íèìè ïðèìîäåëèðîâàíèè áîëåå ñëîæíûõ òå÷åíèé. Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíà è äðóãàÿ àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü �ACM-2, ðàçðàáîòàííàÿ àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Â. Þ. Êîëîáÿíèíûì è Î. Î. Òîïîðîâîé è ïðåäëîæåííàÿâ [33].Êðîìå îñíîâíîãî ìåòîäà çàìûêàíèÿ, â ñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíî-øåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ, èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè è ñêîðîñòè çâóêà äëÿâñåé ÿ÷åéêè, à òàêæå èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè äëÿ êîìïîíåíòîâ. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ èñêóññòâåííîéâÿçêîñòè êîìïîíåíòîâ è ñêîðîñòè çâóêà ÿ÷åéêè ðàññìîòðåíû ñîîòâåòñòâåííî â [35] è [19].Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ è ñðàâíèòåëüíîìó òåîðåòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó àíàëèçóóêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ îïè-ñàíèå èçîòðîïíûõ ìîäåëåé. Âòîðàÿ ÷àñòü [36] ñîäåðæèò îïèñàíèå àíèçîòðîïíûõ ìîäåëåé, ñïîñîáîâîïðåäåëåíèÿ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè è ñêîðîñòè çâóêà â ñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ è ðåçóëüòàòû òåñòîâûõðàñ÷åòîâ ïî âñåì ìåòîäàì. Êðîìå òîãî, âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ðàñ÷åòà ñìåøàííûõÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ âàêóóì.1. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé óïðóãîïëàñòèêèÈñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ðåøàåìàÿ íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå, äëÿ äâóìåðíûõ óïðóãîïëàñòè÷å-ñêèõ òå÷åíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä: dudt = 1�r �T; (1)d��dt = ���r � u�; (2)d��dt = �� (r � u� �r � u) ; (3)de�dt = 1�� Sp (T�D�) ; (4)drdt = u: (5)Çäåñü u(ux; uy) � ñêîðîñòü; � � ïëîòíîñòü; T � òåíçîð íàïðÿæåíèé; D � òåíçîð ñêîðîñòåé äå-ôîðìàöèè; e � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; � � îáúåìíàÿ äîëÿ âåùåñòâà (�� = V�=V ); r(x; y) �ðàäèóñ-âåêòîð. Èíäåêñ � = 1; N îçíà÷àåò íîìåð êîìïîíåíòà â ÿ÷åéêå; îòìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèèäëÿ äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè (äëÿ êðàòêîñòè äàëåå ïðîñòî äèâåðãåíöèè) îí îòíîñèòñÿ íå ê ñêîðîñòè, àê äèâåðãåíöèè â öåëîì.Óðàâíåíèå (3) ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (2), ïîäñòàâèâ âìåñòî ïëîòíîñòèêîìïîíåíòà åå âûðàæåíèå â âèäå �� = M�=V�, (M� è V� � ìàññà è îáúåì êîìïîíåíòà â ÿ÷åéêå), àçàòåì âìåñòî V� � âûðàæåíèå V� = ��V . � 6 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèÒåíçîðû íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìèT = 0BBB@ Txx Txy 0Tyx Tyy 00 0 T' 1CCCA ; D = 0BBB@ dxx dxy 0dyx dyy 00 0 d' 1CCCA :Òåíçîð íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé øàðîâîé ÷àñòè (äàâëåíèå P ) è äåâèàòîðàS(Sxx; Syy; Sxy; S'). Êîìïîíåíòû äåâèàòîðà îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì Sij = Tij + ÆijP . Äëÿêîìïîíåíòîâ ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (ÓÐÑû)p� = P�(��; e�)è óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå çàâèñèìîñòü äåâèàòîðà S� îò òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè D�:f�(S� ;D�) = 0: (6)Êîíêðåòíûé âèä ôîðìóëû (6) îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíÿòîé ìîäåëüþ ñðåäû.Â ìåòîäèêå ÝÃÀÊ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, â êîòîðîì âåëè-÷èíû, èçìåíÿþùèåñÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ äàâëåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþòñÿ íà ãàçîäèíàìè÷åñêîì ýòàïå, àîñòàëüíûå � íà äðóãîì ýòàïå âû÷èñëåíèé. Â îïèñûâàåìîé ìåòîäèêå êîìïîíåíòàìè ìîãóò áûòü êàêðàçëè÷íûå ìàòåðèàëû ñî ñâîèìè ÓÐÑàìè, òàê è âàêóóì.2. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé óïðóãîïëàñòèêèÂ ìåòîäèêå ÝÃÀÊ ñ÷åòíàÿ ñåòêà � ÷åòûðåõóãîëüíàÿ, ñêîðîñòü îïðåäåëåíà â åå óçëàõ, à îñòàëüíûåâåëè÷èíû (��, ��, e�, p�, S�) � â öåíòðàõ ÿ÷ååê è äëÿ êàæäîãî êîìïîíåíòà â îòäåëüíîñòè. Îòìåòèìòàêæå, ÷òî ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè â ñèñòåìå (1)�(5) âìåñòî äàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñóììàäàâëåíèÿ è èñêóññòâåííîé (ñ÷åòíîé) âÿçêîñòè: p! p+ q è p� ! p� + q� ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñðåäû âöåëîì è äëÿ êîìïîíåíòîâ. Èçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè (îñíîâíûìè ïåðåìåííûìè) â ñèñòåìå (1)�(5) âäâóìåðíîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ux, uy, ��, ��, e�, p�, S�, à âåëè÷èíû p, S, q, q�, r �u�, D� äîëæíû áûòüîïðåäåëåíû. Äàëåå â ôîðìóëàõ íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò äèñêðåòèçàöèþ ïî ïðîñòðàíñòâó è íîìåðêîìïîíåíòà (�) â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ êîìïîíåíòîâ, âåðõíèé èíäåêñ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äèñêðåòèçàöèèïî âðåìåíè. ß÷åå÷íûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþòñÿ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè (íàïðèìåð, i+ 1=2; j + 1=2),óçëîâûå � öåëûìè (i; j). Åñëè â ôîðìóëå èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî èíäåêñû äëÿ âñåõ âåëè÷èí ñîâïà-äàþò, òî îíè îïóñêàþòñÿ. Ìàññû ÿ÷ååê â ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêå â ïðîöåññå ñ÷åòà íå ìåíÿþòñÿ,ïîýòîìó â èõ îáîçíà÷åíèÿõ íåò âðåìåííîãî èíäåêñà. Îïóñêàåòñÿ òàêæå èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ �.Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óïðóãîïëàñòèêè. Ïóñòü èçâåñòíû âñå îñíîâíûå âåëè÷èíû íà ìîìåíòâðåìåíè tn è íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èõ çíà÷åíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè tn+1 = tn + � , ãäå � � âðåìåí-íîé øàã, âûáèðàåìûé èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (â äàííîé ðàáîòå ýòîò âîïðîñ íåðàññìàòðèâàåòñÿ). Çàïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñðåäû.Äëÿ ïåðâîãî ïîëóøàãà (îïðåäåëåíèå ñïðîãíîçèðîâàííîãî äàâëåíèÿ)rn+1=2 = rn + �un; (7)V n+1=2i+1=2;j+1=2 = V �rn+1=2i+1;j+1; rn+1=2i;j+1 ; rn+1=2i+1;j ; rn+1=2i;j � ; (8)pn� = P ��n� ; en� � ; (9)r � un = V n+1=2 � V n�V n ; (10)pn+1=2� = pn� � ��n� �cn� �2 �r � un� : (11)Â óðàâíåíèè (11) � = 0;6 (òàêîå çíà÷åíèå âûáðàíî â [1]); c � ñêîðîñòü çâóêà.� 7 �



Þ. Â. ßíèëêèíÄëÿ ïîëíîãî øàãàMi;j = 0;25X� �M�;i�1=2;j�1=2 +M�;i�1=2;j�1=2 +M�;i+1=2;j�1=2 +M�;i+1=2;j+1=2�; M� = ����V ; (12)Mi;jun+1i;j � uni;j� = �rgn+1=2 +r � Sn�i;j ; (13)) un+1i;j = uni;j � �Mi;j �rgn+1=2 +r � Sn�i;j ; (14)un+1=2 = un + un+12 ; (15)rn+1 = un + �un+1; (16)V n+1� = V n� + �V n+1� r � un+1� ; (17)�n+1� = M�V n+1� ; (18)�n+1� = V�V n+1 ; (19)en+1� = en� � �gn+1=2��n� r � un+1=2� ++ ��n� hSn�;xxdn+1=2�;xx + Sn�;yydn+1=2�;yy + 2Sn�;xydn+1=2�;xy � �Sn�;xx + Sn�;yy� dn+1=2�;' i : (20)Â óðàâíåíèè (20) gn+1=2� = pn+1=2� +qn� . Ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè êîìïîíåíòîâ qn�ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçä. 2 ðàáîòû [36]. Íàä÷åðêèâàíèå ñâåðõó îçíà÷àåò ðàçíîñòíûé àíàëîã ñîîòâåò-ñòâóþùåãî îïåðàòîðà (ïîëíûå ôîðìóëû íå ïðèâîäÿòñÿ, îíè îáùåèçâåñòíû). Äàëåå íàä÷åðêèâàíèåèñïîëüçîâàòü íå áóäåì, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòíûìè. Îïðåäåëåíèå íàïðÿ-æåíèé êîìïîíåíòîâ íà íîâûé ìîìåíò âðåìåíè, ò. å. àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (6), íå ïðèâîäèòñÿ,ýòî âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â ýòè óðàâíåíèÿ âõîäÿò êîìïîíåíòûòåíçîðà D�.Ôîðìóëû äàâëåíèÿ, âÿçêîñòè è äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé äëÿ ÿ÷åéêè â öåëîì èìåþò ñëåäóþùèéâèä: pn+1=2 =X �pn+1=2� ; qn =X �qn� ; Sn =X �Sn� ; (21)ãäå êîýôôèöèåíò  � îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíÿòîé ìîäåëüþ çàìûêàíèÿ (ñì. íèæå).Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèÿõ (12)�(20) îñòàëèñü íå îïðåäåëåíû âåëè÷èíû r � u�,  �, q�, D�.Äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìû òå èëè èíûå çàìûêàþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåìðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèé (ìîäåëåé) îòíîñèòåëüíî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ êîìïîíåíòîâ âñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ.Ïðè ââîäå çàìûêàþùèõ ñîîòíîøåíèé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü íåêîòîðûå óñëîâèÿ, âûòåêàþùèå èççàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.Ïåðâîå óñëîâèå � ýòî óñëîâèå àääèòèâíîñòè îáúåìîâ ("çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáúåìà")V =X V�; èëè X �� = 1;ñëåäñòâèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå�V =X�V�; èëè X ��r � u� = r � u: (22)Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèÿ (22) ÿâëÿåòñÿ D =P��D�, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðèD� = D � r � u�r � u : (23)� 8 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèÔîðìóëà (23) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ D� â óðàâíåíèè (20) è ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíå-íèÿ (6).Âòîðîå óñëîâèå � óñëîâèå àääèòèâíîñòè ýíåðãèé (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè)e =X��e�; (24)ãäå ìàññîâàÿ äîëÿ �� =M�=M îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì�� = ����� ; � =X����: (25)Óñëîâèå (24) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü äëÿ ïðèðàùåíèé óäåëüíûõ ýíåðãèé:�e =X���e�; (26)ãäå �e� îòíîñèòñÿ ê êîìïîíåíòó, à �e � êî âñåé ÿ÷åéêå.Êðîìå óêàçàííûõ äâóõ óñëîâèé äëÿ çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé, íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíî-øåíèÿ, êîòîðûå ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ýíåðãèè (20) äëÿ êîìïîíåíòîâèìååò âèä �e� = �� gn+1=2��n� r � un+1=2� : (27)Ïîäñòàâèì â (26) âìåñòî �e� âûðàæåíèå (27). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (25), à òàêæå ñïðàâåäëèâîåäëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè ÿ÷åéêè ñîîòíîøåíèå �e = ��gn+1=2=�n �r � un+1=2�, ïîëó÷àåì���gn+1=2r � un+1=2 = ���X ��gn+1=2� r � un+1=2� +X���e0�; (28)ãäå �e0� îáîçíà÷àþò äîïîëíèòåëüíûå ïðèðàùåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè êîìïîíåíòîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿáàëàíñà ýíåðãèè â ÿ÷åéêå.Èç (28) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (21) è çàäàííûõ ñïîñîáàõ ïîëó÷åíèÿ r � u� ìîæíî íàõî-äèòü çíà÷åíèÿ �e0�.Ïðè óñëîâèè gn+1=2� = gn+1=2 èç (28) ñëåäóåò, ÷òî P���e0� = 0. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ÷ëåí ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé äîáàâêè ê âíóòðåííåé ýíåðãèè êîìïîíåíòîâ çà ñ÷åò ïðîöåññà ðåëàêñàöèè èõ äàâëå-íèé. Åñëè ðåëàêñàöèÿ äàâëåíèé íå èñïîëüçóåòñÿ, ò. å. �e0� = 0, òî ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ  � èç (21)îäíîçíà÷íî ñëåäóþò èç óñëîâèé çàìûêàíèÿ.Â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíûõ äàâëåíèé óñëîâèþ (28) ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ïðè âûïîëíåíèè íåêîòî-ðûõ óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà ôóíêöèþ  �, � îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçä. 4.3. Èçîòðîïíûå îäíîýòàïíûå ðåëàêñàöèîííûå ìåòîäû çàìûêàíèÿÅäèíñòâåííîãî ìåòîäà çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè â ñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ, êîòîðûé áûëáû ïðèãîäåí äëÿ âñåõ òå÷åíèé, íå ñóùåñòâóåò. Ïðèìåíÿëîñü äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàìû-êàþùèõ ñîîòíîøåíèé, îäíàêî ìíîãèå èç íèõ âûøëè èç óïîòðåáëåíèÿ è ïðåäñòàâëÿþò ëèøü èñòîðè-÷åñêèé èíòåðåñ. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ìåòîäû çàìûêàíèÿ, çíà÷è-òåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ðåàëèçîâàíà â ìåòîäèêå ÝÃÀÊ. Íåêîòîðûå ìåòîäû çàìûêàíèÿ óäîáíî áóäåòââîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ îäíîìåðíóþ çàäà÷ó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 1. ß÷åéêà i� 1=2 ÿâëÿåòñÿ ñìå-� 9 �



Þ. Â. ßíèëêèí
Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêàøàííîé, ñîäåðæàùåé äâà êîìïîíåíòà, ãðàíèöà ðàçäåëà îáîçíà÷åíà òî÷êîé A. Â çàâèñèìîñòè îò ñïî-ñîáà îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â òî÷êå A ìîæíî ïîëó÷èòü òîò èëè èíîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ äèâåðãåíöèé(è ïëîòíîñòåé) êîìïîíåíòîâ â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå.3.1. Ìåòîä çàìûêàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ðàâåíñòâà äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ. Ìåòîä 1(ñì. ñïèñîê ìåòîäîâ çàìûêàíèÿ âî Ââåäåíèè) èñïîëüçóåò ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå äàâëåíèé êîì-ïîíåíòîâ [1], à òàêæå äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâåíñòâî èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé:p� = p; q� = q: (29)Ìåòîä 1 íà îñíîâå ìîäåëè (29), ðàçðàáîòàííûé â ìåòîäèêå ÝÃÀÊ, îïèñàí â [37].Â ýòîì ìåòîäå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ïðèðàùåíèå ýíåðãèè äëÿ âñåé ÿ÷åéêè�E = �en+1=2 � en�M = �� pn+1=2 + qn�n �r � un+1=2�M == � � �pn+1=2 + qn�r � un+1=2V n = �pn+1=2 + qn���V; (30)ãäå � = �r � un+1=2V n��V .Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì (30) ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèé êîìïîíåíòîâ,äîáàâèâ â îáîçíà÷åíèÿõ âåëè÷èí �V è �E ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ êîìïîíåíòà. Òîãäà, èñïîëüçóÿâûðàæåíèÿ (22) è (29), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:�E� = �pn+1=2 + qn���V�;�V =X�V�; (31)pn+1=2 = P  M�V n� +�V� ; E� +�E�M� ! :Ñèñòåìà (31) ñîäåðæèò 2N + 1 óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 2N + 1 íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû �V�, �E� èpn+1=2 è ìîæåò áûòü ðåøåíà èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì íîâûåçíà÷åíèÿ óäåëüíûõ ýíåðãèé è îáúåìíûõ äîëåé êîìïîíåíòîâ:en+1=2� = e� + �E�M� ; �n+1=2� = V� +�V�V +�V :Ê íåäîñòàòêàì ýòîãî ìåòîäà ñëåäóåò îòíåñòè åãî çàòðàòíîñòü èç-çà íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿèòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (31) ïðè ñëîæíûõ ÓÐÑàõ. Íóæíî òàêæå îòìåòèòü,÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå äàâëåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíûì â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñýíåðãîâûäåëåíèåì íà êàæäîì ñ÷åòíîì øàãå.3.2. Ìåòîä Òèïòîíà. Ìîäåëü, ëåæàùàÿ â îñíîâå ìåòîäà Òèïòîíà (ìîäåëü 2), áëèçêà ê ìîäå-ëè 1. Ðàññìîòðèì ìåòîä 2 äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû, ðåàëèçîâàííîé â [22] è ñëåãêà îòëè÷àþùåéñÿ îòñõåìû (7)�(20). Íà ïåðâîì ïîëóøàãå âìåñòî óðàâíåíèÿ (7) èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå rn+1=2 = rn ++ (�=2)un, à â óðàâíåíèè (11) � = 1;0. Òîãäàpn+1=2� = pn� � �n� �cn� �2 �r � un� : (32)� 10 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèÂ ýòîì ìåòîäå ïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàâëåíèÿ êîìïîíåíòîâ íà ïîëóøàãå äîëæíû ðàâíÿòüñÿ ñðåäíåìóäàâëåíèþ pn+1=2, à çíà÷èò, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿpn+1=2 = pn+1=2� +Rn+1=2� ; (33)ãäå çíà÷åíèÿ Rn+1=2� îòëè÷àþòñÿ äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíòîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû èñïîëü-çóåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: Rn+1=2� = ��n� cn� hnr � un� ; (34)ãäå hn � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè.Óðàâíåíèÿ (32)�(34) ìîãóò áûòü çàêëþ÷åíû â îäíîì óðàâíåíèèpn+1=2 = pn� � eBn�r � un� ; ãäå eBn� � �cn� �2 �n� �  1 + hn�cn� ! : (35)Óðàâíåíèÿ (35) âìåñòå ñ óñëîâèåì (22) ñîñòàâëÿþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéñ íåèçâåñòíûìè r � un� è pn+1=2. Êàê è â ïîäðàçä. 3.1, ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà. Äëÿ � = 1; 2ðåøåíèå èìååò âèä r � un� = �pn� � �pn�+ �Bnr � uneBn� ; pn+1=2 = �pn � �Bnr � un; (36)ãäå íàä÷åðêíóòûå ÷ëåíû îçíà÷àþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí:�pn �X �n� pn�eBn� ,X �n�eBn� ; �Bn �  X �n�eBn� !�1 :Èç (36) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ èçìåíåíèé îáúåìíûõ äîëåé��n+1=2� = �n� pn� � �pneBn� + �n� �  �BneBn� � 1!r � un:×òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí íà ìîìåíò âðåìåíè tn+1, äåëàåòñÿ åùå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè-ðàùåíèÿ âåëè÷èí çà ïîëíûé øàã ðàâíû óäâîåííîìó ïðèðàùåíèþ íà ïîëóøàãå, ò. å.��n+1� = 2��n+1=2� è �n+1� = �n� + 2��n+1� :Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ýíåðãèè äëÿ êîìïîíåíòîâ â ÿ÷åéêå èìååò ñëåäóþùèé âèä:en+1� = en� � pn+1=2�V n+1�M� ;ãäå �V n+1� = ��n+1=2� V n+1.3.3. Ìåòîä Äåëîâà. Ìåòîä 3 îñíîâàí íà ìîäåëè ðåøåíèÿ àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà è ïðåäëî-æåí â [15]. Ðàññìîòðèì äàííûé ìåòîä íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è (ñì. ðèñ. 1) ñ îäíîé êîìïîíåí-òîé ñêîðîñòè u. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà â ñìåøàííîéÿ÷åéêå â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:p = pn1 ; u = un+1=2i�1 ïðè m < mA;p = pn2 ; u = un+1=2i ïðè m > mA;� 11 �



Þ. Â. ßíèëêèíãäå m � ìàññà (mA � ìàññà ÿ÷åéêè).Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí, àíàëîãè÷íûõ èíâàðèàíòàì Ðèìàíà âäîëü îïåðåæàþùåé è çàïàç-äûâàþùåé õàðàêòåðèñòèê, èìååò ñëåäóþùèé âèä:un+1=2A + pn+1=2A(�c)n1 = un+1=2i�1 + pn1(�c)n1 ;un+1=2A � pn+1=2A(�c)n2 = un+1=2i � pn2(�c)n2 :Ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè un+1=2A :un+1=2A = un+1=2i�1 (�c)n1 + un+1=2i (�c)n2 + pn1 � pn2(�c)n1 + (�c)n2 : (37)Âûïèøåì òåïåðü äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè. Çàìåíèâ äèâåðãåíöèþñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:1�n+1=2 � 1�n = � un+1=2i � un+1=2i�1M ; (38)ãäå M = �h � ëèíåéíàÿ ìàññà ÿ÷åéêè.Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíòîâ ïîëó÷àåì, çàìåíÿÿ îäíó èç ñêîðîñòåé íà ñêîðîñòü â òî÷êåA è èñïîëüçóÿ äëÿ ïëîòíîñòè è ìàññû ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿñêîðîñòè (37) â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (38) ïîëó÷èì1�n+1=2f 12g � 1�nf 12g = �Mf 21g 24 (�c)nf 21g(�c)n1 + (�c)n2 �un+1=2i � un+1=2i�1 �+ pn1 � pn2(�c)n1 + (�c)n2 35 : (39)Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ìîäåëåé 5�7 â ýòîé ìîäåëè ðåëàêñàöèÿ äàâëåíèé ïðîèñõîäèò áåçïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà âûðàâíèâàíèÿ, òàê êàê èçìåíåíèå îáúåìà êîìïîíåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ è äàâ-ëåíèÿìè âåùåñòâ.Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (39) â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå è áåç îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíòîâìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:1�n+1=2� = 1�n� + �n��n� � 1�n+1=2 � 1�n�+ !��n� �n� hn �pn� � pn�� 1(�ñ)n� ; (40)ãäå pn� = 1NP pn� ; (�c)n� = 1NP (�c)n� ; �n� = 1N � 1  1� (�c)n�P (�c)n� !; hn � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè;! � 1 � êîýôôèöèåíò, ââîäèìûé äëÿ óëó÷øåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû. Èçôîðìóëû (40) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèé, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (10):r � un� = �n��n� r � un + pn� � pn��n� hn (�ñ)n� : (41)Ðàññìîòðèì òåïåðü âåëè÷èíó �n� . Èçìåíåíèå îáúåìà êàæäîãî êîìïîíåíòà, êàê âèäíî èç óðàâíå-íèÿ (40), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:V n+1� � V n� = �n��n� �V n+1 � V n�+ !� pn� � pn�(�ñ)n� :� 12 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèÎòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (22), ïîëó÷àåì, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî NP�=1�n� =�n� = 1.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè ! = 1 è N = 2 óðàâíåíèå (40) âêëþ÷àåò â ñåáÿóðàâíåíèÿ (39).Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíó �n� =�n� ìîæíî áðàòü â êà÷åñòâå ôóíêöèè  � ( � = �n� =�n� ) äëÿ îïðåäåëåíèÿñðåäíåãî äàâëåíèÿ ïî ôîðìóëå (21). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâíûõ äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ. Òîãäàâòîðîé ÷ëåí â âûðàæåíèè (41) ðàâåí íóëþ è äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ àääèòèâíîñòè ýíåðãèé (28)äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â ôîðìóëå (21)  � = �n��n� : (42)Â ñëó÷àå íåðàâíûõ äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (42) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-íåíèÿ ýíåðãèè íåîáõîäèìî ïðèáàâèòü ïîïðàâêó �e0�, íàïðèìåð, â âèäå�e0� = !����nhn  �(�c)n�X� pn� �pn� � pn��:Çàìå÷àíèå. Äàííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû â ëàãðàíæåâûõ ðàñ÷åòàõ, êîãäà âÿ÷åéêå îáúåìíûå äîëè êîìïîíåíòîâ íå ìåíÿþòñÿ è áëèçêè ìåæäó ñîáîé, ò. å. 0 6 �� 6 1. Îäíàêîâ ALE-ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèÿ � ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ 0 < � < 1 áåç îãðàíè÷åíèé, è ïðè çíà-÷åíèÿõ �, áëèçêèõ ê íóëþ, ìåòîä èìååò çàìåòíóþ ïîãðåøíîñòü, ïîñêîëüêó ôîðìóëà (42) ñîäåðæèòäåëåíèå íà �. Ôèçè÷åñêè ýòà ñèòóàöèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå ðàñïàäà ðàçðûâà ðàñïðîñòðà-íåíèå âîëí ïðîèñõîäèò íà îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå äîëæíî áûòü ìåíüøå èëè ðàâíî ðàçìåðóîáëàñòè, çàíèìàåìîé êàæäûì èç êîìïîíåíòîâ. Òàê êàê âûáîð ñ÷åòíîãî øàãà îñóùåñòâëÿåòñÿ èñõî-äÿ èç êóðàíòîâñêîãî îãðàíè÷åíèÿ, òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìîæåò áûòü íàðóøåíî, ÷òî ïðèâîäèò êíåôèçè÷íûì ðåçóëüòàòàì (íàïðèìåð, îòðèöàòåëüíîìó çíà÷åíèþ íîâîãî îáúåìà êîìïîíåíòà). Äëÿóñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷èòåëè äëÿ ïðèðàùåíèé îáúåìîâ.4. Èçîòðîïíûå îäíîýòàïíûå íåðåëàêñàöèîííûå ìåòîäû çàìûêàíèÿÏðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ íåðåëàêñàöèîííûõ ìåòîäîâ, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ  �èç (21) â âèäå  � = ����; (43)ãäå âåëè÷èíà �� îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíÿòîé ìîäåëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîé äèâåðãåíöèè ñìåøàííîéÿ÷åéêè ïî êîìïîíåíòàì èç ñîîòíîøåíèÿ r � u� = ��r � u: (44)4.1. Ìåòîä çàìûêàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè îäèíàêîâîé ñæèìàåìîñòè êîìïîíåíòîâ. Ìå-òîä 5 îñíîâàí íà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ìîäåëè îäèíàêîâîé ñæèìàåìîñòè êîìïîíåíòîâ, èëèïî-äðóãîìó, ðàâåíñòâà äèâåðãåíöèé êîìïîíåíòîâ. Ìîäåëü ïðåäëîæåíà â [1], îíà ðàññìàòðèâàëàñüòàêæå â [38, 39] è èìååò ñëåäóþùèé ôîðìóëüíûé âèä:r � u� = r � u:Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî r � un+1� = r � un+1.Ýòîò ìåòîä çàìûêàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñêîðîñòü â òî÷êå A (ñì. ðèñ. 1) îïðåäå-ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî ðàññòîÿíèþ èíòåðïîëÿöèåé ïî ñêîðîñòÿì â óçëàõ ñåòêè. Â äâóìåðíîì ñëó÷àåäàííûé ìåòîä îáîáùàåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîé ïî îáúåìó èíòåðïîëÿöèè.Â ýòîì ìåòîäå �� = 1, è ôîðìóëà (43) äàåò  � = ��;� 13 �



Þ. Â. ßíèëêèí÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (28) ïðè �e0� = 0. Òîãäà èç (21)p =X��p�: (45)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7)�(20) âñå âåëè÷èíû îïðåäåëåíû.Åñòåñòâåííàÿ äëÿ ãîìîãåííîé ñìåñè èäåàëüíûõ ãàçîâ ôîðìóëà (45) èìååò ïðîñòóþ òðàêòîâêó äëÿãåòåðîãåííîé ñìåñè âåùåñòâ. Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ ÿ÷åéêó èç äâóõ êîìïîíåíòîâ, èìåþùóþ îáúåìV0 (ðèñ. 2). Îòíåñåì p� ê öåíòðàì îáúåìîâ êîìïîíåíòîâ. Åñëè â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé èñïîëüçîâàòüîáúåì, òî ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ äàâëåíèÿ ïî îáúåìó ÿ÷åéêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäåp (V ) = 2p2 � p1V0 �V � V12 �+ p1: (46)Åñëè â ôîðìóëó (46) ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå V = V0=2, òî êàê ðàç ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà (45). Ëåãêî ïî-êàçàòü, ÷òî è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíòîâ äàâëåíèå â òî÷êå V0=2 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿôîðìóëîé (45) (ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êîìïîíåíòà, à çàòåì ê íèì ïî îäíîìó äîáàâëÿþòñÿîñòàëüíûå). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãåòåðîãåííîé ñìåñè ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè äàâëåíèÿ ïî äàâ-ëåíèÿì êîìïîíåíòîâ ôîðìóëà (45) îïðåäåëÿåò äàâëåíèå â öåíòðå îáúåìà ñìåøàííîé ÿ÷åéêè. Òàêêàê ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äàâëåíèÿ, îòíåñåííûå ê ÿ÷åéêàì, òîôîðìóëà (45) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî êîððåêòíîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíåãî äàâëåíèÿ â ñìåøàííîéÿ÷åéêå.Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà 5 î÷åâèäíû. Îí ïðîñò â ðåàëèçàöèè è äåøåâ â ýêñïëóàòàöèè,îäíàêî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåôèçè÷íîìó ñîñòîÿíèþ êîìïîíåíòîâ ñìåñè. Äåëî â òîì, ÷òî êîìïîíåíòûâ ñìåøàííîé ÿ÷åéêå â ðàñ÷åòàõ ïî ýòîìó ìåòîäó ñæèìàþòñÿ îäèíàêîâûì îáðàçîì, à ýòî ïðèâîäèòê ðàçëè÷íûì äàâëåíèÿì êîìïîíåíòîâ, êîòîðûå íå ðåëàêñèðóþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (ñì. òåñòîâûåðàñ÷åòû â [36]). Òåì íå ìåíåå ìåòîä äàåò âïîëíå ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè äëÿìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé ñ ÷åòêî âûäåëåííûìè ÊÃ.
Ðèñ. 2. Ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ôîðìóëû (45)4.2. Ìåòîä çàìûêàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ðàâåíñòâà ïðèðàùåíèé äàâëåíèé êîìïîíåí-òîâ. Â [18] ïðåäëîæåí ìåòîä çàìûêàíèÿ, îñíîâàííûé íà ìîäåëè ðàâåíñòâà ïðèðàùåíèé äàâëåíèéêîìïîíåíòîâ â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå (ìåòîä 6). Ýòà ìîäåëü ìàòåìàòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óñëîâèÿ��c2�r � u� = ��c2�r � u� : (47)Óñëîâèå (47) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ òå÷åíèé@p@t = @p@� @�@t = c2�r � u: (48)Ïåðåéäÿ â âûðàæåíèè (48) ê êîìïîíåíòàì è ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû @p�@t = @p�@t , ïîëó÷èì óñëîâèå (47).Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (47), (22) çàìêíóòà, åå ðåøåíèå èìååò âèär � un� = ��r � un;� 14 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèãäå �� = ���c2���1 Xk �k�kc2k!�1 :Ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé ìîäåëè â ïðîöåññå ñ÷åòà äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ òå÷åíèé äàâëåíèÿ áóäóòîñòàâàòüñÿ ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûìè, åñëè íà÷àëüíûå äàâëåíèÿ êîìïîíåíòîâ â ÿ÷åéêå îäèíàêî-âû. Îäíàêî íåðàâåíñòâî äàâëåíèé ìîæåò âîçíèêíóòü â ðÿäå ñëó÷àåâ: ïðè çàäàíèè ýíåðãîâûäåëåíèÿâ îäíîì èç êîìïîíåíòîâ; ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïî ñìåøàííîé ÿ÷åéêå ñèëüíîé ÓÂ, òàê êàê óñëîâèåðàâåíñòâà ïðèðàùåíèé äàâëåíèé çàïèñàíî â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè; ïîñëå ðàñ÷åòà êîíâåê-òèâíûõ ïîòîêîâ íà ýéëåðîâîì ýòàïå âû÷èñëåíèé è äð. Òîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé ìîäåëè âïåðâîíà÷àëüíîì âèäå âîçíèêàþò íåêîòîðûå ïðîáëåìû. Îäíà èç íèõ ñëåäóþùàÿ.Ïóñòü pn� 6= pn& . Äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà ñïðàâåäëèâà îöåíêàr � u� � ���c2���1 � (
�p�)�1 : (49)Èç (49) ñëåäóåò, ÷òî ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ 
� âûðàæåíèÿ r�u� îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû p�. Ýòîïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè îáùåì ðàñøèðåíèè ñèëüíåå ðàñøèðÿåòñÿ êîìïîíåíò ñ ìåíüøèì äàâëåíèåì,à ïðè ñæàòèè � íàîáîðîò. Îäíàêî, èñõîäÿ èç ôèçèêè ïðîöåññà, â ëþáîì ñëó÷àå äîëæíà ïðîèñõî-äèòü ðåëàêñàöèÿ äàâëåíèé. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñïðîãíîçèðîâàííîå äàâëåíèå äëÿ êîìïîíåíòà ñìåíüøèì äàâëåíèåì ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì. Â ìåòîäå 5 ýòà ñèòóàöèÿ èñïðàâëåíà òåì, ÷òî â ñëó÷àåðàñøèðåíèÿ ÿ÷åéêè èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íå àáñîëþòíûõ, à îòíîñèòåëüíûõ ïðèðàùåíèéäàâëåíèé êîìïîíåíòîâ.Çàïèøåì âèäîèçìåíåííîå óðàâíåíèå (48) â âèäår � u� � ��p�p� p���� dp�d�� :Ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå �p�=p� = �p�=p� , ïîëó÷èì ôîðìóëó�� = � p���c2�  Xk �kpk�kc2k!�1 : (50)Ýòî çíà÷åíèå �� âîéäåò è â ôîðìóëó (43) äëÿ îïðåäåëåíèÿ  �, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (28) ïðè�e0� = 0.4.3. Ìåòîä çàìûêàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëè ðàâåíñòâà ïðèðàùåíèé ñêîðîñòè êîìïîíåí-òîâ. Ìåòîä 7 ïðåäëîæåí â [19]. Ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå ïðèðàùåíèé ñêîðîñòåé êîìïîíåíòîâÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ðåøàåòñÿ â îäíîñêîðîñòíîìïðèáëèæåíèè. Òàê êàê â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòè êîìïîíåíòîâ â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå ðàâíû,òî, åñòåñòâåííî, èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé êîìïîíåíòîâ çà ñ÷åòíûé øàã ïî âðåìåíè òàêæå áóäóò îäè-íàêîâû. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí çà ñ÷åòíûé øàã êàê ïðîèñõîäÿùèåâñëåäñòâèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåêîòîðûõ âîçìóùåíèé. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè âîçìóùåíèÿ ÿâ-ëÿþòñÿ ïëîñêèìè àêóñòè÷åñêèìè âîëíàìè, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå ��=� = �u=c, òî äëÿr � u� ìîæíî íàïèñàòü âûðàæåíèå r � u� � ������� = ��u�c�� :Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðèðàùåíèÿ ñêîðîñòåé êîìïîíåíòîâ �u� â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè,äëÿ r � u� ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå c�r � u� = c�r � u� : (51)� 15 �



Þ. Â. ßíèëêèíÑèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (51), (22) çàìêíóòà, è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäår � un� = ��r � un;ãäå �� =  c�Xk �kck !�1 = cc� , c =  Xk �kck !�1. Ýòî çíà÷åíèå �� âîéäåò è â ôîðìóëó (43) äëÿîïðåäåëåíèÿ  �, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (28) ïðè �e0� = 0.5. Ìåòîäû ðåëàêñàöèè äàâëåíèé êîìïîíåíòîâÏðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëåé 5�7 â êà÷åñòâå îäíîýòàïíûõ â ðàñ÷åòàõ ðåàëüíûõ çàäà÷ âîçíèêàåòðÿä ïðîáëåì, ïðèâîäÿùèõ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ê ïîëó÷åíèþ íåêîððåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ýòèñëó÷àè ñâÿçàíû ñ îòñóòñòâèåì ìåõàíèçìà ðåëàêñàöèè äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ â ñìåøàííûõ ÿ÷åéêàõ.Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî äàæå â ìîäåëè 6, íåñìîòðÿ íà ðàâíûå ïðèðàùåíèÿ äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ çàñ÷åòíûé øàã, ðàâåíñòâî äàâëåíèé íà ìîìåíò âðåìåíè tn+1 îáåñïå÷èâàåòñÿ íå âñåãäà. Â îñòàëüíûõäâóõ ìîäåëÿõ ñèòóàöèÿ åùå õóæå.Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìåòîäû 5�7, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê îäíîýòàïíûå, êàê ïðàâèëî, ïðè-ìåíÿþòñÿ ñîâìåñòíî ñ ïîäñåòî÷íûìè ìåòîäàìè ðåëàêñàöèè äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ. Íèæå ðàññìàò-ðèâàþòñÿ äâà èçâåñòíûõ ìåòîäà ðåëàêñàöèè. Âî âñåõ äâóõýòàïíûõ èçîòðîïíûõ ìîäåëÿõ çàìûêàíèÿïåðåðàñïðåäåëåíèå äèâåðãåíöèè ÿ÷åéêè ïî êîìïîíåíòàì ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè íåíóëåâîì åå çíà÷å-íèè. ×òî êàñàåòñÿ âòîðîãî (ïîäñåòî÷íîãî) ýòàïà ìîäåëåé, òî íà íåì îñóùåñòâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåìåæäó êîìïîíåíòàìè, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, áåç îáÿçàòåëüíîãî óñëîâèÿíåíóëåâîé äèâåðãåíöèè.5.1. Ìåòîä PR. Ðàññìîòðèì ìåòîä PR ðåëàêñàöèè äàâëåíèé, ïðåäëîæåííûé â [20]. Èç-çà êîíå÷-íîñòè îáúåìîâ, çàíèìàåìûõ âåùåñòâàìè â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå, âûðàâíèâàíèå äàâëåíèé êîìïîíåíòîâïðîèñõîäèò íå ìãíîâåííî (ìãíîâåííî âûðàâíèâàþòñÿ äàâëåíèÿ òîëüêî â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè, âäîëüêîòîðîé ñîïðèêàñàþòñÿ âåùåñòâà), à â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè çà íåñêîëüêî ñ÷åòíûõøàãîâ.Ïðè ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà ðàñ÷åò r � u� íà âðåìåííîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ â äâà ýòàïà:r � u� = r � u�1 +r � u�2: (52)Â (52) r � u�1 � äèâåðãåíöèÿ êîìïîíåíòà íà ïåðâîì ýòàïå, ïîëó÷àåìàÿ îäíèì èç óêàçàííûõ âûøåìåòîäîâ. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ðåëàêñàöèÿ äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ, ïðè ýòîì íàêëàäûâàåòñÿóñëîâèå, ÷òî íà äàííîì ýòàïå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè êàê r�u, òàê è ïîëíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, ò. å.�E2 = 0. Ðåëàêñàöèÿ äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò âû÷èñëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõäèâåðãåíöèé êîìïîíåíòîâ r � u�2 ïî ôîðìóëår � u�2 = � �p����c2� ; (53)ãäå �p� = Ac�h (p� p�) ; (54)p � ñðåäíåå äàâëåíèå; c � ñêîðîñòü çâóêà ñðåäû, ôîðìóëû äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ çàâèñÿò îò ìîäåëåéçàìûêàíèÿ (ñì. [19] è [36]).Ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ (53) èñïîëüçîâàëîñü èçâåñòíîå â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñîîò-íîøåíèå �p = ��c2�r � u. Ìíîæèòåëü c�=h, ðàâíûé îòíîøåíèþ âðåìåííîãî øàãà ê õàðàêòåðíîìóäëÿ äàííîé ÿ÷åéêè âðåìåíè âûðàâíèâàíèÿ äàâëåíèé h=c, îïðåäåëÿåò äîëþ îò ðàçíèöû â äàâëåíèÿõêîìïîíåíòîâ, íà êîòîðóþ ïðîèçîéäåò èõ âûðàâíèâàíèå. Èç âûðàæåíèÿ (54) ÿñíî, ÷òî A � 1, â ýòîìñëó÷àå äàâëåíèÿ êîìïîíåíòîâ íå ðåëàêñèðóþò çà îäèí âðåìåííîé øàã. Â ìåòîäèêå ÝÃÀÊ ïîëàãàåòñÿA = 1. � 16 �



Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëèÄëÿ p â àëãîðèòìå âûðàâíèâàíèÿ (íå ïóòàòü ñî ñðåäíèì äàâëåíèåì íà îñíîâíîì ýòàïå, âû÷èñ-ëÿåìûì ïî ôîðìóëå (21)) áåðåòñÿ âûðàæåíèå (45). Òîãäà óñëîâèå íåèçìåííîñòè îáúåìà ÿ÷åéêè íàýòîì ýòàïå P��r � u�2 = 0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Âûáîð ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿp íåîäíîçíà÷åí. Íàïðèìåð, ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäà÷íûì âûáîð íà îñíîâå ôîðìóëû (21). Ïîêàæåìýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.Ïóñòü â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå èìåþòñÿ äâà èäåàëüíûõ ãàçà ñ îäèíàêîâûìè ÓÐÑàìè 
1 = 
2 = 
, íîñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ äàâëåíèÿìè è îáúåìíûìè äîëÿìè: p1 = 1000; �1 = 0;9 è p2 = 1; �2 = 0;1.Ïî ôîðìóëàì (21) è (44), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ��c2� = 
�p�, äëÿ ìîäåëè çàìûêàíèÿ 6 ëåãêî íàéòè,÷òî p = 10. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìîå ïî ôîðìóëå (21) ñðåäíåå äàâëåíèå â ÿ÷åéêå îêàçûâàåòñÿ â100 ðàç ìåíüøå äàâëåíèÿ â âåùåñòâå, êîòîðîå çàíèìàåò ïî÷òè âñþ ÿ÷åéêó.Ôîðìóëà (45) ñâîáîäíà îò ýòîãî íåäîñòàòêà è, êàê ïîêàçàíî âûøå, èìååò îïðåäåëåííîå ìàòåìàòè-÷åñêîå îáîñíîâàíèå. Äàííûé ìåòîä ïðèâîäèò ê îáìåíó âíóòðåííåé ýíåðãèåé ìåæäó êîìïîíåíòàìè.Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ñóììàðíîå èçìåíåíèå âíóòðåííèõ ýíåðãèé êîìïîíåíòîâ â âèäå�E = �P+�V+ � P��V�; (55)ãäå P+ =P��p�, åñëè p� > p; P� =P��p�, åñëè p� � p; �V+ è �V� � èçìåíåíèÿ îáúåìà ýòèõ êîìïî-íåíòîâ. Ïðè âûðàâíèâàíèè äàâëåíèé âåùåñòâà ñ P+ ðàñøèðÿþòñÿ, ïîýòîìó �V+ > 0 è �V� < 0. Òàêêàê èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îáúåìà �V+ = j�V�j, à ïî îïðåäåëåíèþ P+ > P�, òî ïðè âûïîëíåíèèïðîöåäóðû âûðàâíèâàíèÿ äàâëåíèé �E, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (55), áóäåò âñåãäà îòðèöàòåëü-íûì. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ÊÃ âîçíèêàþò âíóòðåííèå (ïîäñåòî÷íûå)äâèæåíèÿ â ÿ÷åéêå è ÷àñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ÿ÷åéêè ïåðåõîäèò âî âíóòðèñåòî÷íóþ êèíåòè÷å-ñêóþ ýíåðãèþ. Òàê êàê â ðàñ÷åòàõ âíóòðèñåòî÷íàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ, òî îíàâîçâðàùàåòñÿ âåùåñòâàì â âèäå äîáàâîê ê âíóòðåííåé ýíåðãèè �e0� â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì� ��n X �� �pn+1=2� + qn� �r � un+1=2�2 +X���e0� = 0: (56)Âõîäÿùàÿ â ýòî óðàâíåíèå âåëè÷èíà r � un+1�2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëår � un+1�2 = r � un�2�1� Ac�h � :Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêèì îáðàçîì ðàñïðåäåëÿòü äèññèïèðóåìóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïî êîì-ïîíåíòàì (ôîðìóëà (56) îïðåäåëÿåò òîëüêî ïîëíóþ äèññèïèðóåìóþ ýíåðãèþ �E =P���e0�). Â [21]èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå �e0� = �e0 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ êîìïîíåíòîâ ñìåøàííîé ÿ÷åéêè èçóðàâíåíèÿ (56) ïîëó÷àåì �e0� = �e0 = ��n X �� �pn+1=2� + qn� �r � un+1=2�2 :Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ìåòîä ðåëàêñàöèè äàâëåíèé êîìïîíåíòîâ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, ò. å. íåçàâèñèò îò ìåòîäà ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåé äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè ñìåøàííîé ÿ÷åéêè ïî êîìïîíåíòàì.Â ìåòîäèêå ÝÃÀÊ îí ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ òðåõ óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ 5�7. Îäíàêî åãî èñïîëü-çîâàíèå â ñëó÷àå ôèçè÷åñêè íåêîððåêòíîãî ôîðìèðîâàíèÿ ðàçíèöû â äàâëåíèÿõ êîìïîíåíòîâ çàñ÷åò îñíîâíîãî çàìûêàþùåãî ñîîòíîøåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê èçáûòî÷íîìó îáìåíó ýíåðãèåé ìåæäóêîìïîíåíòàìè. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç ìåòîäîâ 5�7 êîððåêòíîñòü ìåòîäà PR íåîáõîäèìî îáîñíî-âûâàòü íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ.5.2. Ìåòîä Áàðëîó, Õèëëà è Øàøêîâà (BHS). Äàííûé ìåòîä ïîäðîáíî èçëîæåí â [25], çäåñüëèøü êðàòêî îïèøåì åãî îñíîâíóþ èäåþ íà ïðèìåðå äâóõ êîìïîíåíòîâ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûìäëÿ ïîíèìàíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Â ïîëíîì âèäå ìåòîä ðàçðàáîòàí äëÿ ìíîãèõ êîìïîíåíòîâ â ÿ÷åéêå.Â ýòîì ìåòîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîëíîå èçìåíåíèå îáúåìà êîìïîíåíòà çà âðåìåííîé øàã ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:�V� = �V1� +�V2�; (57)� 17 �



Þ. Â. ßíèëêèíãäå èíäåêñû 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò äâóì ýòàïàì ìîäåëè çàìûêàíèÿ.Íà ïåðâîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü 5, ò. å. ïðåäïîëîæåíèå î ðàâåíñòâå äèâåðãåíöèé êîìïîíåíòîâ,÷òî íå òðåáóåò èíôîðìàöèè î ïîëîæåíèè ÊÃ â ÿ÷åéêå. Ðàâåíñòâî äèâåðãåíöèé îçíà÷àåò, ÷òî�V1� = �1��V:Íà âòîðîì (ïîäñåòî÷íîì) ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü íà îñíîâå ðåøåíèÿ àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è Ðè-ìàíà (ìîäåëü Äåëîâà), äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ïîëîæåíèÿ ÊÃ â ñìåøàííîé ÿ÷åéêå. Íàðèñ. 3 â ÿ÷åéêå 1234 ýòî îòðåçîê AB. Ïóñòü ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà P1 > P2. Òîãäà ïîñëå ïîäñåòî÷íîãîýòàïà âû÷èñëåíèé ÊÃ ïðèìåò ïîëîæåíèå CD. Ïðèðàùåíèå îáúåìà � ýòî îáúåì, ñîîòâåòñòâóþùèé÷åòûðåõóãîëüíèêó ABCD, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà:�V2 = p1 � p2�1c1 + �2c2SAB�n;ãäå âñå íåèíäåêñèðîâàííûå âåëè÷èíû áåðóòñÿ ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà; SAB � ïëîùàäü ãðàíèöû ìåæäóêîìïîíåíòàìè.Òàêèì îáðàçîì, �V21 = �V2; �V22 = ��V2. Íîâûå çíà÷åíèÿ îáúåìîâ êîìïîíåíòîâ, âû÷èñëåí-íûå ñ ó÷åòîì ïðèðàùåíèé îáúåìîâ ïî ôîðìóëå (57), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó V n+1 >> V n+1� > 0, ÷òî, îäíàêî, íå âñåãäà èìååò ìåñòî ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî â ìåòîäå Äåëîâà (ñì. Çàìå-÷àíèå â êîíöå ïîäðàçä. 3.3). Ïîýòîìó â [25] ââîäÿòñÿ îãðàíè÷èòåëè ïðèðàùåíèé îáúåìîâ, êîòîðûåçàìåòíî óñëîæíÿþò ìåòîä, îñîáåííî â ñëó÷àå ìíîãîêîìïîíåíòíîé ÿ÷åéêè. Äåòàëè ìîæíî íàéòè âóêàçàííîé ðàáîòå.

Ðèñ. 3. Âîññòàíîâëåííîå ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà ïîëîæåíèå ÊÃÁëàãîäàðíîñòèÀâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Å. À. Ãîí÷àðîâó, Â. Þ. Êîëîáÿíèíó çà ñîâìåñòíóþðàáîòó íàä ìîäåëÿìè çàìûêàíèÿ, Äæ. Êàììó è Ì. Øàøêîâó çà êîíñóëüòàöèè â ïðîöåññå ðàáîòûïî ìîäåëÿì çàìûêàíèÿ, À. Î. Íàóìîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ ïî òåêñòó ñòàòüè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áàõðàõ Ñ. Ì., Ñïèðèäîíîâ Â. Ô., Øàíèí À. À. Ìåòîä ðàñ÷åòà äâóìåðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé íåîäíîðîäíîé ñðåäû â ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ // Äîêë.ÀÍ ÑÑÑÐ. 1984. Ò. 276, � 4. Ñ. 829�833.2. Hirt C. W., Nicols B. D. Volume of �uid (VOF) method for the dynamics of free boundaries // J.Comp. Phys. 1981. Vol. 39. P. 201�225. � 18 �
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Ìîäåëè çàìûêàíèÿ óðàâíåíèé: : : ×àñòü 1. Èçîòðîïíûå ìîäåëè39. Weseloh W. N., Glancy S. P., Painter J. W. PAGOSA Physics Manual. Tech. Rep. LA-14225-M.Los Alamos National Laboratory, 2010.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 09.02.17.CLOSING MODELS FOR LAGRANGIAN GAS DYNAMICS ANDELASTOPLASTICITY EQUATIONS IN MULTICOMPONENT CELLS. PART 1.ISOTROPIC MODELS / Yu. V. Yanilkin (FSUE "RFNC-VNIIEF", Sarov, Nizhny Novgo-rod region)This paper describes the �rst part of the work, which overviews models of closing theLagrangian gas dynamics and elastoplasticity equations in multicomponent (mixed cells)containing two and more components. Part 1 describes isotropic models and gives a briefdescription of the methods based on these models, many of them have been implementedin the EGAK code. In view of a large number of various models and methods, results oftesting them are presented in Part 2.Keywords : multicomponent gas dynamics and elastoplasticity, di�erence scheme, mixedcell, closing models, the EGAK code.


