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ОПРЕДЕЛЕНИЕ "ЛОКАЛЬНОЙ" СТЕПЕНИ ГОМОГЕННОГО СМЕШЕНИЯ
ПРИ ПРЯМОМ ЧИСЛЕННОМ МОДЕЛИРОВАНИИ

ТУРБУЛЕНТНОГО ПЕРЕМЕШИВАНИЯ

Ю. В. Янилкин, А. Р. Гужова, Л. И. Дегтяренко, О. Г. Синькова
(ФГУП "РФЯЦ-ВНИИЭФ", г. Саров Нижегородской области)

Описывается модель для определения локальной (по пространству) степени гомоген-
ного смешения при прямом численном моделировании турбулентного перемешивания
двух несмешивающихся веществ. Под термином локальная понимается, что степень
гомогенного смешения определяется для каждой смешанной ячейки, содержащей два
вещества. Модель основана на анализе смешанной ячейки с точки зрения возможности
восстановления контактной границы между веществами в такой ячейке. Если граница
восстановима, то полагается, что вещества в ней не перемешаны, в противном случае
вещества находятся в перемешанном состоянии.
Модель тестируется на классической задаче турбулентного перемешивания, возника-

ющего вследствие неустойчивости Рэлея—Тейлора при постоянном ускорении контакт-
ной границы между двумя разноплотными газами. Численное моделирование задачи
проведено как в двумерном, так и трехмерном приближении. Результаты вычислений
для интегральной (по пространству) степени гомогенности с применением предлагае-
мой модели сравниваются с результатами, полученными по известной модели. Имеется
удовлетворительное согласие результатов между собой, что дает основание для утвер-
ждения об адекватности предлагаемой модели.

Ключевые слова: неустойчивость Рэлея—Тейлора, зона турбулентного перемешива-
ния, прямое численное моделирование, степень гомогенного смешения, методика ЭГАК.

Введение

В задачах турбулентного перемешивания ве-
щества могут находиться в двух состояниях:
перемешанном, когда они перемешаны вплоть
до молекулярного уровня, и неперемешанном,
когда смесь состоит из фрагментов веществ.
Определение соответствующего состояния ве-
ществ (степени гомогенности) в некоторых зада-
чах приобретает важное значение для определе-
ния скорости реакций — как химических, так и
ядерных. При использовании феноменологиче-
ских моделей турбулентности с этой целью раз-
рабатываются специальные модели (см., напри-
мер, [1]). При прямом численном моделирова-
нии для определения степени гомогенности ши-
роко используется модель, предложенная в ра-
боте [2] (далее модель 1). Модель может при-
меняться как для смешивающихся, так и несме-
шивающихся веществ. С ее использованием вы-

полнен ряд исследований задачи гравитационно-
го перемешивания (табл. 1). Во втором столбце
таблицы приводятся результаты расчетов, в ко-
торых вещества описывались одним компонен-
том с одним и тем же уравнением состояния, в
третьем столбце — расчетов с описанием веществ
разными компонентами со своими плотностями,
энергиями, объемными долями и, вообще говоря,
уравнениями состояний.

Из табл. 1 видно, что имеются, во-первых, зна-
чительный разброс расчетных данных в зависи-
мости от степени гомогенности θ (ср. результаты
в разных столбцах) и, во-вторых, существенное
отличие некоторых расчетных данных от экспе-
риментальных. В [11] установлена связь значе-
ния θ с методом расчета (с выделением границы
раздела или без него), а также способом обработ-
ки результатов. Показано, что для несмешиваю-
щихся жидкостей (в расчетах этому случаю со-
ответствует выделение контактных границ (КГ)
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Таблица 1
Расчетные и экспериментальные данные по степени гомогенности

Одно ДваРабота и ее авторы вещество вещества
Linden & Redondo [2], At ≈ 0,04 ÷ 0,05 (эксперимент для смешивающихся жидкостей) 0,6 − 0,7 −
Кучеренко и др. [3], At = 0,5 (эксперимент для смешивающихся жидкостей) ∼ 0,7 −
Dimonte et al. [4], At = 0,5 (расчет) 0,8 0,3
Weber et al. [5], At = 0,5 (расчет) 0,7 − 0,75 0,25
Cook et al. [6], At = 0,5 (расчет) 0,75 − 0,8 −
Youngs [7], At = 0,5 (расчет) 0,75 − 0,8 −
Mellado & Sarkar [8], At = 0,5 (расчет) 0,75 − 0,8 −
Yanilkin et al. [9], At = 0,5 (расчет) 0,75 − 0,8 0,25 − 0,3
Stadnik et al. [10], At = 0,5 (расчет) 0,75 − 0,8 0,25 − 0,3

между компонентами смеси) значения θ лежат
в пределах 0,25—0,3. К сожалению, эксперимен-
тальные данные имеются лишь для смешиваю-
щихся жидкостей и отсутствуют для несмешива-
ющихся. Если задачу моделировать без выделе-
ния КГ (в предположении одного вещества), ре-
зультаты расчетов согласуются с опытными дан-
ными для смешивающихся веществ.

По модели 1 определение степени гомогенно-
сти производится для фрагмента области реше-
ния задачи или для всей зоны турбулентного пе-
ремешивания (ЗТП). Для определения локаль-
ной степени гомогенности (в каждой смешанной
ячейке) ее применение затруднено или требу-
ет большого количества вычислений из-за необ-
ходимости привлечения большого числа ячеек,
окружающих данную. Предлагаемая ниже мо-
дель контактных границ (модель 2) предназна-
чена прежде всего для определения именно ло-
кальной степени гомогенности, и для нее требу-
ется информация о состоянии минимального ко-
личества соседних ячеек. Для ее тестирования
используется модель 1.

Отметим также работу [12], в которой для
описания степени гомогенного смешения пред-
ложена оригинальная феноменологическая мо-
дель. Однако полученные в [12] формы профи-
лей θ существенно отличаются от тех, которые
получаются при использовании модели 1, приня-
той в научной среде, поэтому ниже модель [12]
не используется.

Модель интегральной степени
гомогенности (модель 1)

Пусть имеются две несжимаемые жидкости,
невозмущенные плотности каждой из которых

(без примеси другого вещества) ρ1, ρ2. Объем-
ная концентрация первого вещества β1, второ-
го — β2 = 1 − β1. Согласно модели 1 [2] среднее
значение степени гомогенного смешения опреде-
ляется как

θ =
S
∑
β1 (1 − β1) ∆x∆y

(
∑
β1∆x∆y) (

∑
(1 − β1) ∆x∆y)

. (1)

В рассматриваемой задаче о гравитационном пе-
ремешивании плоского слоя смешения сумми-
рование (осреднение) производится по горизон-
тальной плоскости площадью S =

∑
∆x∆y, при

этом в формулу входят как смешанные, так и
"чистые" ячейки.

Отметим одну некорректность этой модели.
Рассмотрим слой ячеек, в котором все ячейки
имеют концентрации β1 = β2 = 0,5, в слоях вы-
ше β1 = 1, а в слоях ниже β2 = 1. Это означает,
что в рассматриваемом слое ячеек имеется кон-
тактная граница, а согласно формуле (1) в этом
случае получим значение θ = 1, т. е. вещества
оказываются полностью перемешанными.

Можно ввести в рассмотрение также инте-
гральную по всей ЗТП степень гомогенности
смешения [3]

Θ =

∫ (
β2 − β

2
2

)
dz∫ (

β2
(
1 − β2

))
dz
,

где черта сверху означает осредненное значение
величины. Данная модель позволяет определять
состояние перемешивания для ансамбля ячеек
и интегральную степень гомогенности по всей
ЗТП. Но при проведении расчетов, в которых на-
до рассчитать состояние перемешивания в каж-
дой ячейке, например, в задачах горения, она
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непригодна. Ниже предлагается модель 2, сво-
бодная от этого недостатка, т. е. позволяющая
определять степень гомогенности смешения ло-
кально.

Модель локальной степени гомогенности
(модель 2)

Предлагаемая в настоящей работе модель
определения локальной степени гомогенности
основана на следующих положениях:
1. Полагается, что вещества в каждой смешан-

ной ячейке могут находиться только в одном
из двух состояний: либо в гомогенно пере-
мешанном, либо в неперемешанном. Проме-
жуточные состояния не идентифицируются.

2. Определение степени гомогенности произво-
дится в зависимости от того, возможно в
данной ячейке восстановление КГ или нет.
В первом случае полагается, что вещества
находятся в неперемешанном состоянии, во
втором случае — в гомогенно перемешан-
ном.

Основная проблема модели — это определение
состояния смешанной ячейки. Рассмотрим соот-
ветствующий алгоритм в двумерном случае. Он
представляет собой упрощенный вариант метода
концентраций в методике ЭГАК [13]. Этот ме-
тод основан на использовании концентраций ве-
ществ в окрестности смешанных ячеек, содержа-
щих два и более компонентов. На основе анализа
поля концентраций на каждом шаге по времени
может быть восстановлено положение КГ в ячей-
ке, и исходя из этого производится определение
потоков веществ из смешанных ячеек. В данном
случае необходимо определить лишь факт нали-
чия или отсутствия КГ в смешанной ячейке.

Сначала находим точку пересечения КГ со
стороной ячейки, которая определяется как точ-
ка, где значение объемной концентрации рав-
но 0,5. Значение концентрации вдоль стороны
ячейки определяется линейной интерполяцией
по ее значениям в узлах сетки. Так как в мето-
дике ЭГАК объемные концентрации центрирова-
ны для ячеек, то их значения в узлах находятся
осреднением по четырем окружающим данный
узел ячейкам:

βузел =
1

4

4∑
j=1

βj . (2)

Покажем на примере одномерной задачи на
равномерной сетке (рис. 1), что точка, в которой
концентрация равна 0,5, и есть точка пересече-
ния КГ со стороной ячейки. Пусть в ячейке 0 на-
ходится КГ двух компонентов (пунктирная ли-
ния), один из которых имеет объемную концен-
трацию β1 = β10. Это означает, что линейный
размер части ячейки, занятой этим компонен-
том, составляет h1 = β10h. При наличии КГ в
ячейке 0 концентрация этого компонента в ячей-
ке 1 должна быть равна 1 или 0. Пусть β11 = 1,
тогда концентрация β1 в ячейке 2 будет равна
β12 = 0. При заданном состоянии концентрация
этого компонента в узле A будет равна β1A =
= (1 + β10) /2, а в узле B — β1B = (0 + β10) /2 =
= β10/2. Линейной интерполяцией по этим зна-
чениям можно определить концентрацию данно-
го компонента в любой точке рассматриваемой
ячейки. Легко показать, что координата точки,
в которой концентрация этого компонента равна
0,5, совпадает с координатой определенной выше
КГ.

Если такой точки на данной стороне ячейки
не обнаруживается, т. е. объемная концентра-
ция одного из компонентов в каждом из двух уз-
лов ребра меньше 0,5 (или больше 0,5 для дру-
гого компонента), то КГ данную сторону ячей-
ки не пересекает. Если таких сторон в ячейке
оказывается больше или меньше двух, то КГ в
этой ячейке не может быть восстановлена; тогда
полагается, что вещества находятся в гомогенно
перемешанном состоянии. В противном случае
КГ в ячейке существует и вещества не перемеша-
ны. Требуемое для анализа ситуации количество
соседних ячеек в двумерном случае равно 8.

Данный подход просто обобщается на трех-
мерный случай. Обобщение заключается в том,
что для наличия КГ в ячейке требуется, чтобы
в ней были, как минимум, три ребра, на кото-
рых имеются точки с объемной концентрацией,
равной 0,5. При этом в формуле (2) суммирова-

Рис. 1. К определению положения КГ
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ние производится по восьми окружающим дан-
ный узел ячейкам. Таким образом, общее коли-
чество требуемых ячеек — 26.

Интегральная степень гомогенности в некото-
рой области задачи по модели 2 определяется по
формуле

Θ =

N∑
j=1

βгом
j Vj

N∑
i=1

Vi

,

где βгом
j — объемная концентрация вещества в

ячейке, в которой оно считается гомогенно пере-
мешанным; суммирование выполняется по всем
смешанным ячейкам рассматриваемой области,
содержащим данное вещество.

Для тестирования предложенной модели сте-
пени гомогенности ниже приводятся результа-
ты расчетов классической задачи гравитацион-
ного турбулентного перемешивания в двумерной
и трехмерной постановках (2D- и 3D-расчетов).

Постановка задачи и расчетов

В начальный момент времени два полу-
проcтранcтва, разделенные плоcкоcтью z = zc =
= 0 (рис. 2), заполнены покоящимися идеальны-
ми газами c плотноcтями ρ1 = 1 и ρ2 = 3ρ1; чис-
ло Атвуда Аt = 0,5. Оба газа находятся в поле
постоянного ускорения тяжести gz = −1 ≡ −g,
направленного от тяжелого вещества к легкому.

Рис. 2. Начальная геометрия задачи

Cчетная облаcть — куб cо стороной 2π. Коор-
дината верхней грани z2 = 0,875π, нижней —
z1 = −1,125π. Счетная сетка состоит из 1 0003

кубических ячеек. В начальный момент на гра-
нице раздела zc = 0 (в слое толщиной в одну
ячейку) задаются случайные возмущения плот-
ности δρ = ±ρ1δ, где δ = 0,1.

Начальный профиль давления задается ис-
ходя из условия гидростатического равновесия:

P (z) = P0−
z∫

z2

ρ (z) gdz. Здесь P0 = 10. Давление

P ≈ P0 таково, что для данного турбулентного
течения хорошо выполняется уcловие неcжимае-
моcти: k = ξLT g � γP/ρ, где k — турбулентная
энергия; LT — ширина ЗТП; ξ = const � 1.

Задано уравнение состояния идеального газа
с постоянной адиабатой γ = 1,4. На всех грани-
цах счетной облаcти задавалось уcловие идеаль-
ной жеcткой cтенки.

Проводилось также 2D-моделирование зада-
чи. В этом случае направление y отсутствует,
во всем остальном постановка задачи идентична
описанной.

Результаты расчетов

Рассмотрим сначала общую картину течения.
Из рис. 3, на котором приведены результаты,
полученные в 2D- и 3D-расчетах на один и тот
же момент времени (t = 4,2), видно, что они до-
статочно близки как по общей картине течения
(имеется выраженная ЗТП), так и по ширине
ЗТП. Еще более наглядно это видно из рис. 4, на
котором приводятся профили осредненной (по
поперечным плоскостям z = const в трехмерном
случае и по линиям z = const — в двумерном)
объемной концентрации одного из веществ. Вид-
но, что профили 2D- и 3D-расчетов близки, близ-
ки и ширины ЗТП.

Как было отмечено, модель 2 позволяет опре-
делить локальную степень гомогенности.

Далее на рисунках и в таблицах расчетные
данные приводятся на момент времени t = 4,5.
На рис. 5 — распределение смешанных ячеек,
содержащих гомогенно перемешанную смесь. В
двумерном cлучае (см. рис. 5, a) это все ячейки, в
трехмерном (см. рис. 5, б) — в одном двумерном
разрезе x = const по линиям сетки. На рис. 6
приводится степень гомогенного смешения для
легкого вещества (компонент 1), определенная
по моделям 1 и 2 в 3D-расчете, а на рис. 7, 8 та же
величина сравнивается с полученной в двумер-
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Рис. 3. Картины течения на момент времени t = 4,2: а — 3D-расчет (плоскость x = const); б — 2D-расчет

Рис. 4. Профили осредненной концентрации тяже-
лого вещества на момент времени t = 4,2: —
2D-расчет, — 3D-расчет

ном расчете. В табл. 2 приводятся интегральные
значения степени гомогенности по всей ЗТП.

Обсуждение и выводы

Результаты расчетов (см. рис. 3—5, 7, 8) по-
казывают, во-первых, близость картин пере-

Таблица 2
Интегральные (по всей ЗТП) значения степе-
ни гомогенности в расчетах, t = 4,5

Модель 1 Модель 2Расчет
Компо- Компо- Компо- Компо-
нент 1 нент 2 нент 1 нент 2

2D 0,317 0,289 0,359 0,278
3D 0,310 0,320 0,311 0,323

мешивания в двумерном и трехмерном случа-
ях. Это дает основание для проведения 2D-
моделирования трехмерного процесса перемеши-
вания, что позволяет получать вполне адекват-
ную картину процесса. Во-вторых, предлагае-
мая модель 2 определения степени гомогенности
для прямого численного моделирования в дву-
мерном и трехмерном приближениях дает инте-
гральное по ЗТП значение величины, качествен-
но согласующееся с известной моделью 1 (см.
рис. 6 и табл. 2). Предлагаемая модель, однако,
предпочтительнее модели 1, потому что она, в
отличие от предыдущей, позволяет получать ло-
кальную (в каждой смешанной ячейке) степень
гомогенности, которая, как правило, более необ-
ходима в практических расчетах по сравнению с
интегральной величиной.
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Рис. 5. Распределение смешанных ячеек, содержащих гомогенную смесь, по модели 2 (другие смешанные
ячейки не представлены) на момент времени t = 4,5: a — 2D-расчет; б — 3D-расчет, двумерное сечение
x = const

Рис. 6. Профили степени гомогенного смешения для компонента 1 в зависимости от высоты в 3D-расчете,
t = 4,5: 1 — модель 1; 2 — модель 2

Рис. 7. Профили степени гомогенного смешения для компонента 1 в зависимости от высоты в расчетах по
модели 1, t = 4,5: 1 — 3D-расчет; 2 — 2D-расчет

– 8 –



Определение "локальной" степени гомогенного смешения при прямом численном моделировании. . .

Рис. 8. Профили степени гомогенного смешения для компонента 1 в зависимости от высоты в расчетах по
модели 2, t = 4,5: 1 — 3D-расчет; 2 — 2D-расчет
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IDENTIFICATION OF THE "LOCAL" HOMOGENEOUS MIXING DEGREE IN THE
DIRECT NUMERICAL SIMULATION OF TURBULENT MIXING / Yu. V. Yanilkin,
A. R. Guzhova, L. I. Degtyarenko, O. G. Sinkova (FSUE "RFNC-VNIIEF", Sarov,
N. Novgorod region).

The paper describes a model used to identify the local (in space) degree of homogeneous
mixing in the direct numerical simulation of the turbulent mixing of two immiscible fluids.
The term “local” means that the degree of homogeneous mixing is identified for each mixed
cell containing two materials. The model is based on the analysis of a mixed cell from
viewpoint of the ability to reconstruct a material-material interface in such a cell. If the
interface is recoverable, it is assumed that materials are not mixed in the cell, otherwise
materials are in the mixed state.

The model was tested on the classic problem of turbulent mixing under the Rayleigh-
Taylor instability conditions due to a continuously accelerating interface between two fluids
(gases) of different densities. Both the 2D and 3D numerical simulations of the problem
were performed. Results of simulations with the proposed model for the integral (in space)
degree of homogeneity were compared with those obtained using the known model. There
is a satisfactory agreement of results that allows stating the proposed model adequacy.

Keywords: Rayleigh-Taylor instability, turbulent mixing area, direct numerical
simulation, a homogeneous mixing degree, the EGAK code.


