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Асимптотическое поведение решения уравнения переноса на больших временах опре-
деляется собственным значением оператора переноса с максимальной действительной
частью — временной постоянной. Соответственно указанная величина представляется
важной характеристикой динамики радиационных полей. Для ее расчета методами ста-
тистического моделирования, которые позволяют получать решение уравнения перено-
са с наименьшими приближениями, наиболее часто используется подход, основанный
на решении условно-критической задачи с добавлением вспомогательной реакции, па-
раметризованной пробным значением временнoй постоянной. Истинное значение полу-
чается подбором из условия критичности этого оператора. Недостатком используемых
в настоящее время методик, основанных на указанном подходе, является ограниченная
применимость.
В представленной работе рассматривается подход со вспомогательным оператором,

зависящим от времени и одновременно гладко зависящим от пробного значения времен-
нoй постоянной, для которого указанный недостаток отсутствует. Для нахождения ре-
шения используется алгоритм, подобный методу поколений с квадратичной скоростью
сходимости в оптимальном случае. Рассматриваются вопросы существования сходи-
мости. Приводится сравнение численного решения с аналитическим, в том числе при
отсутствии сходимости.

Ключевые слова: уравнение переноса частиц, временная постоянная, метод поколе-
ний, статистическое моделирование.

Введение

Изменение радиационного поля описывается
линейным уравнением переноса частиц (общий
вид для частных случаев приводится, например,
в [1, 2]), которое содержит действие операто-
ра переноса на плотность радиационного поля.
Свойства оператора переноса рассматриваются
в работах [3, 4]. В частности, там показано, что
при достаточно общих предположениях проек-
ция на действительную ось точечной части его
спектра лежит правее проекции остальной ча-
сти спектра. Соответственно (см. также [1]) при
условии существования точечной части асимпто-
тическое поведение решения определяется соб-
ственным значением оператора переноса с наи-
большей действительной частью. Можно пока-
зать (см. [3—6]), что оно действительно. Это соб-

ственное значение в дальнейшем для краткости
будем называть, аналогично [7], временнóй по-
стоянной. Асимптотическая конфигурация ра-
диационного поля пропорциональна собственной
функции, соответствующей временнoй постоян-
ной, а сама данная величина представляет собой
характерную скорость изменения интенсивности
радиационного поля. При этом в качестве харак-
терной скорости выхода на асимптотику мож-
но считать расстояние между этим собственным
значением и действительной частью остального
спектра. Необходимо отметить, что погрешность
определения временнoй постоянной численными
методами, кроме всего прочего, зависит от ука-
занного расстояния (чем оно больше, тем меньше
погрешность).

В случае отсутствия точечного спектра (во-
просы его существования рассматриваются, на-
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пример, в [4]) невозможно корректно опреде-
лить асимптотическую конфигурацию и соответ-
ствующую ей характерную скорость выхода на
асимптотику. В качестве характерной скоро-
сти изменения интенсивности радиационного по-
ля можно рассматривать верхнюю границу дей-
ствительной части спектра оператора переноса.
Однако вопрос о точности определения этой ве-
личины численными методами остается откры-
тым. С учетом данных факторов в дальнейшем
при построении методики расчета будет предпо-
лагаться существование собственного значения.

Можно утверждать, что в большинстве за-
дач переноса частиц математическая модель по-
лучается наиболее адекватной физической, ес-
ли для расчета применяются методы статисти-
ческого моделирования, основы которого при-
водятся, например, в [8]. Поэтому использова-
ние таких методов представляется предпочти-
тельным и при оценке временнoй постоянной, а
также функционалов на соответствующей соб-
ственной функции.

Необходимо отметить, что вопрос о построе-
нии алгоритма нахождения временнoй постоян-
ной рассматривается в течение продолжитель-
ного времени. В частности, различные подхо-
ды для задач переноса нейтронов представлены
в работах [9—17]. Однако они не лишены недо-
статков.

Наиболее простой и в то же время радикаль-
ный подход к решению задачи предлагается в
работах [9, 10]. Он основан на конечномерной
аппроксимации этой задачи, а методы статисти-
ческого моделирования используются для оцен-
ки элементов матрицы переходов. Хотя такой
подход позволяет оценивать набор собственных
значений, включая временную постоянную, точ-
ность этой оценки представляется неопределен-
ной.

В работах [11, 12] предлагается добавление к
оператору переноса фиктивной реакции погло-
щения с частотой α и решение соответствующей
условно-критической задачи [18]. При этом вре-
менная постоянная является корнем уравнения

kα = 1, (1)

где kα — эффективный коэффициент размноже-
ния. В рамках данного подхода рассматривают-
ся задачи только с мгновенными нейтронами и
при α > 0 (можно показать, что отрицатель-
ные значения этого параметра в общем случае
недопустимы). В указанных работах схема реше-
ния представляет собой итерационный процесс с

решением условно-критической задачи методом
поколений на каждой итерации.

В работе [13] также рассматривается реше-
ние условно-критической задачи и оценка kα,
но без дополнительной реакции. Такая же, как
в [11, 12], зависимость от α получается с исполь-
зованием весовой методики.

В работах [14—16] предлагается другой под-
ход, основанный на решении уравнения переноса
с источником, пропорциональным пробному зна-
чению временнoй постоянной со знаком минус.
Такой подход допустим только для подкритиче-
ских систем.

Следует отметить, что рассмотренные выше
подходы либо используют дополнительные (к
постановке задачи переноса) приближения, либо
предназначены для оценки временнoй постоян-
ной при условии ее принадлежности ограничен-
ному интервалу. При этом отсутствуют алгорит-
мы совместного использования разных подходов.
Универсальным может считаться подход, рас-
сматриваемый в работе [17], который основан на
отношении функционалов от распределения ней-
тронов на последующих временных шагах. Ос-
новной проблемой его использования, особенно
при учете запаздывающих нейтронов, является
выбор этого шага, так как от него сильно зави-
сит трудоемкость расчета.

Далее будет представлена альтернативная
универсальная методика, по трудоемкости близ-
кая методу поколений, основанная, подоб-
но [11, 12], на введении дополнительной фиктив-
ной реакции.

Уравнение переноса

Вид уравнения переноса с различной степе-
нью детализации приводится во многих работах
(см., например, [1—4]). Для поставленных здесь
целей это уравнение удобно представить следу-
ющим образом:

∂

∂t
n (p, t) = P̂ (t)n (p, t) + s (p, t) . (2)

Здесь используются следующие обозначения:
s (p, t) — источник частиц; p = (~r,~v, θ) — пара-
метры частицы (координаты, скорость и ее тип
соответственно); n (p, t) — плотность распреде-
ления параметров частицы в момент времени t;
P̂ (t) — оператор переноса, в общем случае за-
висящий от времени. В случае переноса нейтро-
нов, а также других нейтральных частиц опера-
тор P̂ (t) представляется суммой операторов:
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P̂ (t) =
∑
i

R̂i (t)− ~v ∂
∂~r
. (3)

Для заряженных частиц этот оператор содер-
жит дополнительный член, учитывающий влия-
ние внешних силовых полей, который здесь рас-
сматриваться не будет. В выражении (3) R̂i яв-
ляется оператором реакции i-го типа. Он имеет
следующий вид:

R̂i (t)n (p, t) = Q̂i (t)n (p, t)− Λi (p)n (p, t) , (4)

где первое слагаемое имеет смысл оператора
рождения вторичных частиц и представляется
следующим образом:

Q̂i (t)n (p, t) =

∫
µi (p, q, t) Λi (q)n (q, t) dq. (5)

В выражениях (4) и (5) Λi (p) — частота ре-
акции, равная произведению макроскопического
сечения на модуль скорости, а µi (p, q, t) — диф-
ференциальная множественность вторичных ча-
стиц. Обе эти функции неотрицательны.

Решение уравнения переноса ищется на про-
странстве конфигураций радиационного поля,
которое определяется множеством неотрица-
тельных функций параметров частицы, рассмат-
риваемым как конус [5, 6] в некотором бана-
ховом пространстве [3] (вид нормы несуществе-
нен). Для краткости этот конус в дальнейшем
будет именоваться физическим. При этом вид
оператора переноса, определяемый соотношени-
ями (3)—(5), гарантирует, что решение (2) лежит
в физическом конусе при условии, что источник
также принадлежит этому конусу.

Если источник является мгновенным, а опе-
ратор переноса (3) не зависит от времени, то на
больших временах для решения (2) устанавлива-
ется асимптотическая конфигурация радиацион-
ного поля, интегральная интенсивность которого
изменяется по экспоненте с параметром, равным
временнoй постоянной (при условии существова-
ния последней). Эти асимптотические парамет-
ры находятся решением следующего однородно-
го уравнения:

αnα = P̂ nα. (6)

Здесь в отличие от (3) символ оператора перено-
са приведен без указания зависимости от време-
ни, чтобы подчеркнуть его стационарность. Во-
обще говоря, решение этого уравнения не един-
ственно. Из всех решений наиболее важна вре-
менная постоянная, которая в дальнейшем будет
обозначаться α0.

Прежде чем построить процедуру реше-
ния (6), заметим, что в настоящее время наибо-
лее распространенным подходом для определе-
ния характеристик размножающих систем явля-
ется решение условно-критической задачи [1, 2].
Для ее построения выбирается набор реакций
размножения. Сумма операторов рождения вто-
ричных частиц в этих реакциях в дальнейшем
будет обозначаться символом Q̂p. С ее использо-
ванием определяется оператор переноса без раз-
множения:

P̂0 = P̂ − Q̂p. (7)

Можно видеть, что P̂0 имеет вид оператора пе-
реноса (3) с нулевой множественностью на реак-
циях размножения. Основным критерием выбо-
ра Q̂p является подкритичность P̂0, т. е. отрица-
тельность его временнoй постоянной.

Для нахождения временнoй постоянной
с использованием решения уравнения (1)
удобно рассмотреть вспомогательную условно-
критическую задачу. Для этого необходимо
ввести вспомогательную реакцию, зависящую
от пробного собственного значения α, а также в
общем случае от времени, которая в дальнейшем
будет обозначаться R̂α (t). С ее использованием
определяется вспомогательный оператор сдви-
га по времени Ûα (t), представляющий собой
решение следующей задачи Коши:

∂

∂t
Ûα (t) =

(
P̂0 + R̂α (t)

)
Ûα (t) , Ûα (0) = 1. (8)

С помощью этого оператора сдвига по времени
определяются следующие операторы:

K̂α=

t0∫
0

(
Q̂p − R̂α (t)− α

)
Ûα (t) dt+ Ûα (t0); (9)

T̂α=

t0∫
0

t
(
Q̂p−R̂α (t)−α

)
Ûα (t) dt+t0Ûα (t0).(10)

При этом предполагается, что интегралы суще-
ствуют. Для R̂α (t) предполагается непрерывная
зависимость от α, а при действительном значе-
нии этого параметра — справедливость следую-
щего соотношения:

−R̂α (t)− α ≥ 0. (11)

Эта запись подразумевает, что левая часть явля-
ется положительным оператором на физическом
конусе (если этот оператор представляет собой
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умножение на скаляр, то запись можно пони-
мать буквально). При указанном ограничении
операторы (9) и (10) также являются положи-
тельными. Можно отметить, что в случае α = 0
и R̂α (t) = 0 уравнение на собственное значение

K̂0ñ = kñ

эквивалентно уравнению условно-критической
задачи. Оставляя пока использование операто-
ра T̂α, можно доказать следующее:

Утверждение 1. Пусть параметр α такой,

что оператор
t0∫
0

Ûα (t) dt обратим, а распределе-

ние ñ удовлетворяет следующему уравнению:

K̂αñ = ñ. (12)

Тогда α является собственным значением опе-
ратора переноса, а его собственная функция свя-
зана с (12) следующим образом:

nα =

t0∫
0

Ûα (t) dt · ñ. (13)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подстановкой (8) в (9)
получается следующее представление оператора:

K̂α =

t0∫
0

[(
Q̂p + P̂0 − α

)
Ûα (t)− ∂

∂t
Ûα (t)

]
dt+

+ Ûα (t0) .

Принимая во внимание определение (7) и ин-
тегрируя это выражение с учетом начального
условия (8) и вынесением не зависящих от вре-
мени объектов из-под интеграла, несложно по-
лучить следующее представление рассматривае-
мого оператора:

K̂α =
(
P̂ − α

) t0∫
0

Ûα (t) dt+ 1. (14)

Подстановка (14) в (12) показывает, что (13)
удовлетворяет уравнению (6). Обратное утвер-
ждение верно вследствие обратимости операто-

ра
t0∫
0

Ûα (t) dt. Доказательство закончено.

Отсюда следует, что если на некотором мно-
жестве α существуют точки, в которых выполня-
ются условия утверждения 1, то эти точки при-
надлежат спектру оператора переноса, а соот-
ветствующие им собственные функции связаны

с (12) соотношением (13). Поэтому, принимая
во внимание, что временная постоянная действи-
тельна, как это показано в [3], ее поиск можно
локализовать на действительной прямой. При
условии обратимости на ней оператора (13) удоб-
но рассмотреть вспомогательную задачу на опре-
деление собственного значения оператора (9):

K̂αñα = kαñα. (15)

Для каждого α существует набор решений этого
уравнения, вообще говоря, комплексных, образу-
ющих непрерывные кривые при изменении ука-
занного параметра. На каждой кривой любому
корню уравнения (1) согласно утверждению 1 со-
ответствует некоторое собственное значение опе-
ратора переноса. При этом возникают проблемы
выбора кривой, соответствующей временнoй по-
стоянной, и построения эффективного алгорит-
ма нахождения этой постоянной.

Решению данных проблем может помочь оцен-

ка производной
dkα
dα

. Для этого удобно использо-
вать формализм сопряженного пространства [3],
состоящего из непрерывных линейных функцио-
налов, определенных на множестве распределе-
ний параметров частицы. На сопряженном про-
странстве можно определить функционал n+α ,
который является решением аналогичной (15)
задачи на собственное значение

K̂+
α n

+
α = kαn

+
α , (16)

где K̂+
α — оператор, сопряженный с K̂α. При

этом считается, что n+α представляет собой ли-
нейный функционал (в отличие от полулинейно-
го, используемого в [3]). При таком определе-
нии существует kα то же самое, что и в (15), при
котором значение данного функционала на соот-
ветствующем решении указанной задачи ненуле-
вое. В связи с этим для упрощения в дальней-
шем будет использоваться следующая нормиров-
ка: 〈

n+α , ñα
〉

= 1,

где угловыми скобками обозначено значение
функционала n+α на распределении ñα. Неслож-
но показать, что в этом случае производная kα
имеет следующее представление:

dkα
dα

=

〈
n+α ,

dK̂α

dα
ñα

〉
. (17)

Хотя представление (17) не позволяет опре-
делить значения производной во всей области
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изменения параметра α, однако с его помощью
это можно сделать вблизи собственного значения
оператора переноса. Для этого удобно использо-
вать следующую величину:

τα =
〈
n+α , T̂αñα

〉
, (18)

которая при α = α0 имеет смысл некоторого
среднего времени [18]. При этом справедливо
следующее:

Утверждение 2. Если α удовлетворяет

условиям утверждения 1, то
dkα
dα

= −τα.

Для доказательства можно отметить, что с
учетом (7) и (8) оператор (10) представляется в
виде

T̂α =

t0∫
0

t
(
P̂ − α

)
Ûα (t) dt−

−
t0∫
0

t
∂

∂t
Ûα (t) dt+ t0Ûα (t0) .

Вынося независимые от времени объекты в пер-
вом слагаемом из-под интеграла и интегрируя
второе слагаемое, несложно получить

T̂α =
(
P̂ − α

) t0∫
0

tÛα (t) dt+

t0∫
0

Ûα (t) dt.

Соответственно (18) принимает вид

τα =

〈
n+α ,

(
P̂ − α

) t0∫
0

tÛα (t) dt · ñα

〉
+

+

〈
n+α ,

t0∫
0

Ûα (t) dt · ñα

〉
. (19)

В то же время для значения производной (17) с
учетом представления (14) справедливо следую-
щее выражение:

dkα
dα

=

〈
n+α ,

(
P̂ − α

) t0∫
0

dÛα (t)

dα
dt · ñα

〉
−

−

〈
n+α ,

t0∫
0

Ûα (t) dt · ñα

〉
. (20)

Первые слагаемые в правых частях (19) и (20)
могут быть представлены в виде〈
n+α ,

(
P̂−α

)
Âñα

〉
=
〈(
P̂+−α

)
n+α , Âñα

〉
, (21)

где Â — некоторый оператор, вид которого в рас-
сматриваемом контексте не имеет значения. Ра-
венство правой и левой частей следует из опре-
деления сопряженного оператора [3], из него же
следует равенство их обеих нулю. Действитель-
но, n+α является решением уравнения (16) с kα =
= 1. Подставляя в это уравнение оператор, со-
пряженный с (14), согласно правилам, обосно-
ванным в [3], можно получить следующее соот-
ношение: t0∫

0

Û+
α (t)

(
P̂+ − α

)
dt+ 1

n+α = n+α . (22)

Из (22), а также из того, что α является соб-
ственным значением оператора переноса, а опе-

ратор
t0∫
0

Û+
α (t) dt обратим, следует, что решени-

ем (16) является соответствующая сопряженная
собственная функция оператора переноса. Это,
в свою очередь, означает, что левая часть (21), а
соответственно, и правая, равна нулю.

Таким образом, (19) и (20) определяются толь-
ко вторыми слагаемыми, которые равны по аб-
солютной величине и различны по знаку. Дока-
зательство закончено.

Среди кривых, образованных собственными
значениями уравнения (15), можно выбрать ту,
которая отвечает ведущим собственным значе-
ниям (ведущая кривая). Так как оператор (9)
является положительным, то для любой точки
этой кривой ñα принадлежит физическому ко-
нусу, а n+α является положительным функцио-
налом на нем. Соответственно вследствие поло-
жительности оператора (10) τα всюду положи-
тельна. Ведущая кривая пересекает прямую (1),
причем в точке пересечения согласно утвержде-
нию 2 производная отрицательна. А с учетом
непрерывности кривой данное пересечение един-
ственно. Так как действительные части всех
остальных собственных значений не превыша-
ют временную постоянную, точки их пересече-
ния с (1) лежат левее нее. Таким образом, вре-
меннoй постоянной соответствует корень урав-
нения (1) для ведущей кривой. А значит, метод
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поколений [18], предназначенный для нахожде-
ния ведущего собственного значения и соответ-
ствующего ему распределения, подходит и для
решения задачи (6).

Алгоритм определения
временнoй постоянной

При известном собственном значении опе-
ратора переноса соответствующая собственная
функция получается при решении условно-
критической задачи (15), алгоритмы решения
которой достаточно хорошо разработаны (см.,
например, [18]). Таким образом, наиболее
проблемной представляется задача определения
временнoй постоянной. Для этого удобно вы-
брать некоторую монотонную и дважды непре-
рывно дифференцируемую функцию g, удовле-
творяющую условию g (1) = 0, с использованием
которой уравнение (1) можно представить в сле-
дующем альтернативном виде:

g (kα) = 0. (23)

С учетом утверждения 2 значение этой функции
при произвольном α может быть представлено
начальным отрезком степенного ряда:

g (kα) = −g′τα0 (α− α0) + g′′ (α̃)
(α− α0)

2

2
, (24)

где g′ ≡ dg (k)

dk

∣∣∣∣
k=1

, g′′ (α) ≡ d2g (kα)

dα2
, а α̃ лежит

между α0 и α. При условии близости последних
значений, т. е. когда |g′τα0 | � |g′′ (α̃) (α− α0)|,
вторым слагаемым в правой части (24) можно
пренебречь. В свою очередь, если этому условию
удовлетворяют все αi из заданной выборки, то
в пренебрежении этим слагаемым справедливо
соотношение

1

m

m∑
i=1

gi = τα0g
′α0 −

τα0g
′

m

m∑
i=1

αi,

где для краткости обозначено gi ≡ g (kαi). Из
этого соотношения несложно получить оценку
временнoй постоянной. Введя обозначение 〈ζ〉 ≡

≡ 1

m

m∑
i=1

ζi для среднего по выборке значения ζ,

эту оценку можно записать в следующем виде:

α0 = 〈α〉+
〈g〉
τα0g

′ . (25)

С учетом того, что величины 〈g〉 и τα0 получа-
ются численными методами, их значения опре-
делены с некоторыми погрешностями ∆g и ∆τ
соответственно. Отсюда можно получить оцен-
ку погрешности временнoй постоянной в первом
приближении:

∆α0 ≤
1

τα0g
′

(
∆g + |〈g〉| ∆τ

τα0

)
.

Следует отметить, что эта оценка получена в ли-
нейном приближении и не учитывает последне-
го члена в выражении (24), пропорционального
второй производной. Поэтому, если не выпол-
няется условие близости αi к α0, необходимое
для корректности этого приближения, отклоне-
ние (25) от точного значения может быть суще-
ственно выше.

Таким образом, если из каких-либо соображе-
ний известен набор αi, близких к временнoй по-
стоянной, значение последней можно уточнить
по формуле (25). Для получения набора αi удоб-
но использовать стационарную последователь-
ность, получаемую при решении системы урав-
нений (15), (23) методом простой итерации со
стохастической правой частью. Алгоритм по-
лучения такой последовательности рассмотрен
в [19]. В частности, показано, что при любом
начальном состоянии в общем случае нестаци-
онарная последовательность сходится к стаци-
онарной при условии сходимости соответству-
ющего неслучайного итерационного оператора.
При заданных начальных распределении и проб-
ном собственном значении (ñ0 и α0) этот опера-
тор, параметризованный натуральным числом L
и действительным числом ω, можно представить
следующим образом:

ñm+1 =
K̂L
αmñm〈

f+, K̂L
αmñm

〉 ; (26)

k =
1

L

L∑
l=1

〈
f+, K̂L

αmñm
〉

〈
f+, K̂L−1

αm ñm
〉 ; (27)

τ =
1

L

L∑
l=1

〈
f+, T̂αmK̂L−1

αm ñm
〉

〈
f+, K̂L−1

αm ñm
〉 ; (28)

αm+1 = αm + ω
g (k)

g′τ
, (29)

где через f+ обозначен некоторый заданный по-
ложительный функционал (обычно определяе-
мый единичной функцией).
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Можно отметить, что при ω = 0 итерации
фактически представляют собой метод поколе-
ний [18]. В этом случае они безусловно сходятся
к ведущему собственному значению и соответ-
ствующему распределению условно-критической
задачи (15) при заданном значении α0.

Однако наибольший интерес вызывают усло-
вия сходимости при ненулевом значении ω.
Как можно видеть, ñα0 и α0 представляют
стационарную точку итерационного оператора
(26)—(29). Для оценки ее устойчивости необхо-
димо рассмотреть свойства матрицы производ-
ных. Здесь можно выделить d̂α — матрицу про-
изводных последующего поколения по предыду-
щему, зависящую от пробного значения α. В обо-

значениях (26) d̂αm =
∂ñm+1

∂ñm
. С использованием

этого обозначения матрицу производных итера-
ционного оператора удобно записать в следую-
щем виде:

∂
(
ñm+1, αm+1

)
∂ (ñm, αm)

= D̂m
0 + ωD̂m

1 ,

где

D̂m
0 =

 d̂αm
∂ñm+1

∂αm

0 1

 ;

D̂m
1 =

 0 0

∂

∂ñm
g (k)

g′τ

∂

∂αm
g (k)

g′τ

 .

Спектр оператора D̂m
0 содержит собственные

значения оператора d̂αm , модуль каждого из
которых не превышает доминантного отноше-
ния, строго меньшего единицы, что обеспечива-
ет безусловную сходимость (26). Соответствен-
но следует ожидать, по крайней мере при ма-
лых ω, сохранения этого свойства при возму-
щении указанных собственных значений. До-
полнительно в спектр D̂m

0 входит значение χ =
= 1 с собственным вектором ξ = (η , 1), где

η =
(

1− d̂αm

)−1 ∂ñm+1

∂αm
. Соответствующий

нормированный сопряженный вектор имеет вид
ξ+ = (0, 1). При этом изменение единичного соб-
ственного значения определяется производной,
которая имеет вид

dχ

dω
=
〈
ξ+, D̂m

1 ξ
〉

=

〈
∂

∂ñm
g (k)

g′τ
,η

〉
− ∂

∂αm
g (k)

g′τ
.

В точке (ñα0 , α0), где k = 1 и соответственно

d
g (k)

g′τ
=

1

τ
dk, эта производная принимает вид

dχ

dω
=

1

τ

(〈
∂k

∂ñα0

,
(

1− d̂α0

)−1 ∂ñα0

∂α0

〉
+

∂k

∂α0

)
.

В общем случае оценить значение этой вели-
чины непросто. Однако можно заметить, что
d̂α −→

L→∞
0. Тогда выражение в скобках стремится

к полной производной и с учетом справедливо-
сти утверждения 2 получаем

dχ

dω
−→
L→∞

1

τ

(〈
∂k

∂ñα0

,
∂ñα0

∂α0

〉
+
∂k

∂α0

)
=−τα0

τ
. (30)

Вследствие отрицательности данной величины
можно утверждать, что по крайней мере при ма-
лых значениях ω итерации (26)—(29) сходятся
вблизи временнoй постоянной. В предположе-
нии τ ≈ τα0 получается следующее соотношение:

χ = 1− ωτα0

τ
≈ 1− ω −→

ω→1
0.

То есть при справедливости данного предпо-
ложения и ненарушении условия сходимости
при ω = 1 скорость сходимости близка к квад-
ратичной (по аналогии с методом Ньютона [20]).

Использование итераций (26)—(29) для реше-
ния уравнения (6) подразумевает определение
оператора вспомогательной реакции, зависящего
от пробного значения α. Подобно работам [9, 10]
очевидным кандидатом на роль оператора вспо-
могательной реакции является

R̂α (t) = −α. (31)

Этот оператор допустим, так как удовлетворяет
условию (11).

Однако необходимо отметить, что оператор
P̂0 − α подкритичен только при условии, что α
превышает временную постоянную P̂0, в частно-
сти при α ≥ 0, что фактически является обосно-
ванием корректности алгоритмов, предлагаемых
в [9, 10]. В этом случае при t0 =∞ оператор (9)
и его производная имеют вид

K̂α = Q̂p

(
α− P̂0

)−1
;

d

dα
K̂α = −Q̂p

(
α− P̂0

)−2
.

(32)

В противном случае интеграл в (9) расходится.
Следовательно, при α0 < 0 использование (31)

проблематично. Однако в этом случае допустим
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альтернативный вид оператора вспомогательной
реакции

R̂α (t) = 0. (33)

В силу подкритичности P̂0 интеграл в (9) суще-
ствует, а операторы, аналогичные (32), имеют
вид

K̂α =
(
Q̂p − α

)(
−P̂0

)−1
;

d

dα
K̂α = P̂−10 . (34)

Таким образом, для построения универсаль-
ной схемы возможен подход, когда при α ≥ 0
оператор вспомогательной реакции определяет-
ся выражением (31), а при α < 0 — выражени-
ем (33). Однако, как видно из (32) и (34), про-
изводная K̂α разрывна в нуле. Это же касает-
ся и ведущего собственного значения. Такое по-
ведение нежелательно при использовании опера-
ции (29), предполагающей гладкую зависимость
от α. Для ее получения удобно рассмотреть за-
висящий от времени оператор, например продол-
жить (31) в область отрицательных значений α
следующей зависимостью:

R̂α (t) = − α

1− c α t
, (35)

где c — некоторая произвольная положительная
постоянная. Гладкая сшивка очевидна. Также
видно, что при t → ∞ этот оператор прибли-
жается к (33). Соответственно интеграл в (9)
сходится.

Учитывая вышесказанное, далее в качестве
оператора вспомогательной реакции при α ≥ 0
будет рассматриваться (31), а при α < 0 — опе-
ратор (35).

Приближение вперед—назад

В работе [21] приведено описание упрощен-
ной задачи переноса нейтронов в односкорост-
ном приближении и при условии движения вдоль
прямой, которое, с одной стороны, представляет
компактную систему с реалистичными гранич-
ными условиями, а с другой позволяет получить
аналитическое решение задачи переноса.

Для сравнения аналитического решения с чис-
ленным, полученным по методике, описанной в
предыдущих разделах, рассматривалась задача
переноса частиц в однородном шаре с парамет-
рами взаимодействия со средой, предложенными
в [21]. Эти параметры в представлении (4), (5),
приведены в табл. 1. Здесь через v обозначена
скорость нейтрона с энергией 1МэВ; Λ — частота

Таблица 1
Параметры взаимодействия

Реакция Λ/v, см−1 µ+ µ−

Поглощение 0,006242886 0 0
Рассеяние 0,310703634 0,9 0,1
Деление 0,060027750 1,3 1,3

реакции (Λ/v — ее макроскопическое сечение);
µ+ и µ− имеют смысл множественности вторич-
ных частиц, испускаемых в прямом и обратном
направлениях соответственно.

Наиболее интересной представляется подкри-
тическая система c радиусом шара, равным R =
= 5 см (α0 = −0,140475 нс−1). Вследствие под-
критичности для результатов расчетов должна
наблюдаться зависимость от параметра вспомо-
гательной реакции c из (35). Было рассмотрено
три его значения: 1) c = 1; 2) c = 0, эквива-
лентное использованию оператора вспомогатель-
ной реакции (31); 3) c = 105, аппроксимирующее
c → ∞, которое дает оператор (33). Значения
остальных параметров, влияющих на устойчи-
вость расчетной схемы: t0 = 10102 нс (аппрок-
симация t0 →∞); число поколений на итерации
L = 10; множитель в формуле Ньютона ω = 1.

Результаты приводятся в табл. 2. Здесь и да-
лее используются следующие обозначения: k —
эффективный коэффициент размножения; σx —
погрешность величины x, оцененная по результа-
там моделирования; δα — относительное откло-
нение от точного значения. Можно видеть схо-
димость к решению уравнения (6), а также сов-
падение всех результатов с аналитическим реше-
нием с точностью до погрешности.

Дальнейшие расчеты с целью оценки влияния
параметров на сходимость схемы проводились
при значении c = 1. В первую очередь рас-
сматривалась зависимость от L (число поколе-
ний на итерации). В табл. 3 приведены резуль-

Таблица 2
Зависимость расчетных характеристик от па-
раметра вспомогательной реакции для R =
= 5 см

c α0, нс−1 σα,% δα,% k σk,%
105 −0,140484 0,016 0,006 1,00000 0,005
1 −0,140503 0,012 0,020 1,00000 0,005
0 −0,140475 0,010 0,000 0,999999 0,004
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Таблица 3
Зависимость расчетных характеристик от L
для R = 5 см

L α0, нс−1 σα,% k σk,%
1 −9,29766 5,999 3,25847 1,274
2 −0,140474 0,002 1,00000 0,001
5 −0,140473 0,002 1,00000 0,001

таты расчетов при разных значениях этого пара-
метра. Здесь наблюдается сходимость для всех
значений, кроме L = 1, для которого видно так-
же отличие k от единицы. Принимая во внима-
ние (30), можно утверждать, что в рассматри-
ваемом случае сходимость существует при усло-
вии L > 1.

Интересно рассмотреть, как влияет на сходи-
мость множитель в формуле Ньютона (ω). С
учетом того, что итерационный процесс является
неустойчивым при L = 1, указанное рассмотре-
ние следует проводить при этом значении. Ре-
зультаты таких расчетов приведены на рисунке.
Видно, что в соответствии с (30) при малых зна-
чениях ω сходимость улучшается.

При радиусе шара R = 10 см система является
надкритической (α0 = 0,0349564 нс−1). Вслед-
ствие положительности собственного значения
зависимость от параметра вспомогательной ре-
акции в данном случае отсутствует. Поэтому
в первую очередь были приведены расчеты при
разных значениях L. Результаты приводятся в
табл. 4. Здесь сходимость видна даже при L = 1,
а также при L = 5. С учетом (30) отсюда можно

Зависимость расчетного собственного значения от
множителя в формуле Ньютона для R = 5 см ( —
α0 = −0,140475 нс−1)

Таблица 4
Зависимость расчетных характеристик от L
для R = 10 см

L α0, нс−1 σα,% δα,% k σk,% τ , нс στ ,%
1 0,0349572 0,004 0,002 1,00000 0,001 3,98150 0,001
5 0,0349574 0,004 0,003 1,00000 0,001 3,98154 0,001

сделать вывод о сходимости к аналитическому
решению при любом значении параметра L в от-
личие от подкритического случая R = 5 см (см.
табл. 3).

Заключение

Рассмотренная методика оценки временнoй
постоянной методами статистического модели-
рования основана на решении уравнения (1).
При этом используется алгоритм, подобный при-
меняемому в методе поколений для эргодиче-
ской оценки решения условно-критической зада-
чи [18]. Предлагаемая методика универсальна в
том смысле, что она может использоваться и для
надкритических, и для подкритических систем.

Необходимо отметить, что сходимость итера-
ций, в отличие от метода поколений, условная. В
связи с этим для используемого здесь алгоритма
предложены некоторые параметры, расширяю-
щие область сходимости. Показано влияние этих
параметров на сходимость.

Предлагаемые алгоритмы опробованы на за-
даче, имеющей аналитическое решение. Показа-
на сходимость к этому решению. Однако ука-
занная задача значительно проще большинства
практических приложений. Поэтому в дальней-
шем предполагается рассмотреть использование
предлагаемых алгоритмов в прикладных зада-
чах.
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TIME CONSTANT ESTIMATION WITH STATISTIC SIMULATION METHODS IN
PARTICLE TRANSPORT PROBLEMS / D. G. Modestov (FSUE "E.I. Zababakhin RFNC-
VNIITF ", Snezhinsk, Chelyabinsk region).

The asymptotic behavior of the transport equation solution at large times is determined
by the transport operator eigenvalue with a maximum real part, i.e. a time constant.
Accordingly, this value is an important characteristic of the radiation field dynamics. To
calculate it with the statistic simulation methods that allow solving the transport equation
with least approximations, the most common approach is based on solving the conditionally
critical problem with an added auxiliary reaction parametrized by a trial value of time
constant. The true value is obtained by selecting values according to the operator criticality
condition. A restricted range of applicability is a disadvantage of the current methods based
on the approach above.

The paper describes the approach with an auxiliary operator which is time dependent
and, at the same time, smoothly depends on the trial time-constant value which has no such
disadvantage. To solve the problem, an algorithm similar to the method of generations with a
quadratic rate of convergence, in optimal case, is used. Issues of convergence are considered.
Comparison between the numerical and analytical solutions is presented including the case
of no convergence.

Key words: particle transport equation, time constant, method of generations, statistical
simulation.


