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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ДАННЫХ НАТУРНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ ПОЛУЭМПИРИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

ДВИЖЕНИЯ ЛЕДОКОЛА НАБЕГАМИ

Е. М. Грамузов, В. А. Зуев, Н. В. Калинина, А. А. Куркин
(НГТУ им. Р. Е. Алексеева, г. Нижний Новгород)

Внимание к арктическому судоходству постоянно растет. Наиболее универсальным
средством борьбы с ледовыми затруднениями является ледокольный флот. При эксплу-
атации ледоколов часто встречаются тяжелые ледовые условия, в которых невозможно
двигаться непрерывным ходом, и ледоколы вынуждены прибегать к работе набега-
ми. Этот способ движения в настоящее время наименее изучен. В его развитии важ-
ную роль играют теоретические и экспериментальные исследования, обобщение опыта
эксплуатации ледоколов. Работа ледокола набегами представляет собой циклическое
движение, каждый цикл которого складывается из этапов. Приведены нелинейные
дифференциальные уравнения второго порядка, описывающие все этапы движения ле-
докола набегами, и их аналитические решения, полученные авторами ранее. Предло-
жены методы использования данных, полученных в результате проведенных натурных
экспериментов и накопленных ранее, для получения коэффициентов полуэмпириче-
ских моделей циклического движения набегами. Показана эффективность применения
предложенных методов.

Ключевые слова: лед, движение ледокола набегами, математическое моделирование,
полуэмпирическая модель, данные натурных экспериментов.

Введение

При эксплуатации ледоколов часто встречаются тяжелые ледовые условия, в которых невозмож-
но двигаться непрерывным ходом. Поэтому ледоколы вынуждены прибегать к работе набегами.
Работа набегами представляет собой циклическое движение, каждый цикл которого складывается
из следующих этапов:

1) реверс пропульсивной установки ледокола с переднего хода на задний после остановки в сплош-
ном льду;

2) ускоренный и замедленный отход в собственном канале битого льда от ненарушенного ледя-
ного покрова;

3) реверс пропульсивной установки ледокола с заднего хода на передний;
4) ускоренное движение (разбег) ледокола в собственном канале битого льда для набора кинети-

ческой энергии при вхождении в ненарушенный ледяной покров;
5) замедленное продвижение (естественное торможение) в сплошном льду, которое продолжается

до полной остановки.

Для дальнейшего продвижения необходимо осуществить реверс энергетической установки с пе-
реднего хода на задний, и циклический процесс повторяется.

Прежде были предприняты попытки изучения вопросов, связанных с движением ледоколов на-
бегами [1—5], и настоящая работа является продолжением и развитием ранее проведенных исследо-
ваний.
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Ускоренное движение ледокола

Уравнение ускоренного движения задним или передним ходом имеет соответственно вид [5]

ẍ+A1ẋ
2 = B1 или ẍ+A3ẋ

2 = B3. (1)

Здесь A1 =
1,4Pшзх + k1зхv

2
0(

1 + k′11

)
Dv20

; B1 =
Pшзх − k2зх(
1 + k′11

)
D

; A3 =
1,4Pшпх + k1пхv

2
0(

1 + k′11

)
Dv20

′
; B3 =

Pшпх − k2пх(
1 + k′11

)
D

;

k1 = kид

[
cиρлh

B

2

(
Φи + fΦит

)
+ cгρh

B

2

(
Φ′г + fΦ′гт

)]
; k2 = kп(ρ− ρл)ghbB

(
Φ′п + fΦ′пт

)
,

где k1 = k1зх или k1пх, k2 = k2зх или k2пх в зависимости от направления движения (задний или
передний ход); x, ẋ, ẍ — соответственно перемещение, скорость и ускорение судна; Pшзх, Pшпх —
тяга ледокола на швартовых на заднем и переднем ходу соответственно; v0 — скорость движения
на чистой воде при заданной мощности; k′11 — коэффициент присоединенных масс воды и льда;
D — водоизмещение; cи — безразмерный коэффициент, учитывающий присоединенные массы во-
ды в составе импульсного сопротивления льдин; ρл — плотность льда; h — толщина льда; B —
ширина ледокола; f — коэффициент трения льда об обшивку ледокола; cг — коэффициент гидроди-
намического сопротивления при раздвигании льдин; ρ — плотность воды; g — ускорение свободного
падения. Средняя протяженность обломков льда b, зависящая от его толщины, как показывают
наблюдения, определяется изгибом пластин на упругом основании и приближенно может быть по-
лучена из соотношения bα = 0,312. Здесь α = 4

√
(ρg)/d — параметр изгиба пластины на упругом

основании; d = Eh3
/[

12(1 − µ2)
]
— цилиндрическая жесткость ледяной пластины; E, µ — модуль

упругости и коэффициент Пуассона льда. Функции Φи, Φит, Φ′г, Φ′гт, Φ′п, Φ′пт, характеризующие
форму корпуса, различны для переднего и заднего хода [1]. Эмпирические коэффициенты kп, kид
компенсируют неточности теоретической модели сопротивления битого льда, которые определя-
ются с учетом данных натурных экспериментов по работе ледоколов набегами: kп компенсирует
неточность определения составляющей сопротивления битого льда, вызванного притапливанием и
поворачиваем льдин, а kид — составляющих импульсного и диссипативного сопротивления битого
льда.

Торможение ледокола в сплошном льду

В результате разбега ледокол приобретает некоторую скорость vр, с которой он внедряется в
сплошной лед, продвигаясь до полной остановки. На этом этапе уравнение поступательного движе-
ния имеет вид

ẍ+A4ẋ
2 = −B4, (2)

A4 =
1,4Pшпх + k3v

2
0

(1 + k′11)Dv
2
0

, B4 = − Pшпх − k4
(1 + k′11)D

,

k3 = kоvρлhB

[
cи (Φи + fΦит) +

сгρΩл

ρлBh
(Φг + fΦгт)

]
,

k4 = kр
h4

dα

[
(1 + fγлтф) + kсфγсф

dα2

h

√
tgϕ2ф

1 + tg2ϕ2ф
+ 0,66 (1 + fΦлт)Bα+

kсбΦсdα
3B

h

]
+

+ kост (ρ− ρл) ghΩл (Φп + fΦпт) + kсghсΩл (Φп + fΦпт) ,

где Ωл — площадь подводной части корпуса, облегаемая льдом; kсф = 1,5 · 10−3 кПа−1; kсб = 0,5 ×
× 10−3 кПа−1; kс = 0,3 т/м3; hс — толщина снега; ϕ2ф — угол притыкания конструктивной ватер-
линии к диаметральной плоскости на форштевне; γлтф, γсф, Φи, Φит, Φг, Φгт, Φлт, Φс, Φп, Φпт —
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функции, характеризующие форму корпуса [1]. Эмпирические коэффициенты kр, kост, kоv компен-
сируют неточности теоретической модели сопротивления сплошного льда, а именно составляющей
сопротивления разрушению, а также статической и зависящей от скорости составляющих сопро-
тивления обломков льда. Коэффициенты kр, kост, kоv определяются с учетом данных натурных
экспериментов по ледопроходимости речных ледоколов набегами.

В выражении (2) Pшпх < k4 и B4 принимают положительные значения. Это соответствует тормо-
жению ледокола вплоть до полной остановки во льду толщиной, больше предельной.

При работе набегами возможен случай, когда толщина льда окажется меньше предельной. В
этом случае скорость ледокола уменьшается не до нуля, а до установившейся скорости в сплошном
ледяном поле. Для этого случая дифференциальное уравнение имеет вид

ẍ+A4ẋ
2 = B5, B5 =

Pшпх − k4
(1 + k′11)D

. (3)

Решения уравнений (1)—(3) приведены в работах [2, 3] с учетом начальных условий для каждого
этапа циклического движения.

Вычисление коэффициентов полуэмпирических моделей
по экспериментальным данным

Теоретические модели движения ледокола на различных этапах работы построены таким обра-
зом, что нуждаются в уточнении в соответствии с имеющимися данными натурных экспериментов.
Это связано с тем, что во-первых, физические модели взаимодействия ледокола со льдом неизбеж-
но упрощают реальность, а, во-вторых, математические модели получены для идеализированных
условий. Поэтому перед составляющими сопротивления введены эмпирические коэффициенты kид,
kп, kоv, kр, kост.

Коэффициенты, позволяющие приводить в соответствие теоретическую модель с данными натур-
ных экспериментов, в представленной модели являются неизвестными величинами. Они могут быть
определены на базе экспериментальных исследований по работе ледокола набегами [5—11].

Построение математических моделей производилось по экспериментальным данным [3, 4]. Несмот-
ря на различные формы представления экспериментальных данных, все они являются уникальными
и поэтому использованы для построения методик расчета движения ледоколов набегами, а имен-
но для определения неизвестных коэффициентов kид, kп, kоv, kр, kост полуэмпирической модели
(1)—(3).

Расчет эмпирических коэффициентов kид, kп, kоv, kр, kост следует производить, используя коэф-
фициенты A1, A3, A4, B1, B3, B4, B5 полуэмпирической модели (1)—(3) раздельно для каждого
этапа движения ледокола набегами.

Рассмотрим процесс разгона ледокола в собственном канале и приведем системы уравнений для
определения эмпирических коэффициентов битого льда kид, kп, которые получены на основе реше-
ний уравнений (1)—(3) относительно коэффициентов A1, A3, A4, B1, B3, B4, B5.

В качестве исходных экспериментальных данных для нахождения эмпирических коэффициентов
kид, kп могут быть использованы время разбега tр и путь lр, пройденный при разбеге. В этом случае
система уравнений для нахождения эмпирических коэффициентов kид, kп принимает вид

lрi +
1

2A1i
ln
(

1 − th2
(
tрi
√
A1iB1i

))
= 0, i = 1, 2, . . . , n1, (4)

где i — номер текущего уравнения в системе; n1 — число уравнений в системе, равное числу экспе-
риментов с полученными данными tрi, lрi.
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Если в качестве исходных экспериментальных параметров задаются длина разгонного участка lр
и скорость vр, с которой судно входит в лед, то система уравнений имеет вид

lрi +
1

2A1i
ln

(
1 −

v2рiA1i

B1i

)
= 0, i = 1, 2, . . . , n2, (5)

где n2 — число уравнений в системе, равное числу экспериментов с полученными данными lрi, vрi.
В качестве исходных экспериментальных данных могут быть использованы такие данные, у ко-

торых запись параметров движения зафиксирована не полностью на всем этапе, а на определенном
интервале времени. Система уравнений для определения kид, kп в каждом случае принимает свой
вид в зависимости от того, какие параметры приняты в качестве исходных:

– время разгона t и путь x, пройденный за это время:

xi +
1

2A1i
ln
(

1 − th2
(
ti
√
A1iB1i

))
= 0, i = 1, 2, . . . , n3; (6)

– время разгона t и скорость ẋ, которую ледокол развил за это время:

ẋi −
√
B1i

A1i
th
(
ti
√
A1iB1i

)
= 0, i = 1, 2, . . . , n4; (7)

– путь x и скорость ẋ, которую ледокол развил за этот пройденный путь:

xi +
1

2A1i
ln

(
1 − ẋ2iA1i

B1i

)
= 0, i = 1, 2, . . . , n5. (8)

В (6)—(8) n3—n5 — число уравнений в системах, равное числу экспериментов с полученными
данными: ti и xi, ti и ẋi, xi и ẋi соответственно.

Для завершенного процесса t = tр, x = lр, ẋ = vр и уравнения (6), (8) принимают соответственно
вид (4), (5).

При подборе исходных данных с непрерывной записью процесса в первую очередь следует ориен-
тироваться на те параметры, которые непосредственно измерялись в эксперименте.

Составляя систему уравнений для нахождения коэффициентов kид, kп, можно использовать экспе-
риментальные данные всех перечисленных категорий. При этом система уравнений будет состоять
из уравнений вида (4)—(8); полное число уравнений в системе: n = n1 + n2 + . . .+ n5.

Рассмотрим теперь процесс движения ледокола в сплошном ледяном покрове и приведем системы
уравнений для определения эмпирических коэффициентов сплошного льда kоv, kр, kост.

1. Продвижение ледокола во льду до полной остановки. В этом случае в качестве исходных
экспериментальных данных завершенного процесса могут быть использованы скорость входа в лед
vр, которую ледокол развил на этапе разбега, и путь продвижения во льду lп. Тогда с учетом того,
что время определяется из выражения ẋ = f(t) = 0, система уравнений принимает вид

lпj +
1

2A4j
ln

(
B4j

B4j + v2рjA4j

)
= 0, j = 1, 2, . . . ,m1, (9)

где j — номер текущего уравнения в системе; m1 — число уравнений в системе, равное числу
экспериментов с полученными данными vрj , lпj .

Если вместо скорости vр исходным считается время разбега tр перед входом ледокола в лед, то
система уравнений принимает вид

lпj +
1

2A4j
ln

(
A1jB4j

A1jB4j +A4jB1jth
2
(
tрj
√
A1jB1j

)) = 0, j = 1, 2, . . . ,m2, (10)
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где m2 — число уравнений в системе с полученными данными lпj , tрj ; A1j и B1j определяются с
учетом уже определенных эмпирических коэффициентов kид, kп для битого льда.

В качестве исходных экспериментальных данных незавершенного процесса (неполная запись) мо-
гут быть использованы несколько вариантов параметров движения, в зависимости от которых будет
меняться вид системы уравнений для определения kоv, kр, kост:

– скорость входа в лед vр, время движения во льду t и пройденный путь x:

xj +
1

2A4j
ln

(
B4j

B4j + v2рjA4j

(
1 + tg2

((
1√

A4jB4j

arctg

√
v2рjA4j

B4j
− tj

)√
A4jB4j

)))
= 0,

j = 1, 2, . . . ,m3;

(11)
– скорость входа в лед vр, время движения в сплошном льду t и скорость ẋ в момент окончания

записи экспериментальных данных t:

ẋj −

√
B4j

A4j
tg

((
1√

A4jB4j

arctg

√
v2рjA4j

B4j
− tj

)√
A4jB4j

)
= 0, j = 1, 2, . . . ,m4, (12)

где m3, m4 — число уравнений в системах (11) и (12), равное числу экспериментов с полученными
данными vрj , tj , xj и vрj , tj , ẋj соответственно.

2. Продвижение ледокола в сплошном льду до некоторой установившейся скорости движения.
В этом случае система уравнений формируется в зависимости от исходных параметров торможения
ледокола:

– скорость входа в лед vр, время торможения t и пройденный за это время путь x:

xj +
1

2A4j
ln

(
B5j

B5j − v2рjA4j

(
1 − cth2

((
tj +

1√
A4jB5j

Arcth

√
v2рjA4j

B5j

)√
A4jB5j

)))
= 0,

j = 1, 2, . . . ,m5;

(13)
– скорость входа в лед vр, время торможения t и установившаяся скорость движения ẋ:

ẋj −

√
B5j

A4j
cth

tj +
1√

A4jB5j

Arcth

√
v2рjA4j

B5j

√A4jB5j

 = 0, j = 1, 2, . . . ,m6, (14)

где m5, m6 — число уравнений в системах (13) и (14), равное числу экспериментов с полученными
данными vрj , tj , xj и vрj , tj , ẋj соответственно.

При составлении системы уравнений для нахождения коэффициентов kоv, kр, kост можно исполь-
зовать полный набор экспериментальных данных, перечисленных выше. В этом случае система
уравнений будет состоять из уравнений типов (9)—(14). При этом полное число уравнений в систе-
ме: m = m1 +m2 + . . .+m6.

Эмпирические коэффициенты рассчитывались с использованием экспериментальных данных по
речным ледоколам проектов Р-47, 1 191, 1 105 и диаграмм ледопроходимости по специально раз-
работанным программам. Экспериментальные данные сразу по трем проектам использовались не
случайно, а для максимального варьирования основных определяющих факторов, в частности тол-
щины льда и коэффициентов формы корпуса ледоколов.
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В описанных данных натурных экспериментов содержится менее полная информация по харак-
теристикам льда, чем та, которая заложена в теоретических моделях. К недостающим характери-
стикам ледяного покрова относятся константы упругости E и µ, плотность льда ρл и коэффициент
трения f . В расчетах эмпирических коэффициентов они принимались равными среднестатисти-
ческим для речного льда: E = 5 · 106 кПа; µ = 0,33; ρл = 0,9 т/м3; f = 0,15. Коэффициенты
формы корпуса принимались для условной посадки ледокола до конструктивной ватерлинии; хо-
тя в процессе эксплуатации посадка несколько изменяется, это не было зафиксировано в опытах.
Невозможность прямого измерения сопротивления и тяги винтов в значительной степени ухудшает
качество данных натурных экспериментов.

Для определения эмпирических коэффициентов было произведено обследование генеральной со-
вокупности и путем выбраковки экспериментальных данных с наибольшими относительными рас-
хождениями по длинам разбега и продвижения получены выборочные совокупности для определе-
ния эмпирических коэффициентов битого и сплошного льда, отобранные хотя и направленно, но, в
конечном итоге, случайным образом.

Результаты расчетов эмпирических коэффициентов приведены в таблице.
На рис. 1, 2 приведено сравнение выборочных результатов натурных испытаний ледоколов на

примере проектов 1 105 и 1 191, на основе которых были определены эмпирические коэффициенты
kид и kп, с теоретическими зависимостями. Сравнение выборочных результатов натурных испыта-
ний, на основе которых были определены kоv, kр, kост, с теоретическими зависимостями показано
на примере проекта 1 105 на рис. 3, где h и hс — соответственно толщина льда и снега в метрах.

Из рис. 1—3 видно, что, хотя имеются некоторые расхождения результатов расчетов и эксперимен-
тов, расчеты по предложенным теоретико-экспериментальным моделям обеспечивают достаточную
точность.

Значения эмпирических коэффициентов

Коэффициент kоv kр, кПа2 kост kид kп

Значение 3,71 2,45 · 106 1,77 1,38 0,70

Рис. 1. Результаты теоретического расчета в сравне-
нии с экспериментальными данными при движении
ледокола в канале битого льда, проект 1 105: —
теоретические кривые: 1 — h = 1м; 2 — h = 0,9м;
3 — h = 0,8м; ◦ — экспериментальные данные с ука-
занием толщины льда в метрах

Рис. 2. Результаты теоретического расчета в срав-
нении с экспериментальными данными при движе-
нии ледокола в канале битого льда, проект 1 191:

— теоретические кривые: 1 — h = 1,8м; 2 —
h = 0,85 ÷ 0,91м; 3 — h = 0,74 ÷ 0,76м; 4 — h =

= 0,56 ÷ 0,57м; � — эксперимент, h = 1,8м; × —
эксперимент, h = 0,85 ÷ 0,91м; ◦ — эксперимент, h =

= 0,74 ÷ 0,76м; 4 — эксперимент, h = 0,56 ÷ 0,57м
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Рис. 3. Результаты теоретического расчета в сравнении с экспериментальными данными при движении
ледокола в сплошном льду, проект 1 105: — теоретические кривые: 1 — h/hс = 0,8/0,23; 2 — h/hс =

= 0,85/0,31; 3 — h/hс = 0,9/0,3; 4 — h/hс = 0,95/0,3; 5 — h/hс = 1,0/0,25; ◦ — экспериментальные данные
с указанием h/hс

Заключение

Показана эффективность применения предложенных методов использования проведенных и на-
копленных натурных данных для получения коэффициентов полуэмпирических моделей цикличе-
ского движения набегами.

Расхождение результатов данных натурных экспериментов с теоретическими расчетами можно
объяснить следующим образом. Натурные испытания проводились по схеме пассивного экспери-
мента, отсюда неточные измерения длин отходов, разбегов, продвижений ледокола, толщин льда и
снега. При выводе расчетных формул значения толщины льда и снега были приняты постоянными,
хотя в реальном процессе они колеблются. Не были учтены и зафиксированы изгибы реки, наличие
течения, снос льда.

Следует отметить, что при накоплении данных натурных исследований эмпирические коэффици-
енты могут уточняться. Увеличение количества и повышение качества данных натурных экспери-
ментов приводят к повышению точности kид, kп, kоv, kр, kост, а следовательно, и методики расчета
движения ледокола набегами.

Представленные результаты получены при финансовой поддержке гранта Президента Российской
Федерации по государственной поддержке ведущих научных школ РФ НШ-2485.2020.5.
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