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ÓÄÊ 519.6 ÌÀÒÐÈÖÀ ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÛÕ ÂßÇÊÎÑÒÅÉÄËß ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ËÀÃÐÀÍÆÅÂÎÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈÊÈ,ÑÏÎÑÎÁÑÒÂÓÞÙÀß ÓÌÅÍÜØÅÍÈÞ "ÝÍÒÐÎÏÈÉÍÎÃÎ ÑËÅÄÀ"Â ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÐÀÑ×ÅÒÀÕÀ. Ì. Ñòåíèí, Å. À. Ñîëîâüåâà(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Â ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùóþ äâóìåðíûå òå÷åíèÿ â ýéëåðî-âûõ êîîðäèíàòàõ, êîíñåðâàòèâíûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ èñêóññòâåííûå äèôôóçèè ìàññû,èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè. Ïîñëå ïåðåõîäà ê ëàãðàíæåâûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷åíûôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè, àòàêæå äëÿ èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ è ýíåðãèè. Èñêóññòâåííàÿâÿçêîñòü â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé äåâèà-òîðó òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé.Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü íîâîé ñèñòå-ìû âÿçêîñòåé ïî óìåíüøåíèþ ýíòðîïèéíîãî ñëåäà â ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèéëàãðàíæåâîé ãàçîâîé äèíàìèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëàãðàíæåâà ãàçîäèíàìèêà, èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü, òåíçîðíàÿ âÿç-êîñòü, ýíòðîïèéíûé ñëåä, çàäà÷à Íîõà, çàäà÷à Çàëüöìàíà.ÂâåäåíèåÄàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ íà äâóìåðíûé ñëó÷àé íàáîðà, èëè ìàòðèöû, èñêóññòâåííûõâÿçêîñòåé, ïîëó÷åííûõ â [1] äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåéîäíîìåðíûå òå÷åíèÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà.Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2�4]), ÷òî îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ ìåòîäà ñêâîçíîãî ñ÷åòàãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñêà÷êîâ ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, ïðåäëîæåííîãî â 1950 ã. Íåéìàíîìè Ðèõòìàéåðîì [5] è ñòàâøåãî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè êëàññè÷åñêèì, ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â ÷èñëåí-íîì ðåøåíèè òàê íàçûâàåìîãî ýíòðîïèéíîãî ñëåäà. Ýíòðîïèéíûé ñëåä ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå îøèáîêêîíå÷íîé âåëè÷èíû â çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè è âíóòðåííåé ýíåðãèè:� îêîëî âíåøíèõ ãðàíèö ñ÷åòíûõ îáëàñòåé;� îêîëî âíóòðåííèõ ãðàíèö ðàçäåëà ìåæäó ðàçíûìè âåùåñòâàìè ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ýòèãðàíèöû óäàðíîé âîëíû (ÓÂ);� ïðè ñòîëêíîâåíèè ÓÂ äàæå â îäíîðîäíîì âåùåñòâå;� ïðè ðåçêîì èçìåíåíèè øàãà ïî âðåìåíè;� ïðè ïåðåõîäå ÓÂ ÷åðåç ðåçêóþ íåðàâíîìåðíîñòü â ðàçìåðàõ ÿ÷ååê.Ïðåäëîæåííîå ïîçäíåå äîáàâëåíèå ëèíåéíîé èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè ñïîñîáñòâóåò óìåíüøåíèþ îñ-öèëëÿöèé çà ôðîíòîì ÓÂ â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, íî ïî ñóùåñòâó íå âëèÿåò íà ýíòðîïèéíûé ñëåä.Â 1987 ã. â ðàáîòå Íîõà [2] îòìå÷åíî, ÷òî ýíòðîïèéíûé ñëåä ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì äèôôåðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ. Òàì æå äëÿ óìåíüøåíèÿ ýíòðîïèéíîãî ñëåäà áûëïðåäëîæåí ìåòîä èñêóññòâåííîé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîçäíåå Þ. À. Áîíäàðåíêî [3] ñ ïîìîùüþ ðàñ-÷åòîâ íà ñõîäèìîñòü ïîäòâåðäèë âûâîä î òîì, ÷òî ðåøàþùóþ ðîëü â íàëè÷èè ýíòðîïèéíîãî ñëåäà� 3 �



À. Ì. Ñòåíèí, Å. À. Ñîëîâüåâàâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ èãðàþò èñïîëüçóåìûå âèäû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé, âêëþ÷åííûõ â ñèñòåìóäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, à íå ïðèìåíÿåìàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.Â 2002 ã. äëÿ îäíîìåðíûõ òå÷åíèé, îáëàäàþùèõ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåò-ðèåé, àâòîðàìè [1] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè âî âñåõ òðåõ óðàâíåíèÿõãàçîâîé äèíàìèêè â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ðÿäàòèïè÷íûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìàòðèöû âÿçêîñòåé äëÿóìåíüøåíèÿ ýíòðîïèéíîãî ñëåäà.Â ðàáîòå [1] ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè,äëÿ èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ è ýíåðãèè, çàïèñàííûõ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàí-æà, áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòèóðàâíåíèÿ êîíñåðâàòèâíûì îáðàçîì áûëè ââåäåíû èñêóññòâåííàÿ äèôôóçèÿ ìàññû, èñêóññòâåííàÿäèôôóçèÿ èìïóëüñà è èñêóññòâåííàÿ äèôôóçèÿ ïîëíîé ýíåðãèè.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû âÿçêîñòåé â äâóìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ òîò æå ïîäõîä.Èñêóññòâåííàÿ äèôôóçèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèèÐàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, çàïèñàííóþ â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ýé-ëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ââåäåì èñêóññòâåííóþ äèôôóçèþ ìàññû â óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, èñêóñ-ñòâåííóþ äèôôóçèþ èìïóëüñà � â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, èñêóññòâåííóþ äèôôóçèþ ïîëíîé ýíåð-ãèè � â óðàâíåíèå ýíåðãèè. Äëÿ äâóìåðíûõ òå÷åíèé, îáëàäàþùèõ ïëîñêîé ñèììåòðèåé, ïîëó÷èìñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:@�@t + @ (�u)@x + @ (�v)@y = @@x �CU l @�@x�+ @@y �CU l @�@y� ; (1)@ (�u)@t + @@x (�uu) + @@y (�uv) + @P@x = @@x �CU l @ (�u)@x �+ @@y �CU l @ (�u)@y � ; (2)@ (�v)@t + @@x (�uv) + @@y (�vv) + @P@y = @@x �CU l @ (�v)@x �+ @@y �CU l @ (�v)@y � ; (3)@ (�e)@t + @ (�e+ P )u@x + @ (�e+ P ) v@y = @@x �CU l @ (�e)@x �+ @@y �CU l @ (�e)@y � : (4)Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: � � ïëîòíîñòü; P � ãàçîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå; e == E + 0;5�!U 2 � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ; E � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ïðîñòðàíñòâåííûå òî÷êè �!Z == (x; y) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè XOY ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò; âåê-òîð ñêîðîñòè �!U = (u; v) èìååò ñîñòàâëÿþùèå u � âäîëü îñè OX, v � âäîëü îñè OY. ÔóíêöèÿCU � 0 � êîýôôèöèåíò èñêóññòâåííîé äèôôóçèè (âÿçêîñòè) ñ åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè; l � 0� ìàëûé ïàðàìåòð ñ åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ äëèíû. CU è l íå ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Äàâëå-íèå, ïëîòíîñòü è ýíåðãèÿ ñâÿçàíû óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿP = P (�;E) : (5)Ïåðåéäåì îò ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(4) ïóòåì ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê óðàâíåíèÿì âëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðåäâàðèòåëüíî ÷åðåçuB = 1�CU l @�@x ; vB = 1�CU l @�@y (6)îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû ñêîðîñòè èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû �!UB = (uB; vB). Ââåäåì ñóáñòàí-öèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè DDt âäîëü òðàåêòîðèè d�!Zdt = �!eU , îïðåäåëèâ åå ôîðìóëîéDDt = @@t + eu @@x + ev @@y ; (7)� 4 �



Ìàòðèöà èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé äëÿ äâóìåðíîé ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêè...ãäå �!eU = (eu; ev) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñêîðîñòü âåùåñòâà:eu = u� uB; ev = v � vB : (8)Ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè â ëàãðàíæåâûõêîîðäèíàòàõ ñ èñêóññòâåííûìè âÿçêîñòÿìè âî âñåõ óðàâíåíèÿõ:d�!Zdt = �!eU ; (9)D�Dt + ��@eu@x + @ev@y� = 0; (10)�DuDt + @P@x = @@x �CU l�@u@x�+ @@y �CU l�@u@y� ; (11)�DvDt + @P@y = @@x �CU l�@v@x�+ @@y �CU l�@v@y� ; (12)�DeDt + @Pu@x + @Pv@y = @@x �CU l� @e@x�+ @@y �CU l� @e@y� : (13)Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ â ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè (7) ïðèâûâîäå óðàâíåíèé (9)�(13) íå ïîòðåáîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîñòîÿíñòâå êîýôôèöèåíòà CU èìàëîãî ïàðàìåòðà l.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e = E + 0;5�!U 2, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ýíåðãèè (13):�DeDt + @Pu@x + @Pv@y = @@x �CU l�@E@x�+ @@y �CU l�@E@y �++ @@x 0@CU l�@ �0;5�!U 2�@x 1A+ @@y 0@CU l�@ �0;5�!U 2�@y 1A : (14)Â èòîãå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (11), (12) è óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè (14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�D�!UDt + grad P = diveS; (15)�DeDt + div�P�!U � = div�!QE + div�eS�!U � : (16)Çäåñü �!QE � âåêòîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé ãðàäèåíòó óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðûé ïðåäñòà-âëÿåò ñîáîé èñêóññòâåííûé ïîòîê âíóòðåííåé (òåïëîâîé) ýíåðãèè:�!QE = �CU l�@E@x ; CU l�@E@y � ; (17)eS � òåíçîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé ãðàäèåíòó ñêîðîñòè:eS = CU l�0BB@ @u@x @v@x@u@y @v@y 1CCA : (18)Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (15) ïîëó÷åíà äèâåðãåíöèÿ îò eS (18) � íåñèììåòðè÷íîãî òåíçî-ðà ãðàäèåíòà ñêîðîñòè, óìíîæåííîãî íà íåêèé êîýôôèöèåíò. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëíîé� 5 �



À. Ì. Ñòåíèí, Å. À. Ñîëîâüåâàýíåðãèè (16) � ñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ: äèâåðãåíöèè îò âåêòîðà �!QE (17), ñîîòâåòñòâóþùåé òàê íàçû-âàåìîé èñêóññòâåííîé òåïëîïðîâîäíîñòè, è äèâåðãåíöèè âåêòîðà eS�!U , ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèåìòåíçîðà eS íà âåêòîð ñêîðîñòè �!U .Ó÷èòûâàÿ â (14), ÷òî e = E + 0;5�!U 2, è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (11), (12), ïîëó÷àåìóðàâíåíèå äëÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè:�DEDt + Pdiv�!U = div�!QE +QeS : (19)Çäåñü ñëàãàåìîå QeS îïðåäåëÿåò äèññèïàöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ âñëåä-ñòâèå äåéñòâèÿ âÿçêîñòè eS â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (15):QeS = CU l� �@u@x�2 +�@v@x�2 +�@u@y�2 +�@v@y�2! :Òåíçîð eS (18) â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (15), ïðîïîðöèîíàëüíûé ãðàäèåíòó ñêîðîñòè, ïðåäñòàâëÿåòñîáîé íåñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñîñòàâëÿþùóþ ãðàäèåíòà ñêîðîñòè, ñîîòâåò-ñòâóþùóþ âðàùåíèþ ãàçîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû êàê òâåðäîãî òåëà, è íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíîïîâîðîòà îñåé êîîðäèíàò. Ïîýòîìó âìåñòî íåãî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (15) è â óðàâíåíèè äëÿ ïîëíîéýíåðãèè (16) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü òåíçîð âÿçêîñòè bS, ïðîïîðöèîíàëüíûé òåíçîðó ñêîðîñòåéäåôîðìàöèé äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîé ñèììåòðèè [6], êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò òåíçîðà ãðàäèåíòà ñêîðîñòèòåì, ÷òî èç íåãî èñêëþ÷åíà ñîñòàâëÿþùàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âðàùåíèþ ñèñòåìû êàê òâåðäîãî òåëà,è ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì. Òî åñòü âìåñòî óðàâíåíèé (15), (16) âîçüìåì óðàâíåíèÿ�D�!UDt + grad P = divbS; (20)�DeDt + div�P�!U � = div�!QE + div�bS�!U � ; (21)ãäå bS = CU l�0BB@ @u@x 12 �@u@y + @v@x�12 �@u@y + @v@x� @v@y 1CCA : (22)Áîëåå ïîäðîáíî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (20) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå�DuDt + @P@x = @@x �CU l�@u@x�+ @@y �CU l�12 �@v@x + @u@y�� ;�DvDt + @P@y = @@x �CU l�12 �@v@x + @u@y��+ @@y �CU l�@v@y� : (23)Ó÷èòûâàÿ â (21), ÷òî e = E + 0;5�!U 2, è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (23), ïîëó÷àåì óðàâíåíèåäëÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè:�DEDt + P�@u@x + @v@y�= @@x�CU l�@E@x �+ @@y�CU l�@E@y �+ CU l�"�@u@x�2+ 12 �@v@x+ @u@y�2+�@v@y�2# :Òî åñòü èìååòñÿ óðàâíåíèå äëÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè òîãî æå âèäà (19), íî ñ äèññèïàòèâíûìñëàãàåìûì QbS , îáóñëîâëåííûì òåíçîðîì âÿçêîñòè (22):QbS = CU l�"�@u@x�2 + 12 �@v@x + @u@y�2 +�@v@y�2# :� 6 �



Ìàòðèöà èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé äëÿ äâóìåðíîé ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêè...Îäíàêî îêîí÷àòåëüíî â êà÷åñòâå òåíçîðà èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè bD â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (15),à ñëåäîâàòåëüíî, è â óðàâíåíèè ýíåðãèè (16), êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå [1], áóäåì èñïîëüçîâàòüòåíçîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé äåâèàòîðó òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. Òî åñòü áóäåì èñïîëüçîâàòüóðàâíåíèå äâèæåíèÿ è óðàâíåíèå ýíåðãèè�D�!UDt + gradP = div bD; (24)�DeDt + div�P�!U � = div�!QE + div� bD�!U � ; (25)ãäå bD = bS ��CU l�12div�!U� bI = CU l�0BBB@ @u@x � 12div�!U 12 �@u@y + @v@x�12 �@u@y + @v@x� @v@y � 12div�!U 1CCCA ; (26)bI � åäèíè÷íûé òåíçîð. Òîãäà óðàâíåíèÿ (24) äëÿ êîìïîíåíòîâ ñêîðîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå�DuDt + @P@x = @@x �CU l�12 �@u@x � @v@y��+ @@y �CU l�12 �@v@x + @u@y�� ;�DvDt + @P@y = @@x �CU l�12 �@v@x + @u@y��+ @@y �CU l�12 �@v@y � @u@x�� : (27)Èñïîëüçóÿ â (25) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (27) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî e = E + 0;5�!U 2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùååóðàâíåíèå äëÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè:�DEDt + P �@u@x + @v@y� = @@x �CU l�@E@x�+ @@y �CU l�@E@y �++ CU l�12 "�@u@x � @v@y�2 +�@v@x + @u@y�2# :Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîò æå âèä óðàâíåíèÿ (19), íî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî äèññèïàòèâíûì ñëàãàåìûìQ bD âèäà Q bD = CU l�12 "�@u@x � @v@y�2 +�@v@x + @u@y�2# ;êîòîðîå îïðåäåëÿåò äèññèïàöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ âñëåäñòâèå äåéñòâèÿòåíçîðíîé âÿçêîñòè bD (26) â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (24).Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ ñ èñêóñ-ñòâåííîé âÿçêîñòüþ â êàæäîì èç óðàâíåíèé:d�!Zdt = �!eU ; (28)D�Dt + �div�!eU = 0; (29)�D�!UDt + grad P = div bD; (30)�DEDt + Pdiv�!U = div�!QE +Q bD: (31)Çäåñü �!eU = �!U ��!U B (ñì. (8)), �!U B � ñêîðîñòü èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû (6):�!U B = 1�CU l grad�1�� : (32)� 7 �



À. Ì. Ñòåíèí, Å. À. ÑîëîâüåâàÏðîèçâîäíàÿ DDt âäîëü òðàåêòîðèè d�!Zdt = �!eU îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (7); bD � òåíçîð èñêóññòâåííîéâÿçêîñòè (26); �!QE � ïîòîê èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ýíåðãèè (17).×èñëåííûå ðàñ÷åòûÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (28)�(31) èñïîëüçóåòñÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿðàçíîñòíàÿ ñõåìà òèïà êðåñò íà ðåãóëÿðíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêå, íî ñ îïðåäåëåíèåì âñåõ âåëè-÷èí íà ìîìåíòû âðåìåíè ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþäèñêðåòíîãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà [7].Ïðèâåäåì ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ñåòî÷íûõ ôóíêöèé fn+1 íà ìîìåíò âðåìåíè t = tn+1ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ fn íà ìîìåíò âðåìåíè t = tn. Êàê îáû÷íî, öåëî÷èñëåííûìè íèæíèìèèíäåêñàìè çäåñü îáîçíà÷àþòñÿ ñåòî÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â óçëàõ, à ïîëóöåëûìè � ñåòî÷íûåôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â ÿ÷åéêàõ ñåòêè.Íà ïåðâîì ïîëóøàãå âû÷èñëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí fn+1=2 íà ìîìåíò âðåìåíèt = tn+1=2 = 0;5 �tn+1 + tn�:Zn+1=2ik = Znik + 0;5 �n+1=2Unik; (33)�n+1=2i�1=2; k�1=2 = Mi�1=2; k�1=2Sn+1=2i�1=2; k�1=2 ; (34)En+1=2i�1=2; k�1=2 = Eni�1=2; k�1=2 � 0;5 �n+1=2 P n+1=2i�1=2; k�1=2DIVn+1=2i�1=2; k�1=2 (Un) ; (35)P n+1=2i�1=2; k�1=2 = P ��n+1=2i�1=2 ; En+1=2i�1=2; k�1=2� : (36)Çäåñü �n+1=2 = tn+1�tn;Mi�1=2; k�1=2 è Si�1=2; k�1=2 � ìàññà è ïëîùàäü ÿ÷åéêè ñåòêè ñîîòâåòñòâåííî.Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð DIV àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 1� div.Âñå âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ïîëóøàãà ïðåäíàçíà÷åíû èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðî-ìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ P n+1=2i�1=2; k�1=2. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ âñåõ âåëè÷èííà ìîìåíò âðåìåíè t = tn+1:Un+1ik = Unik � �n+1=2GRADn+1=2ik �P n+1=2� ; (37)Zn+1ik = Zn+1=2ik + 0;5�n+1=2Un+1ik ; (38)�n+1i�1=2; k�1=2 = Mi�1=2; k�1=2Sn+1i�1=2; k�1=2 ; (39)En+1i�1=2; k�1=2 = En+1=2i�1=2; k�1=2 � 0;5�n+1=2 P n+1=2i�1=2; k�1=2DIVn+1=2i�1=2; k�1=2 �Un+1� ; (40)P n+1i�1=2; k�1=2 = P ��n+1i�1=2; k�1=2; En+1i�1=2; k�1=2� : (41)Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð GRAD â (37) àïïðîêñèìèðóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 1� grad.Â ðàçíîñòíûõ ôîðìóëàõ (33)�(41) íå ó÷òåíû èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè. Êëàññè÷åñêàÿ ñêàëÿðíàÿèñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ñðàâíèòåëüíûõ ðàñ÷åòàõ, âû÷èñëÿåòñÿ íà íèæíåìñëîå ïî âðåìåíè t = tn è äîáàâëÿåòñÿ ê äàâëåíèþ â óðàâíåíèÿõ (35), (37) è (40). Íîâûå èñêóññòâåííûåâÿçêîñòè òàêæå âû÷èñëÿþòñÿ íà íèæíåì ñëîå ïî âðåìåíè.Ñêîðîñòü èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèÿõ (33), (38). Òåíçîð èñêóñ-ñòâåííîé âÿçêîñòè bD (26) ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ýíåðãèè (35), â óðàâíåíèèäâèæåíèÿ (37) è â óðàâíåíèè ýíåðãèè (40). Ïîòîê èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ýíåðãèè èñïîëüçóåòñÿ âóðàâíåíèÿõ (35) è (40). Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû (32) â ðàçíîñòíîé ñõå-ìå îïðåäåëÿþòñÿ â óçëàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà âÿçêîñòè (26) � â� 8 �



Ìàòðèöà èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé äëÿ äâóìåðíîé ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêè...ÿ÷åéêàõ ñåòêè, çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ýíåðãèè (17) îïðåäåëÿþòñÿ íà ñòîðîíàõÿ÷ååê ñåòêè.Êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè CU è l ïîêà âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñàìûõ ïðîñòûõ ôîðìóë. Íåîòðè-öàòåëüíûé êîýôôèöèåíò CU � 0 ñ åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè äëÿ òåíçîðíîé âÿçêîñòè (26)âû÷èñëÿåòñÿ â ÿ÷åéêàõ ñåòêè ïî ôîðìóëåCU = 8<: �CêâlDIV�!U + CëCw; åñëè DIV�!U � 0;0; åñëè DIV�!U > 0: (42)Çäåñü DIV � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð, àïïðîêñèìèðóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð äèâåðãåíöèèdiv â ÿ÷åéêàõ ñåòêè; Cw � èçîýíòðîïè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà â ÿ÷åéêå ñåòêè; Cêâ � áåçðàçìåðíûéêîýôôèöèåíò êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè; Cë � áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ëè-íåéíîé ÷àñòè èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè.Ëèíåéíûé õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè ñåòêè l â (42) è (26) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, èñïîëüçóåìîéâî ìíîãèõ ìåòîäèêàõ: l = Sq0;5 �d21 + d22� ; (43)ãäå S � ïëîùàäü ÿ÷åéêè ñåòêè; d1, d2 � äëèíû äèàãîíàëåé ÿ÷åéêè.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè (32) êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè CU â óçëàõ ñåòêè, êàê èçíà÷åíèå l, âû÷èñëÿåòñÿ ïðîñòûì àðèôìåòè÷åñêèì óñðåäíåíèåì ïî ÿ÷åéêàì ñåòêè, äëÿ êîòîðûõäàííûé óçåë ÿâëÿåòñÿ îáùåé âåðøèíîé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ èñêóññòâåííîé äèôôóçèè ýíåðãèèíà ñòîðîíàõ ÿ÷ååê ñåòêè çíà÷åíèÿ CU è l óñðåäíÿþòñÿ ïî äâóì ñîñåäíèì ÿ÷åéêàì.Âñå ïðåäñòàâëåííûå íèæå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå ñ íîâûìè âÿçêîñòÿìè, ñðàâíèâàëèñü ñ ðàñ÷å-òàìè, ïðîâåäåííûìè ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ, èñïîëüçóåìîé êàê ñêàëÿðíàÿ äîáàâêà ê äàâëåíèþ.Ñêàëÿðíàÿ âÿçêîñòü â ýòèõ ðàñ÷åòàõ âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëåQ = �CU�lDIV�!Uñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè CU è l èç (42) è (43), ÷òî è â íîâûõ âÿçêîñòÿõ. Âñå ðàñ÷åòû áûëèïðîâåäåíû ñ îäíèìè è òåìè æå áåçðàçìåðíûìè êîýôôèöèåíòàìè Cêâ = 4, Cë = 0;4.Öèëèíäðè÷åñêàÿ çàäà÷à Íîõà. Ðàñ÷åòû öèëèíäðè÷åñêîé çàäà÷è Íîõà ïðîâîäèëèñü â äâóõâàðèàíòàõ: âàðèàíò 1 � íà ðàäèàëüíîé ñåòêå; âàðèàíò 2 � íà êâàäðàòíîé ñåòêå.Â ïåðâîì âàðèàíòå ñ÷åòíàÿ îáëàñòü � ÷åòâåðòü êðóãà 0 � R � 1, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâîì êî-îðäèíàòíîì êâàäðàíòå. Ðàäèàëüíàÿ íà÷àëüíàÿ ñåòêà ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì íà 200èíòåðâàëîâ ïî ðàäèóñó è 10 èíòåðâàëîâ ïî óãëó.Âî âòîðîì âàðèàíòå ñ÷åòíàÿ îáëàñòü � êâàäðàò 0 � x � 1; 0 � y � 1. Íà÷àëüíàÿ ñåòêà �êâàäðàòíàÿ ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 50� 50.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è áåðåòñÿ èç ðàáîòû Íîõà [2]. Òàì æå ïðèâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Âîáîèõ âàðèàíòàõ âåùåñòâî � èäåàëüíûé ãàç: P = (
 � 1) �E, 
 = 5=3. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ: ïëîò-íîñòü �0 = 1, ýíåðãèÿ E0 = 0, ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü UR = �1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ãðàíèöû x = 0 èy = 0 � æåñòêèå ñòåíêè; íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ UR = �1.Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî, êàê âèäíî èç ðèñ. 1, íîâàÿ ñèñòåìà âÿçêî-ñòåé îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó â ðàñ÷åòå çàäà÷è Íîõà íàêâàäðàòíîé ñåòêå, õîòÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè íîâûõ âÿçêîñòåé íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ ìåð äëÿ ýòîãî íåïðèíèìàëîñü.Ñóäèòü îá îøèáêå, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå ýíòðîïèéíîãî ñëåäà â çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè è ýíåðãèèâ îêðåñòíîñòè öåíòðà ñõîæäåíèÿ ñêîðîñòåé, ìîæíî ïî ðàäèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ïëîòíîñòè èýíåðãèè, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 2, 3.Íà ðèñ. 2,à, 2,á âèäíî çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå ýíòðîïèéíîãî ñëåäà ïðè èñïîëüçîâàíèè â ÷èñëåí-íûõ ðàñ÷åòàõ íîâîé ìàòðèöû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé íà ðàäèàëüíîé ñåòêå. Ìàêñèìàëüíîå îòêëî-� 9 �
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Ðèñ. 1. Öèëèíäðè÷åñêàÿ çàäà÷à Íîõà íà êâàäðàòíîé ñåòêå, t = 0;6. Ôðàãìåíò ñ÷åòíîé ñåòêè: à � ðàñ÷åò ñâÿçêîñòüþ Íåéìàíà�Ðèõòìàéåðà; á � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé

Ðèñ. 2. Öèëèíäðè÷åñêàÿ çàäà÷à Íîõà íà ðàäèàëüíîé ñåòêå, t = 0;6. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè (à), óäåëüíîéâíóòðåííåé ýíåðãèè (á ), äàâëåíèÿ (â): Æ� ðàñ÷åò ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ; � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåéâÿçêîñòåé; �� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå � 10 �



Ìàòðèöà èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé äëÿ äâóìåðíîé ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêè...

Ðèñ. 3. Öèëèíäðè÷åñêàÿ çàäà÷à Íîõà íà êâàäðàòíîé ñåòêå, t = 0;6. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé (à), ýíåð-ãèé (á ), äàâëåíèé (â): � � ðàñ÷åò ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ; Æ � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé;�� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåíåíèå ïëîòíîñòè îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 2,à) â ðàñ÷åòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû èñêóñ-ñòâåííûõ âÿçêîñòåé ñîñòàâëÿåò 4,9%, à â ðàñ÷åòå ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòè � 48,8%.Ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà â çíà÷åíèÿõ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè (ñì. ðèñ. 2,á ) â ðàñ÷åòå ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìàòðèöû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé ñîñòàâëÿåò 6,5%, à â ðàñ÷åòå ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ �88,6%.Ïðîôèëè äàâëåíèÿ â îáîèõ ðàñ÷åòàõ, êàê è îáû÷íî, íå èìåþò îñîáåííîñòåé â îáëàñòè ýíòðîïèéíîãîñëåäà (ñì. ðèñ. 2,â). Îäíàêî çíà÷åíèå äàâëåíèÿ çà ôðîíòîì ÓÂ â ðàñ÷åòå ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëîæåíèå ôðîíòà ÓÂ,� 11 �



À. Ì. Ñòåíèí, Å. À. Ñîëîâüåâàïîëó÷åííîå â ðàñ÷åòå ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ, çíà÷èòåëüíî îïåðåæàåò ïîëîæåíèå ôðîíòà ÓÂ âàíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè.Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ çàäà÷è Íîõà íà êâàäðàòíîé ñåòêå (ñì.ðèñ. 3).Â îáîèõ âàðèàíòàõ ðàñ÷åòîâ ïðèìåíåíèå íîâîé ìàòðèöû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé ðàäèêàëüíîóòî÷íÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà ÓÂ, à òàêæå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ çà ôðîíòîì ÓÂ ïî ñðàâ-íåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ âÿçêîñòü.Çàäà÷à Çàëüöìàíà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ýòîé çàäà÷èñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [8].Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê Xmin �� x � Xmax; Ymin � y � Ymax â äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè XOY . Ðåãóëÿðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêàñòðîèòñÿ ðàçáèåíèåì ñ÷åòíîé îáëàñòè íà Ni � 1 èíòåðâàëîâ âäîëü îñè OX è íà Nk � 1 èíòåðâàëîââäîëü îñè OY , òàê ÷òî ñåòêà ñîñòîèò èç Ni � Nk óçëîâ �!Z i; k = (xi; k; yi; k), i = 1; 2; : : : ; Ni, k == 1; 2; : : : ; Nk (ðèñ. 4).Âäîëü îñè OY ïðèíÿòî ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ïî äëèíå èíòåðâàëà, ò. å. îðäèíàòû yi; k, óçëîâñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëåyi; k = Ymin + (k � 1) hY ; i = 1; 2; : : : ; Ni; k = 1; 2; : : : ; Nk;ãäå hY = Ymax � YminNk � 1 .Àáñöèññû óçëîâ ñåòêè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:xi; k = Xmin + (i� 1)hX + (Nk � k) hX sin�(i� 1)�Ni � 1 � ; i = 1; 2; : : : ; Ni; k = 1; 2; : : : ; Nk;ãäå hX = Xmax �XminNi � 1 .Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðàñ÷åòû çàäà÷è Çàëüöìàíà ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-ìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ãåîìåòðèþ ñ÷åòíîé îáëàñòè è ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó: Xmin = 0; Xmax = 1;Ymin = 0; Ymax = 0;1; Ni = 101; Nk = 11.Âåùåñòâî â ñ÷åòíîé îáëàñòè � èäåàëüíûé ãàç ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ P = (
 � 1) �E, 
 = 5=3;íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà �0 = 1; íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ E0 = 0; íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü UX = 0, UY = 0.Íà ëåâîé ãðàíèöå â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ çàäàíà ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü UX = 1. Îñòàëüíûåãðàíèöû � æåñòêèå ñòåíêè.Â ýòîé çàäà÷å ñíà÷àëà ñèëüíàÿ ÓÂ äâèæåòñÿ ïî ñåòêå, íåïàðàëëåëüíîé åå ôðîíòó, îò ëåâîé ãðà-íèöû îáëàñòè ê åå ïðàâîé ãðàíèöå. Çàòåì, ïîñëå îòðàæåíèÿ ïåðâîé ÓÂ îò ïðàâîé æåñòêîé ñòåíêè,îáðàçóåòñÿ âòîðàÿ ÓÂ, äâèæóùàÿñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ïîñëå îòðàæåíèÿ âòîðîé ÓÂ îò ëåâîé ãðàíè-öû îáðàçóåòñÿ òðåòüÿ ÓÂ, èäóùàÿ ñëåâà íàïðàâî, è ò. ä. äî ïîëíîãî âûðîæäåíèÿ îáúåìà ñ÷åòíîéîáëàñòè.Â òàáëèöå ïðèâîäÿòñÿ ïàðàìåòðû ïåðâûõ òðåõ ÓÂ è âðåìåíà èõ îòðàæåíèÿ îò ãðàíèö îáëàñòè.Íà ðèñ. 5�7 ïðåäñòàâëåíû ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ ïî âñåì òî÷-êàì ñ÷åòíîé îáëàñòè, ïîëó÷åííûå íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0;7, t = 0;85, t = 0;925 â ðàñ÷åòàõ çàäà÷èÇàëüöìàíà. Â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè ôèêñèðóþòñÿ ïåðâûå òðè ÓÂ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèâåäåíûâ òàáëèöå. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ íîâûì íàáîðîì èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåçóëü-òàòàìè ðàñ÷åòîâ ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ è ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.
Ðèñ. 4. Çàäà÷à Çàëüöìàíà. Íà÷àëüíàÿ ñåòêà � 12 �



Ìàòðèöà èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé äëÿ äâóìåðíîé ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêè...

Ðèñ. 5. Çàäà÷à Çàëüöìàíà, t = 0;7. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé (à) è äàâëåíèé (á ): M � ðàñ÷åò ñ êëàññè÷åñêîéâÿçêîñòüþ; � � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé; �� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèåÈç ðèñ. 5�7 âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íîâîé ìàòðèöû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé ïîçâîëÿåò íå òîëü-êî ïðàêòè÷åñêè óáðàòü ýíòðîïèéíûé ñëåä íà ãðàíèöàõ ñ÷åòíîé îáëàñòè, íî è ñóùåñòâåííî óëó÷øèòüðåøåíèå âíóòðè îáëàñòè.Àïïðîêñèìèðóÿ íîâûå èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè íà ðàçíîñòíîé ñåòêå, àâòîðû íàìåðåííî íå ïðèíè-ìàëè íèêàêèõ ìåð, íàïðàâëåííûõ íà òî, ÷òîáû èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè îêàçûâàëè ñòàáèëèçèðóþùååäåéñòâèå íà ëàãðàíæåâó ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê â ðàáîòå [8], ãäå äëÿ ýòîéöåëè êîìïîíåíòû òåíçîðà èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè îïðåäåëÿëèñü íà ñòîðîíàõ ÿ÷ååê ñåòêè. Â äàí-íîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòåéøèé ñêàëÿðíûé êîýôôèöèåíò èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè CU (42) èïðîñòåéøèé ëèíåéíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè ñåòêè l (43).Ðåøåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñòàáèëèçèðóþùèì âîçäåéñòâèåì èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè íà ïðî-ñòðàíñòâåííóþ ñåòêó, àâòîðû îñòàâëÿþò íà áóäóùåå. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ èñêóñ-ñòâåííûõ âÿçêîñòåé äîïóñêàåò íå òîëüêî ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè CU è l, íî è âåêòîðíûå:CU = (Cu; Cv) è l = (lX ; lY ).Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî îïòèìàëüíûé âûáîð êîýôôèöèåíòà èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè CU , âåêòîðíî-ãî èëè ñêàëÿðíîãî, è ëèíåéíîãî ðàçìåðà ÿ÷åéêè l, âåêòîðíîãî èëè ñêàëÿðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî,ïîçâîëèò ëó÷øå ó÷åñòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ôðîíòà ÓÂ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè.Ýòî òàêæå, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, äîëæíî îêàçûâàòü ñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íà ëàãðàíæåâóñåòêó â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî íà äàííîì ýòàïå îò íîâîé ñèñòåìû âÿçêîñòåé íå òðåáóåòñÿ ñòàáèëèçèðóþùåãîâîçäåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó, èç ðèñ. 8 âèäíî, ÷òî â ðàñ÷åòå ñ íîâûìè âÿçêîñòÿìè êà÷åñòâîñåòêè çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ÷åì â ðàñ÷åòå ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ. Îäíàêî îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì� 13 �



À. Ì. Ñòåíèí, Å. À. ÑîëîâüåâàÇàäà÷à Çàëüöìàíà. Ïàðàìåòðû ïåðâûõ òðåõ ÓÂ è âðåìÿ èõ îòðàæåíèÿ îò ãðàíèö îáëàñòèÏàðàìåòð Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå Ïåðâàÿ ÓÂ Âòîðàÿ ÓÂ Òðåòüÿ ÓÂÏëîòíîñòü 1 4 10 20Äàâëåíèå 0 4=3 8 28Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ 0 0;5 1;2 2;1Ñêîðîñòü ÓÂ � 4=3 2=3 2Âðåìÿ îòðàæåíèÿ � 0;75 0;9 0;95

Ðèñ. 6. Çàäà÷à Çàëüöìàíà, t = 0;85. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé (à) è äàâëåíèé (á ): M� ðàñ÷åò ñ êëàññè÷åñêîéâÿçêîñòüþ; � � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé; �� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå� 14 �
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Ðèñ. 7. Çàäà÷à Çàëüöìàíà, t = 0;925. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé (à) è äàâëåíèé (á ): M � ðàñ÷åò ñ êëàññè÷å-ñêîé âÿçêîñòüþ; � � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé; �� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

Ðèñ. 8. Çàäà÷à Çàëüöìàíà, t = 0;925. Ðàñòðîâàÿ êàðòèíà ïëîòíîñòåé: à � ðàñ÷åò ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ;á � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé
� 15 �



À. Ì. Ñòåíèí, Å. À. Ñîëîâüåâàïðåäñòàâëåííûõ çäåñü ðàñ÷åòîâ çàäà÷è Çàëüöìàíà àâòîðû âñå æå ñ÷èòàþò òî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèèíîâîé ìàòðèöû âÿçêîñòåé ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò ýíòðîïèéíûé ñëåä íà ãðàíèöàõ ñ÷åòíîé îáëàñòè.Õîòÿ, êîíå÷íî, êà÷åñòâî ñ÷åòíîé ñåòêè è êà÷åñòâî ðåøåíèÿ � âåùè âçàèìîñâÿçàííûå.Öèëèíäðè÷åñêîå áåçóäàðíîå ñæàòèå. Ðàñ÷åòû äàííîé çàäà÷è áûëè ïðîâåäåíû ñ öåëüþ âû-ÿñíèòü, êàê âåäóò ñåáÿ íîâûå èñêóññòâåííûå âÿçêîñòè â ñëó÷àå, êîãäà ñæàòèå áåçóäàðíîå. Òî åñòüèñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ñêâîçíîãî ñ÷åòà ÓÂ, íå äîëæíà îêàçûâàòü âëèÿíèÿíà ãàçîäèíàìè÷åñêîå òå÷åíèå.Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áåçóäàðíîãî ñæàòèÿ â äâóõ âàðèàíòàõ: íà ðàäèàëüíîéñåòêå è íà êâàäðàòíîé ñåòêå. Â ïåðâîì âàðèàíòå ñ÷åòíàÿ îáëàñòü � ÷åòâåðòü êðóãà 0 � R � 29,ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâîì êîîðäèíàòíîì êâàäðàíòå. Âî âòîðîì âàðèàíòå ñ÷åòíàÿ îáëàñòü � êâàäðàò0 � x � 29; 0 � y � 29. Â îáîèõ âàðèàíòàõ ÷èñëî ÿ÷ååê ñåòêè 58� 58.Âåùåñòâî � èäåàëüíûé ãàç: P = (
 � 1) �E, 
 = 1;4. Íà÷àëüíûå äàííûå: ïëîòíîñòü �0 = 1,ýíåðãèÿ E0 = 0, ðàäèàëüíàÿ ñêîðîñòü U0R = �R0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ãðàíèöû x = 0 è y = 0 �æåñòêèå ñòåíêè; íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ � ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü, P = 0. Â ýòîé çàäà÷å ñ òå÷åíèåìâðåìåíè ïîä äåéñòâèåì íà÷àëüíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ïðîèñõîäèò ðàâíîìåðíîå áåçóäàðíîå ñæàòèå ãàçà.Çàäà÷à èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå â ìîìåíòû âðåìåíè t < 1.Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, äàâëåíèå è ðàäèàëüíûå ñêîðîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå ìåíÿþòñÿ:E = E0 = 0; P = P 0 = 0; Ur = U0r = �R0:Ðàäèóñû òî÷åê è ïëîòíîñòü ãàçà çàâèñÿò îò âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì:R = R0 (1� t) ; � = �0(1� t)2 :Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî íîâûå òèïû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé â îáîèõ âàðèàíòàõ ïî-ñòàíîâêè äàííîé çàäà÷è ïðèíèìàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ò. å. "íå ðàáîòàþò". ×èñëåííûå ðåøåíèÿñ ýòèìè âÿçêîñòÿìè â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì. Êëàññè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âýòîé çàäà÷å íå ðàâíà íóëþ, ÷òî âåäåò ê íåâåðíîìó ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ, ïðè÷åì íåâåðíîå ÷èñëåí-íîå ðåøåíèå íà ðàäèàëüíîé ñåòêå îòëè÷àåòñÿ îò íåâåðíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà êâàäðàòíîé ñåòêå(ðèñ. 9, 10).Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòå ñ ïîëíîé ìà-òðèöåé èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé íà ðàäèàëüíîé ñåòêå, â ñðàâíåíèè ñ ðàñ÷åòîì, ãäå èñïîëüçîâàëàñüêëàññè÷åñêàÿ ñêàëÿðíàÿ âÿçêîñòü, è ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò ðàäèóñà,îòñ÷èòûâàåìîãî îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîå â ðàñ÷åòå ñ ïîëíîé íîâîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé, âñðàâíåíèè ñ ïîëó÷åííûì â ðàñ÷åòå ñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ è ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì.Çàêëþ÷åíèåÌåòîä ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [1] äëÿ îäíîìåðíîãîñëó÷àÿ, îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, îïèñûâàþùåé äâóìåðíûå òå÷å-íèÿ, îáëàäàþùèå ïëîñêîé ñèììåòðèåé. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòèèñêóññòâåííîé äèôôóçèè ìàññû â óðàâíåíèè íåðàçðûâíîñòè, òåíçîðíàÿ èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü âóðàâíåíèè äâèæåíèÿ è ôîðìóëû äëÿ ïîòîêîâ èñêóññòâåííîé äèôôóçèè âíóòðåííåé ýíåðãèè äëÿóðàâíåíèé â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü íîâîé ñèñòåìûâÿçêîñòåé ïî óìåíüøåíèþ ýíòðîïèéíîãî ñëåäà â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Â çàäà÷àõ áåçóäàðíîãî öèëèí-äðè÷åñêîãî ñæàòèÿ íîâàÿ ñèñòåìà âÿçêîñòåé íå èñêàæàåò ðåøåíèÿ çàäà÷è.Íîâàÿ ñèñòåìà âÿçêîñòåé îêàçûâàåò ñòàáèëèçèðóþùåå äåéñòâèå íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ñåòêó â äâó-ìåðíûõ ðàñ÷åòàõ, õîòÿ íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ ìåð äëÿ ýòîãî íå ïðåäïðèíèìàëîñü. Êîýôôèöèåíòûâÿçêîñòè è ëèíåéíûé ðàçìåð â ôîðìóëàõ äëÿ âÿçêîñòåé âû÷èñëÿëèñü ïî ïðîñòåéøèì ôîðìóëàì. Âäàëüíåéøåì âîçìîæíà îïòèìèçàöèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ.� 16 �



Ìàòðèöà èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé äëÿ äâóìåðíîé ëàãðàíæåâîé ãàçîäèíàìèêè...

Ðèñ. 9. Ðàâíîìåðíîå ñæàòèå íà ðàäèàëüíîé ñåòêå, t = 0;9. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè (à) è äàâëåíèÿ (á ): �� ðàñ÷åòñ êëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ; Æ � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé; �� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

Ðèñ. 10. Ðàâíîìåðíîå ñæàòèå íà êâàäðàòíîé ñåòêå, t = 0;9. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòåé: � � ðàñ÷åò ñêëàññè÷åñêîé âÿçêîñòüþ; Æ � ðàñ÷åò ñ ïîëíîé ìàòðèöåé âÿçêîñòåé; �� � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå� 17 �
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