
ÂÀÍÒ, ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2010. Âûï. 2
ÓÄÊ 517.958:536.2ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ TVD-ÏÎÄÕÎÄÀ Ê DSn-ÌÅÒÎÄÓ ÐÅØÅÍÈßÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÂ ÎÑÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ RZ -ÃÅÎÌÅÒÐÈÈÀ. Ä. Ãàäæèåâ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ íåÿâíîé íåëèíåéíîé ñõåìû òèïà TVD ïîâûøåííîãî ïî-ðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â îñå-ñèììåòðè÷íîé RZ-ãåîìåòðèè. Ðàíåå äàííàÿ ñõåìà áûëà àïðîáèðîâàíà â ïëîñêîì èñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àÿõ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ òå-ñòîâûõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò,TVD-ïîäõîä. ÂâåäåíèåÄëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ ðàçðàáîòêà ìîíîòîííûõ ñõåìâòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé. Øèðîêî èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøå-íèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò (DSn-ìåòîä) [1] ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñèñòåìûãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êëàññåëèíåéíûõ ñõåì íåò ìîíîòîííîé ñõåìû ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè âûøå ïåðâîãî. Íà ïðàêòèêå, ÷òîáûñîâìåñòèòü â îïðåäåëåííîé ñòåïåíè ìîíîòîííîñòü è âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóþòñÿðàçëè÷íûå ìîíîòîíèçàòîðû [1]. Â ðàçðàáîòàííîé â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ DDAD-ñõåìå [2] ââîäèòñÿ èñ-êóññòâåííàÿ äèññèïàöèÿ. Õîòÿ ïîñòðîåííóþ ïîäîáíûì îáðàçîì ñõåìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìîíîòîííîé,îíà îêàçàëàñü âåñüìà ýôôåêòèâíîé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷.Îäíèì èç ïóòåé ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê íåëèíåéíûì TVD-ñõåìàì(Total Variation Diminishing) (ñì., íàïðèìåð, [3]). Â ðàáîòå [4] â ðàìêàõ DSn-ìåòîäà ïîñòðîåíà íåÿâ-íàÿ íåëèíåéíàÿ ñõåìà òèïà TVD äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãîèçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ äåìîíñòðèðóåò ìîíîòîííîñòü, à ïî òî÷íîñòè áëèçêà êî âòîðîìó ïîðÿäêó. Ïî-ñòðîåííàÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ñõåìà òèïà TVD îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1. Íåÿâíîñòü, áåçóñëîâíàÿ óñòîé÷èâîñòü.2. Ìîíîòîííîñòü â ñìûñëå ïðèíàäëåæíîñòè ê êëàññó TVD-ñõåì.3. Ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó,êðîìå îòäåëüíûõ òî÷åê ñ ýêñòðåìóìàìè.4. Êîíñåðâàòèâíîñòü â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ ðàçíîñòíîãî àíàëîãà èíòåãðàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿâ êàæäîé ÿ÷åéêå.5. Àïïðîêñèìàöèÿ, êàê è â DSn-ìåòîäå, â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè, åñëè ãîâîðèòü î âåëè÷èíàõ ñâåðõíåãî âðåìåííîãî ñëîÿ. Äàííîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýêîíîìè÷íûé ìåòîä áåãóùåãîñ÷åòà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.Â äàííîé ðàáîòå ñõåìà èç [4] îáîáùåíà íà ñëó÷àé äâóìåðíîé öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåò-ðèè ñ ñîõðàíåíèåì âûøåïåðå÷èñëåííûõ äîñòîèíñòâ. Äîïîëíèòåëüíî â Ïðèëîæåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿâîïðîñ î ïîðÿäêå àïïðîêñèìàöèè ñõåìû. � 30 �



Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. . .Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÑèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ, ñîñòîèò èç ñïåêòðàëüíîãî óðàâíå-íèÿ ïåðåíîñà â êèíåòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, îïèñûâàþùåãî ïåðåíîñ, ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèå òåïëîâîãîèçëó÷åíèÿ, è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùåãî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âåùåñòâà çà ñ÷åò ïî-ãëîùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ. Äàííàÿ ñèñòåìà â îñåñèììåòðè÷íîì ñïåêòðàëüíîì ñëó÷àå äëÿèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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~r ∈ Ḡ, ~Ω~n < 0, ν, t

)
= Iν

(
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À. Ä. Ãàäæèåâ, Â. Â. Çàâüÿëîâ, À. À. ØåñòàêîâÄëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïî ÿ÷åéêå
Gi+1/2,j+1/2 ñåòêè (i = 0, . . . , î − 1, j = 0, . . . , ĵ − 1) (ðèñ. 1). Êàê ïðàâèëî, äðîáíûå èíäåêñû áóäåìîïóñêàòü. Îáúåì è ïëîùàäü ÿ÷åéêè ðàâíû
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Ðèñ. 1. ß÷åéêà ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçíîñòíîé ñåòêè� 32 �



Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. . .Òîãäà óðàâíåíèå ïåðåíîñà (4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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∆V .Ñèñòåìó (4) íóæíî äîïîëíèòü êðàåâûìè óñëîâèÿìè è ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè çíà÷åíèé Ig â öåíòðàõè íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê. Äëÿ âûïóêëîé ÿ÷åéêè ïðè ôèêñèðîâàííîì ~Ω ñóùåñòâóþò êîíôèãóðàöèè òðåõòèïîâ (ðèñ. 2).Äëÿ øèðîêî èñïîëüçóåìîé WDD-ñõåìû ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I+ = (1 + p) I − pI−,ãäå I � èíòåíñèâíîñòü â öåíòðå ÿ÷åéêè; I+, I− � çíà÷åíèÿ íà íåîñâåùåííûõ è îñâåùåííûõ ãðà-íÿõ ñîîòâåòñòâåííî; p ∈ [0, 1] � âåñ. Øàãîâàÿ St-ñõåìà (p = 0) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè,àëìàçíàÿ DD-ñõåìà (p = 1) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, íî îíà íåìîíîòîííà è íåïîëîæèòåëüíà.Íà ïðîèçâîëüíûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòêàõ âîçíèêàþò ÿ÷åéêè ñ îäíîé îñâåùåííîé è òðåìÿ íåîñâå-ùåííûìè ñòîðîíàìè, äëÿ êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ñîîòíîøåíèÿ St-ñõåìû, èìåþùèå ïåðâûéïîðÿäîê òî÷íîñòè. Êðîìå òîãî, íà St-ñõåìó äåëàåòñÿ ïåðåõîä â òåõ ÿ÷åéêàõ, ãäå DD-ñõåìà äàåò îòðè-öàòåëüíîå ðåøåíèå. Òåì íå ìåíåå äàííàÿ DD/St-êîððåêöèÿ òàêæå íåóäîâëåòâîðèòåëüíà, ïîñêîëüêóîñöèëëÿöèè â ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè ðåøåíèÿ îñòàþòñÿ.Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè îáîáùèì íåëèíåéíóþ TVD-ïîäîáíóþ ñõåìó, ðàññìîòðåí-íóþ â [4], íà äâóìåðíóþ ñèñòåìó (4). Ñ ýòîé öåëüþ â ñîîòâåòñòâèè ñ TVD-ìåòîäîëîãèåé â êà÷åñòâåïðîèçâîäíûõ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì áåðóòñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷èòåëè L, êîòîðûå îáû÷íî èñïîëüçó-þò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Äîáàâëåíèå ïðîèçâîäíûõ ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ àíòèäèôôóçèè âSt-ñõåìó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íîâàÿ ñõåìà èìåëà âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè è ñîõðàíÿëà ïðèýòîì ìîíîòîííîñòü.Ïóñòü L (I) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ-îãðàíè÷èòåëü, òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
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∗

2In∗
; In+1

∗±1/2 = D±

∗ I
n+1
∗ .Ïîñêîëüêó D± ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì, ìîæíî áðàòü åãî ñ n-ãî øàãà â ïðåäïîëî-æåíèè ñëàáîãî èçìåíåíèÿ íà èòåðàöèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýêîíîìè÷íûé àëãîðèòìáåãóùåãî ñ÷åòà.Ïîäñòàâëÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè â óðàâíåíèå (5), ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ îïðå-äåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â öåíòðå ÿ÷åéêè:

In+1 =
Cn+1
i +Cn+1

j + Cn+1

l + Q̂n+1

Φn
i +Φn

j +Φn
l + ân+1

,

Ðèñ. 2. Âàðèàíòû îñâåùåííîñòè ÿ÷ååê � 33 �
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Ci = −$i+1Ii+1; Φi = −$iD

−

i+1/2 ïðè $i ≤ 0; $i+1 < 0;

Ci = 0; Φi = $i+1D
+

i+1/2 −$iD
−

i+1/2 ïðè $i ≤ 0; $i+1 ≥ 0;

Ci = $iIi; Φi = $i+1D
+

i+1/2 ïðè $i > 0; $i+1 ≥ 0;

Ci = $iIi −$i+1Ii+1; Φi = 0 ïðè $i > 0; $i+1 < 0;

Cl = −∆S
ηlIl
∆lφ

; Φl = −∆S
ηl+1D

+

l+1/2

∆lφ
;

Cj , Φj âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî C i, Ôi.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòåé, èñïîëüçóåìûõ â îãðàíè÷èòåëå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå òî÷íîå âû-ðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ∇hI íà ãðàíÿõ ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè ÷åðåç ðàñøèðåíèå øàáëîíà êîíå÷íî-

Ðèñ. 3. Àïïðîêñèìàöèÿ ∇hI íà ðàñøèðåííîì øàáëîíå

ðàçíîñòíîé ñõåìû ñ ïðèâëå÷åíèåì çíà-÷åíèé èíòåíñèâíîñòè â îêðóæàþùèõÿ÷åéêàõ (ðèñ. 3). Ïîëîæèì ãðàäèåíòíà ðåáðå β1β2 ðàâíûì ïîëóñóììå ãðàäè-åíòîâ â óçëàõ β1, β2. Òîãäà ðàçíîñòü èí-òåíñèâíîñòåé â öåíòðå è íà ãðàíè ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå
I − Iβ1β2 = (∇hI)β1β2 (~rβ3β4 − ~rβ1β2) ;

(∇hI)β2 =
4∑

γ
∆Sαγ

∑
γ
(~n∆s)β2 (∆αγI),

α5 = α1.Õîòÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðàçíîñòåé íàðàñøèðåííîì øàáëîíå ìîæåò áûòü áî-ëåå òî÷íîé, îíà òðåáóåò äîïîëíèòåëü-íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÐàññìîòðèì äâå çàäà÷è â íåðàññåèâàþùåé ñðåäå (kg = 0): âòîðóþ çàäà÷ó Ôëåêà è òåñò ñ àíàëèòè-÷åñêèì ðåøåíèåì. Â ñõåìå TVD èñïîëüçîâàëñÿ îãðàíè÷èòåëü ×àêðàâàòè�Îøåðà [5]
L (a, b) = 0,5 (1− δ) minmod (a, βb) + 0,5 (1 + δ) minmod (βa, b) ,

minmod (a, b) = 0,5 (sign (a) + sign (b))min (|a| , |b|)ñ ïàðàìåòðàìè δ = 1/3, β = 3. Ñõîäèìîñòü îïðåäåëÿëàñü óñëîâèåì ∣∣T ν+1 − T ν
∣∣ ≤ 10−5

(
1 + T ν+1

);
T 0 = 0,01. Âðåìåííîé øàã âûáèðàëñÿ òàê, ÷òî cτ = 0,03; èñïîëüçîâàëàñü êâàäðàòóðà ES12.Çàäà÷à 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âòîðàÿ çàäà÷à Ôëåêà â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè [6].Íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàíî èçëó÷åíèå ïëàíêîâñêîãî èñòî÷íèêà òåìïåðàòóðû Bν (T = 1), íà ïðàâîé �óñëîâèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Â îáëàñòÿõ 1, 3 (1 ≤ r ≤ 3; 3,4 ≤ r ≤ 5) êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿðàâåí κν = 27

(
1− e−ν/T

)
/ν3, â îáëàñòè 2 (3 ≤ r ≤ 3,4) κν = 10000

(
1− e−ν/T

)
/ν3, è âñþäó E =

= 0,81T . � 34 �



Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. . .Ñåòêà ïî ðàäèóñó: r1= 1; 1,004; 1,04; r4 = 1,1;. . . ; r22 = 2,9 (∆r = 0,1); r23 = 2,987; 2,999; 3; 3,001;3,004; 3,013; r29 = 3,04;. . . ; r37 = 3,36 (∆r = 0,04); r38 = 3,396; 3,4; 3,404; 3,44; r42 = 3,5;. . . ; r57 = 5(∆r = 0,1). Â äâóìåðíîé ãåîìåòðèè âî âòîðîì íàïðàâëåíèè âçÿòî 59 êàíàëîâ. Ñåòêà ïî ýíåðãèè:
ν0...ĝ=15 = 0; 0,3; 0,6; 0,8; 1,2; 1,5; 1,8; 2,4; 2,7; 3; 4; 5; 7; 9; 11; 15.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà ÷åòûðå ìîìåíòà âðåìåíè (ct =18; 30;150; 360) äëÿ TVD-ñõåìû. Â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ áðàëèñü ðåçóëüòàòû íà ñèëüíî èçìåëü÷åí-íîé ñåòêå. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.Ñõåìû TVD ñ ðàñøèðåííûì øàáëîíîì äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ è áåç íåãî äàëè ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûåðåçóëüòàòû.

Ðèñ. 4. Òåìïåðàòóðà âåùåñòâà T (~r, t): - - - � òî÷íîå ðåøåíèå; ◦ � RZ -ãåîìåòðèÿ; × � ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿÇàäà÷à 2. Çàäà÷à ïîñòðîåíà íà îñíîâå [7]. Âûáðàííîå òî÷íîå ðåøåíèå â ìîíîýíåðãåòè÷åñêîìñëó÷àå èìååò âèä òåïëîâîé âîëíû, ëèíåéíî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè Z :
T (~r, t) =





ξ, T > T 0;

T 0, T ≤ T 0;
I
(
~r, ~Ω, t

)
=





Bf, I > B0;

B0, I ≤ B0;

ξ (~r, t) = β0z + ν0t; E (T ) =
4πκ0 (F − 1)

ν0
B; κ (T ) =

4κ0
T

;

γ =
β0

κ0 + ν0c−1
; δ =

κ0
β0

; f
(
~Ω
)
=

δγ

(1 + γµ)
; F = δ arth γ.Èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: β0 = 0,1; ν0 = 0,01; κ0 = 500; c = 3000. Çàäà÷à ðåøàëàñü âïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (10 ≤ r ≤ 15 , 1 ≤ z ≤ 11).Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ ïàðàìåòðàìè î = 30, ĵ = 15 íà äâóõ òèïàõ íåîðòîãîíàëüíûõñåòîê, ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 5, 6 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó) íà ìîìåíò ct = 12. Èç ðèñ. 5 âèäíî,÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì St-ñõåìû, ðåçóëüòàòû ïî âñåì îñòàëüíûì ñõåìàì ïðàêòè÷åñêè ñîâïàëè ñ òî÷íûìðåøåíèåì. Íà êîìáèíèðîâàííîé ñåòêå (ñì. ðèñ. 6) ëó÷øå âñåõ âåäåò ñåáÿ DDAD-ñõåìà; ñõåìû òèïàTVD ïîêàçûâàþò çíà÷èòåëüíî ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñ St-ñõåìîé, ïðè÷åì ïðèìåíåíèåðàñøèðåííîãî øàáëîíà äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò ïîâûøàòü òî÷íîñòü.� 35 �
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Ðèñ. 5. Èçîëèíèè T (~r, t) íà ñåòêå òèïà ðàáèöà, ct = 12

Ðèñ. 6. Èçîëèíèè T (~r, t) íà êîìáèíèðîâàííîé ñåòêå, ct = 12Çàêëþ÷åíèåÂ äàííîé ðàáîòå ðåàëèçîâàíà íåÿâíàÿ ñõåìà òèïà TVD äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãîèçëó÷åíèÿ â äâóìåðíîé RZ -ãåîìåòðèè íà ïðîèçâîëüíûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ñåòêàõ. Â ñõåìå èñïîëüçó-åòñÿ îãðàíè÷èòåëü, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî ïî èçâåñòíûì âåëè÷èíàì ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãîøàãà íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå â êàæäîì íàïðàâëåíèè. Ýòà ñõåìà ñî÷åòàåò â ñåáå êîíñåðâàòèâíîñòü,ìîíîòîííîñòü â ñìûñëå ìåòîäîëîãèè TVD-ñõåì è âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó,êðîìå îòäåëüíûõ òî÷åê ñ ýêñòðåìóìàìè.Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà TVD îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äîñòîèíñòâàìè:� 36 �



Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. . .1. Ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè � ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè íåçíà÷èòåëüíîì óñëîæíåíèèàëãîðèòìà St-ñõåìû.2. Ñîïîñòàâèìîå ñ St-ñõåìîé ÷èñëî èòåðàöèé çà ñ÷åò ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è îòñóò-ñòâèÿ ïåðåêëþ÷åíèé.3. Ïîñêîëüêó TVD-ðåêîíñòðóêöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ íåîñâåùåííûõ ñòîðîí â ÿ÷åéêå, òî ýòî ïîç-âîëÿåò äîïîëíèòåëüíî óâåëè÷èòü òî÷íîñòü â ÿ÷åéêàõ, ãäå îñâåùåíà òîëüêî îäíà ñòîðîíà.Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðèâåäåííûõ â äàííîé ñòàòüå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èñ-ïîëüçîâàíèå ñõåìû òèïà TVD äàåò ìîíîòîííîå ðåøåíèå è ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè çàìåòíî âûøåïåðâîãî. ÏðèëîæåíèåÐàññìîòðèì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïðåäëîæåííîé TVD-ñõåìû äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðå-íîñà ∂I

∂t
+ cµ

∂I

∂x
= 0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû (1) â âàêóóìå â ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Ïóñòü äëÿóïðîùåíèÿ cµ = 1, òîãäà

In+1

i+1/2
− Ini+1/2

τ
+

In+1
i+1

− In+1
i

h
= 0.Ðàçëîæèì I â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå (i+ 1/2, n+ 1), ïîëó÷èì

In+1

i+1/2 − Ini+1/2

τ
=

∂In+1

i+1/2

∂t
−

(
τ

2!

∂2In+1

i+1/2

∂t2
−

τ2

3!

∂3In+1

i+1/2

∂t3
+

τ3

4!

∂4In+1

i+1/2

∂t4
+O

(
τ4
)
)
;

In+1
i+1

− In+1
i

h
=

1

h

(
In+1

i+1/2 − In+1

i−1/2 +
Ln+1

i+1/2 − Ln+1

i−1/2

2

)
=

=
∂In+1

i+1/2

∂x
−

(
h

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2
−

h2

6

∂3In+1

i+1/2

∂x3
+O

(
h3
)
)

+
Ln+1

i+1/2 − Ln+1

i−1/2

2h
=

∂In+1

i+1/2

∂x
+ Ĩ .Âîçüìåì äëÿ ïðîñòîòû ïðîñòåéøèé TVD-îãðàíè÷èòåëü L = minmod, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ñëå-äóþùèå âàðèàíòû:

Ln+1

i+1/2 =





In+1

i+3/2
− In+1

i+1/2
= h

∂In+1

i+1/2

∂x
+

h2

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2
+

h3

6

∂3In+1

i+1/2

∂x3
+O

(
h4
)
;

In+1

i+1/2 − In+1

i−1/2 = h
∂In+1

i+1/2

∂x
−

h2

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2
+

h3

6

∂3In+1

i+1/2

∂x3
+O

(
h4
)
;

0;

Ln+1

i−1/2 =





In+1

i+1/2 − In+1

i−1/2 = h
∂In+1

i+1/2

∂x
−

h2

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2
+

h3

6

∂3In+1

i+1/2

∂x3
+O

(
h4
)
;

In+1

i−1/2 − In+1

i−3/2 = h
∂In+1

i+1/2

∂x
−

3h2

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2
+

7h3

6

∂3In+1

i+1/2

∂x3
+O

(
h4
)
;

0.Ïóñòü Ln+1

i+1/2 = 0 (àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé Ln+1

i−1/2 = 0), òîãäà sign
(
In+1

i+3/2 − In+1

i+1/2

)
6=

6= sign
(
In+1

i+1/2 − In+1

i−1/2

) è, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè O
(
h3
), ïîëó÷àåì ∣∣∣∣∣

∂In+1

i+1/2

∂x

∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣
h

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2
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Ĩ <

∣∣∣∣∣
h

2

∂2In+1

i+1/2

∂x2

∣∣∣∣∣+O
(
h2
). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëèíåéíîì ðåøåíèè ïðîèçâîäíûå âûøå ïåðâîé ðàâíû íó-ëþ è äàæå ïðè Ln+1

i+1/2 = 0, Ln+1

i−1/2 = 0, Li+1/2 = Li−1/2 èìååì òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ In+1
i+1

− In+1
i

h
=

=
∂In+1

i+1/2

∂x
. Â ñëó÷àå ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé èëè ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèèïîëó÷àåì âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Äàëåå â òàáëèöå ïðèâåäåíû äåâÿòü ïðàêòè÷åñêè âîçìîæ-íûõ ñèòóàöèé.Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿÍîìåð ñèòóàöèè Ln+1

i+1/2 − Ln+1

i−1/2

h
Îñòàòî÷íûé ÷ëåí Ĩ Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè1 h

∂2In+1
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∂x2
+O
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h2
) h2
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(
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)2 2h
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(
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(
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−
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4
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+O

(
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