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ÓÄÊ 517.956.4 ÀÂÒÎÌÎÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÏËÎÂÛÅ ÂÎËÍÛÎÒ ÑÎÑÐÅÄÎÒÎ×ÅÍÍÎÃÎ ÈËÈ ÎÁÚÅÌÍÎÃÎ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀÂ ÑÐÅÄÅ Ñ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÌÈÒÅÏËÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈÁ. Ï. Òèõîìèðîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ î ñîïðÿæåíèè íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè òåï-ëîôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè èçâåñòíûõ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé. Ïîñòàâëåíà çà-äà÷à îá îáúåìíîì èñòî÷íèêå, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷ó î ìãíîâåí-íîì ñîñðåäîòî÷åííîì èñòî÷íèêå. Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ ó÷åòîì ïëîòíîñòèýíåðãèè èçëó÷åíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ìîäåëüíûõ çàäà÷ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäèêðàñ÷åòà íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå áåç ó÷åòà è ñ ó÷åòîì ôóíê-öèè ãîðåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîñðåäîòî÷åííûé è îáúåìíûé èñòî÷íèêè, òåïëîâàÿ âîëíà, ãðàíèöàðàçäåëà ñðåä, ñîãëàñîâàíèå àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé, ìîäåëüíûå òåñòîâûå çàäà÷è.
Â ðàáîòàõ [1, 2] áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè â ñðåäå ñ îäíîðîäíû-ìè òåïëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè òåïëîâîé âîëíû îò ìãíîâåííîãî ñîñðåäîòî÷åííîãî èñòî÷íèêà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòà çàäà÷à îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìãíîâåííîãî âûäåëåíèÿ ýíåðãèè íà ãðàíèöåðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à îá îáú-åìíîì èñòî÷íèêå ñïåöèàëüíîãî âèäà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷ó î ìãíîâåííîìñîñðåäîòî÷åííîì èñòî÷íèêå. Â íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ãîðåíèÿ,ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ýíåðãèè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ âðåìåíè. Óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ â ïî-ëóïðîñòðàíñòâå ñ çàäàííûì òåìïåðàòóðíûì ðåæèìîì íà ãðàíèöå è â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâåñ çàäàííûì ñòåïåííûì çàêîíîì âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè.Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è î ñîñðåäîòî÷åííîì è îáúåìíîì èñòî÷íèêàõ â ñðåäå ñ ðàñïðåäåëåííûìèòåïëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè èìåþò òî÷íûå ðåøåíèÿ. Â îáùåì âèäå èõ ìîæíî íàéòè â ñïðàâî÷-íèêå ïî òî÷íûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèé òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà [3].Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå äëÿ ñëó-÷àÿ ìãíîâåííîãî âûäåëåíèÿ ýíåðãèè íà ïëîñêîé ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà è îáñóæäàåòñÿ âîïðîñî ñîïðÿæåíèè àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè ïà-ðàìåòðàìè. Âî âòîðîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à îá îáúåìíîì èñòî÷íèêå, îïèñûâàåòñÿ àâòî-ìîäåëüíîå ðåøåíèå è ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñîãëàñîâàíèè ðåøåíèé íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëàñðåä. Ñòðîèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ ó÷åòîì ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àÿõ ïëîñêîé,öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèé. Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ êîíêðåòíûå ïðèìåðûìîäåëüíûõ çàäà÷. Ýòè çàäà÷è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿçàäà÷ íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.� 40 �



Àâòîìîäåëüíûå òåïëîâûå âîëíû îò ñîñðåäîòî÷åííîãî èëè îáúåìíîãî èñòî÷íèêà â ñðåäå . . .1. Ìãíîâåííîå âûäåëåíèå ýíåðãèè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåäñ ðàçíûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìèÑðåäà ñ ðàñïðåäåëåííîé ïëîòíîñòüþ. Ôîðìóëû àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ. Áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà ïóòåì ëó÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè â íåïîäâèæíîé ñðå-äå. Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ρ
∂E

∂t
=

∂

∂x

(

`c

3

∂σT 4

∂x

)

,ãäå t � âðåìÿ; x � êîîðäèíàòà; E � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; T � òåìïåðàòóðà; ρ � ïëîòíîñòü;
` � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíîâ; c � ñêîðîñòü ñâåòà; σ � ïîñòîÿííàÿ Ñòåôàíà.Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ âèäà E = cV T , ãäå
cV � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû
(

cV = cV0T
k−1
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,÷òî ïëîòíîñòü íå ìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè è ñòåïåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîéêîîðäèíàòû:
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; n = 3 + α; ν = µβ.Íà ïîêàçàòåëü ñòåïåíè µ íàêëàäûâàåòñÿ åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå 1 + µ > 0, âûòåêàþùåå èç òðåáî-âàíèÿ êîíå÷íîñòè ìàññû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó x = 0. Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì,÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà 2 + µ + ν > 0; n+ 1− k > 0. Äàëåå óðàâíåíèå (1) áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü â ïîëóïðîñòðàíñòâå x > 0 .Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå ïðè ìãíîâåííîì âûäå-ëåíèè ýíåðãèè Q â òî÷êå x = 0 áûëî ïîñòðîåíî â ðàáîòàõ [1, 2] äëÿ ñëó÷àåâ ïëîñêîé (µ = ν = 0),öèëèíäðè÷åñêîé (µ = 1, ν = −1) è ñôåðè÷åñêîé (µ = 2, ν = −2) ñèììåòðèé.Ïðèâåäåì ôîðìóëû òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé µ, ν, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ óêàçàííûì âûøå íåðàâåíñòâàì.Ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåìïåðàòóðà, êðîìå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèþ ñîõðàíå-íèÿ ýíåðãèè
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Á. Ï. ÒèõîìèðîâÐåøåíèå çàäà÷è çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ a, b, Q è, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì, òàê êàê èçîïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ñîñòàâèòü åäèíñòâåííóþ áåçðàçìåð-íóþ êîìáèíàöèþ
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, (5)ãäå Ã � ãàììà-ôóíêöèÿ. Ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû
xô = ξ0Btδ.Èòàê, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3), (4). Ïðè µ = ν = 0 è k = 1îíî ïåðåõîäèò â ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î ìãíîâåííîì ïëîñêîì èñòî÷íèêå, ðàññìîòðåííîé âðàáîòå [1].Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 çàâèñèò îò ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé µ, ν. Íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî ïîòîê òåïëà â òî÷êå x = 0 ðàâåí íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà 1+µ+

+ ν > 0; ïðèíèìàåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò íóëÿ, åñëè 1 + µ+ ν = 0; îáðàùàåòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü ïðè 1 + µ+ ν < 0.Ñîïðÿæåíèå ðåøåíèé íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Ïóñòü ñðåäà â ëåâîì ïîëóïðî-ñòðàíñòâå èìååò òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû a1, b1, k1, n1, µ1, ν1, à â ïðàâîì � a2, b2, k2, n2, µ2,
ν2. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òåìïåðàòóðíîå ïîëå ïîñëå ìãíîâåííîãî âûäåëåíèÿ ýíåðãèè Q â ïëîñêî-ñòè x = 0.Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ëåãêî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ î ìãíî-âåííîì ïëîñêîì èñòî÷íèêå. Â ïåðâîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ëåâàÿ ïîëîâèíà ãåîìåòðèè èñõîäíîéçàäà÷è, âî âòîðîé � ïðàâàÿ. Ïëîñêîñòü x = 0, â êîòîðîé ìãíîâåííî âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ Q i, ãäå i �íîìåð âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ òåïëîèçîëèðîâàííîé ñòåíêîé. Îíà ðàçäåëÿåò òåìïåðàòóð-íîå ïîëå íà íå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî ïîëóïðîñòðàíñòâ.Ýòè ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì, ïðåäñòàâëåííûì â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå. Â ôîðìóëû� 42 �



Àâòîìîäåëüíûå òåïëîâûå âîëíû îò ñîñðåäîòî÷åííîãî èëè îáúåìíîãî èñòî÷íèêà â ñðåäå . . .òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû i-é âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ýíåðãî-âûäåëåíèå áåðåòñÿ ðàâíûì Q i.×òîáû ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå îñíîâíîé çàäà÷è, íóæíî ñîãëàñîâàòü òåìïåðàòóðíûå ïîëÿ òàê,÷òîáû íà ãðàíèöå x = 0 áûëè íåïðåðûâíû òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê. Íåïðåðûâíîñòü ïîòîêàîáåñïå÷åíà àâòîìàòè÷åñêè, òàê êàê òåïëîâîé ïîòîê, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îáðàùàåòñÿ íà ãðàíèöå âíóëü.Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ òåìïåðàòóð íà ãðàíèöå íóæíî ïðåæäå âñåãî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû çàâèñèìîñòüòåìïåðàòóðû îò âðåìåíè ñëåâà è ñïðàâà îò ïëîñêîñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ áûëà îäèíàêîâîé. Ýòî òðå-áîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ïîêàçàòåëè ñòåïåíè, â êîòîðóþ âîçâîäèòñÿ âðåìÿ â ôîðìóëå (3) ñëåâàè ñïðàâà îò ãðàíèöû, ñîâïàäàþò:
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. (6)Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû èìååì

(

δ1
n1 + 1− k1

2 + µ1 + ν1
ξ
2+µ1+ν1
01

)
1

n1+1−k1

(

Q
2+µ1+ν1
1

a
1+µ1
1 b1+ν1

1

)
1

(1+µ1) (n1+1)+(1+ν1) k1

=

=

(

δ2
n2 + 1− k2

2 + µ2 + ν2
ξ
2+µ2+ν2
02

)
1

n2+1−k2

(

Q
2+µ2+ν2
2

a
1+µ2
2 b1+ν2

2

)
1

(1+µ2) (n2+1)+(1+ν2) k2

, (7)ãäå ξ01, ξ02 � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå ïî ôîðìóëå (5). Îíè õàðàêòåðèçóþò ïîëîæåíèå ôðîíòàòåïëîâîé âîëíû ñîîòâåòñòâåííî â ëåâîì è ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâàõ.Ïðèñîåäèíÿÿ ê ñîîòíîøåíèþ (7) óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè
Q1 +Q2 = Q, (8)ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí Q1, Q2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ìãíîâåííîì âûäåëåíèè ýíåðãèè íà ïëîñêîé ãðàíèöå ñðåä ñ ðàçíûìèòåïëîôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè èìååò òî÷íîå ðåøåíèå, åñëè ïîêàçàòåëè ñòåïåíè, âõîäÿùèå â óðàâ-íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (1), óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (6). Â êàæäîì ïîëóïðîñòðàíñòâå òî÷íîåðåøåíèå çàäà÷è îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (3), (4), â êîòîðûõ â êà÷åñòâå êîíñòàíò áåðóòñÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèå äàííîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, à âåëè÷èíà Q çàìåíÿåòñÿ íàýíåðãîâûäåëåíèå â ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ýíåðãîâûäåëåíèå â êàæäîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿèç ñèñòåìû óðàâíåíèé (7), (8).Â ÷àñòíîì ñëó÷àå µi = νi = 0, ki = 1 èìååì ni = n, ξ0i = ξ0. Ñîîòíîøåíèå (7) ïåðåõîäèò ââûðàæåíèå
Q1

Q2
=

√

a1b1

a2b2
,ïîêàçûâàþùåå, ÷òî îòíîøåíèå ýíåðãèé â ëåâîì è ïðàâîì ïîëóïðîñòðàíñòâàõ ðàâíî êâàäðàòíîìóêîðíþ èç ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòè è êîýôôèöèåíòîâ îáúåìíûõòåïëîåìêîñòåé. Âûäåëèâøàÿñÿ â i-ì ïîëóïðîñòðàíñòâå ýíåðãèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

Qi =

√
aibi√

a1b1 +
√
a2b2

Q , i = 1, 2.Îòíîøåíèå ðàçìåðîâ ïðîãðåòûõ çîí ñëåâà è ñïðàâà îò ïëîñêîñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ â ýòîì ÷àñòíîìñëó÷àå íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
x
(1)ô

x
(2)ô =

√

a1

a2

b2

b1
.� 43 �



Á. Ï. Òèõîìèðîâ2. Çàäà÷à îá îáúåìíîì èñòî÷íèêåÐàñïðîñòðàíåíèå òåïëà ïðè ñòåïåííîì òåìïåðàòóðíîì ðåæèìå íà ãðàíèöå. Ðàññìîòðèìâ ïîëóïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå íåëèíåéíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îáúåìíûì èñòî÷íèêîì, ìîùíîñòüêîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû:
∂

∂t

(

bxµT k
)

=
∂

∂x

(

a

xν
T n∂T

∂x

)

+ F (x, t, T ) . (9)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ:
T (x, 0) = 0, x > 0.Íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàí çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû:

T (0, t) = T0t
q.Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è çàâèñèò îò ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ T0, a, b è îò ðàçìåðíûõ êîíñòàíò,âõîäÿùèõ â ôóíêöèþ èñòî÷íèêà. Âûáåðåì ýòó ôóíêöèþ òàê, ÷òîáû ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷è áûëî àâòîìîäåëüíûì è ïðåäñòàâëÿëîñü â êîíå÷íîé çàìêíóòîé ôîðìå.Àíàëèç óñëîâèé àâòîìîäåëüíîñòè çàäà÷è è ñòðóêòóðû îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé, ïîêàçûâàåò, ÷òîôóíêöèþ èñòî÷íèêà ìîæíî âçÿòü â âèäå

F (x, t, T ) = s b
xµ

t
T k, (10)ãäå

s =
1 + µ+ q

[

(1 + µ)(n+ 1) + (1 + ν)k
]

2 + µ+ ν
.Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à áåç èñòî÷íèêà àâòîìîäåëüíà. Âêëþ÷åíèå â óðàâíåíèå òåïëî-ïðîâîäíîñòè óêàçàííîé ôóíêöèè èñòî÷íèêà íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíûõêîíñòàíò è, ñëåäîâàòåëüíî, íå íàðóøàåò óñëîâèé àâòîìîäåëüíîñòè çàäà÷è.Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé âîçüìåì áåçðàçìåðíóþ êîìáèíàöèþ

ξ =
1

(a

b
T n+1−k
0

)
1

2+µ+ν

x

tδ
, δ =

1 + q(n+ 1− k)

2 + µ+ νè áóäåì èñêàòü àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå â âèäå
T (x, t) = T0t

qf (ξ) , (11)ãäå áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ f (ξ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å:
d

dξ

(

fn

ξν
df

dξ

)

+ δ
d

dξ

(

ξ1+µfk
)

= 0;

f (0) = 1; f (ξ0) = 0;
fn

ξν
df

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ0

= 0.Åñëè ïîêàçàòåëè ñòåïåíè µ, ν, n, k óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì â ïåðâîì ðàçäåëå íåðàâåíñòâàì, ðå-øåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è èìååò âèä
f (ξ) =

[

1−
(

ξ

ξ0

)2+µ+ν
] 1

n+1−k ïðè 0 ≤ ξ ≤ ξ0,� 44 �



Àâòîìîäåëüíûå òåïëîâûå âîëíû îò ñîñðåäîòî÷åííîãî èëè îáúåìíîãî èñòî÷íèêà â ñðåäå . . .ãäå
ξ0 =

[

2 + µ+ ν

(n+ 1− k)δ

] 1
2+µ+ν

.Ýòà êîíñòàíòà îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ôðîíòà òåïëîâîé âîëíû
xô = ξ0

(a

b
T n+1−k
0

)
1

2+µ+ν
tδ.Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêà (10) ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå íà ãðàíèöåïðåäñòàâèìî â êîíå÷íîé çàìêíóòîé ôîðìå (11). Ýíåðãèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

xô
∫

0

bxµT kdx = Qts,ãäå
Q =

1

1 + µ
bT k

0

[

2 + µ+ ν

(n+ 1− k)δ

a

b
T n+1−k
0

]
1+µ

2+µ+ν
Γ

(

1 +
1 + µ

2 + µ+ ν

)

Γ

(

1 +
k

n+ 1− k

)

Γ

(

1 +
1 + µ

2 + µ+ ν
+

k

n+ 1− k

) .Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè.1. Ïóñòü µ = w, ν = −w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü è êîýôôèöèåíò òåïëî-ïðîâîäíîñòè íå ñîäåðæàò ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû. Òîãäà óðàâíåíèå (9) îïèñûâàåòðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà äëÿ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèé ñîîòâåòñòâåí-íî ïðè w = 0, 1, 2.Òî÷íîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì
T (x, t)=T0t

q

[

1−
(

x

xô)2
] 1

n+1−k

, xô=[ 2

(n+ 1− k)δ

a

b
T n+1−k
0

]0,5

tδ, δ=
1 + q (n+ 1− k)

2
.Êîíñòàíòà, âõîäÿùàÿ â ôóíêöèþ èñòî÷íèêà, ðàâíà

s =
1

2

{

1 + w + q
[

(1 + w)(n+ 1) + (1− w)k
]

}

.2. Ïóñòü q = 0, ò. å. íà ëåâîé ãðàíèöå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà. Â ýòîì ñëó÷àåðàñ÷åòíûå ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ, îñîáåííî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè µ = w, ν = −w.3. Ïóñòü s = 0 (îòñóòñòâóåò èñòî÷íèê). Ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà íà ãðàíèöå çàäàí òåìïå-ðàòóðíûé ðåæèì
q = − 1 + µ

(1 + µ)(n+ 1) + (1 + ν)k
.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ìãíîâåííîì ïëîñêîìèñòî÷íèêå, ðàññìîòðåííîé â ïåðâîì ðàçäåëå.Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òåïëîâîì èñòî÷íèêå, äåéñòâóþùåì â ïðîãðåòîé îáëàñòè,âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ìãíîâåííîì ïëîñêîì èñòî÷íèêå.Çàäà÷à îá îáúåìíîì èñòî÷íèêå â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìèî ñîñðåäîòî÷åííîì è îáúåìíîì èñòî÷íèêàõ ñòàíîâèòñÿ åùå î÷åâèäíåå, åñëè ñôîðìóëèðîâàòü ïîñëåä-íþþ â äðóãîé, ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê â çàäà÷å îá îáúåìíîìèñòî÷íèêå ïîòîê â òî÷êå x = 0 ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t > 0, êîãäà óæå� 45 �



Á. Ï. Òèõîìèðîâïðîèçîøëî çàæèãàíèå òîïëèâà, ò. å. âêëþ÷èëñÿ òåïëîâîé èñòî÷íèê, çàäàâàòü òåìïåðàòóðó íà ãðà-íèöå ñîâåðøåííî íå îáÿçàòåëüíî. Îíà àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ïîääåðæèâàòüñÿ íà òðåáóåìîì óðîâíåçà ñ÷åò äåéñòâèÿ èñòî÷íèêà.Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îáúåìíîì èñòî÷íèêå â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàñïðîñòðàíåíèåòåïëà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (9), â êîòîðîå ââåäåí èñòî÷íèê âèäà (10). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîêîíñòàíòà Q â çàêîíå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè
∞
∫

0

bxµT kdx = Qts,ñîîòâåòñòâóþùåì çàäàííîìó èñòî÷íèêó, èçâåñòíà è ÷òî èñòî÷íèê âêëþ÷àåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè â òî÷êå x = 0.Â ñèëó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = 0 èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîëóïðîñòðàí-ñòâó. Â çàäà÷àõ ñ ïëîñêîé ñèììåòðèåé èíòåãðàë äàåò ïîëîâèíó ýíåðãèè ïðîãðåòîé îáëàñòè.Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è àâòîìîäåëüíîå. Îíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ a, b, Q, ñòðîèòñÿ ïî òîé æåñõåìå, ÷òî è â ïåðâîì ðàçäåëå, è ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëàìè (3), (4), â êîòîðûõ âìåñòî êîíñòàíò (2)ñëåäóåò âçÿòü âåëè÷èíû
q =

(2 + µ+ ν) s− (1 + µ)

(1 + µ)(n+ 1) + (1 + ν)k
, δ =

k + (n+ 1− k) s

(1 + µ)(n+ 1) + (1 + ν)k
. (12)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (11), åñëè â êà÷åñòâå êîíñòàíò âçÿòüâåëè÷èíû (5), (12) è ïîëîæèòü

T0 =

(

δ
n+ 1− k

2 + µ+ ν
ξ
2+µ+ν
0

)
1

n+1−k

A.Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îá îáúåìíîì èñòî÷íèêå â ñëó÷àå, êîãäà ëåâîå è ïðàâîå ïîëóïðîñòðàí-ñòâà èìåþò ðàçíûå òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
0
∫

−∞

b1 |x|µ1 T k1dx+

∞
∫

0

b2x
µ2T k2dx = Qts, s ≥ 0. (13)Ïîñòðîèì â êàæäîì ïîëóïðîñòðàíñòâå òî÷íîå ðåøåíèå, âçÿâ â êà÷åñòâå ýíåðãåòè÷åñêèõ êîíñòàíòïîêà íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû Qi:

∞
∫

0

bix
µiT kidx = Qit

s, i = 1, 2.Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè òåìïåðàòóðû â òî÷êå x = 0 è ñîîòíîøåíèÿ (13) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ (7), (8)è ïðàâèëî ñîãëàñîâàíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè, ãàðàíòèðóþùåå ñóùåñòâîâàíèå ñîñòàâíîãî àâòîìîäåëü-íîãî ðåøåíèÿ:
(2 + µ1 + ν1) s− (1 + µ1)

(1 + µ1)(n1 + 1) + (1 + ν1)k1
=

(2 + µ2 + ν2) s− (1 + µ2)

(1 + µ2)(n2 + 1) + (1 + ν2)k2
.Óðàâíåíèÿ (7), (8) îáðàçóþò ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ýòà ñèñòåìà èìååòåäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýíåðãåòè÷åñêèåñîîòíîøåíèÿ:

0
∫

−∞

b1 |x|µ1 T k1dx = Q1t
s1 , s1 ≥ 0;

∞
∫

0

b2x
µ2T k2dx = Q2t

s2 , s2 ≥ 0.� 46 �



Àâòîìîäåëüíûå òåïëîâûå âîëíû îò ñîñðåäîòî÷åííîãî èëè îáúåìíîãî èñòî÷íèêà â ñðåäå . . .Òîãäà ðåøåíèå â êàæäîì ïîëóïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (3), (4). Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò,åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (7) è ïîêàçàòåëè ñòåïåíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
(2 + µ1 + ν1) s1 − (1 + µ1)

(1 + µ1)(n1 + 1) + (1 + ν1)k1
=

(2 + µ2 + ν2) s2 − (1 + µ2)

(1 + µ2)(n2 + 1) + (1 + ν2)k2
.Ó÷åò ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â çàäà÷å î òåïëîâîì èñòî÷íèêå. Ðàññìîòðèì óðàâíå-íèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àÿõ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîéè ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèé:

ρ
∂E

∂t
=

1

xw
∂

∂x

(

xwaT n∂T

∂x

)

+
1 + w

2
ρ
E

t
, x ≥ 0, w = 0, 1, 2; E = cV T

k +
σT 4

ρ
.Óðàâíåíèå ñîäåðæèò ðàçìåðíûå êîíñòàíòû, èç êîòîðûõ ìîæíî îáðàçîâàòü êîìáèíàöèþ ñ ðàçìåðíî-ñòüþ òåìïåðàòóðû, à âìåñòå ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè è áåçðàçìåðíóþ êîìáèíàöèþ. Ïîýòîìóäëÿ àâòîìîäåëüíîñòè ðåøåíèÿ íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè çàäàíèè íà÷àëüíûõ äàííûõ è ãðàíè÷-íîãî óñëîâèÿ íå ïîÿâëÿëèñü êîíñòàíòû ñ íåçàâèñèìûìè ðàçìåðíîñòÿìè.Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ, à íà ãðàíèöå x = 0 çàäàíà òåìïåðà-òóðà T0 =

(ρcV

σ

) 1
4−k . Ââåäåì àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ ξ =

x

Bt0,5
, ãäå B =

[

a

ρcV

(ρcV

σ

)
n+1−k
4−k

]0,5,è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå
T (x, t) = T0f (ξ) .Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f (ξ)îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d

dξ

(

ξwfndf

dξ

)

+
1

2

d

dξ

(

ξw+1
(

fk + f4
))

= 0ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
f (0) = 1; f | ξ=ξ0

= 0; ξwfn df

dξ

∣

∣

∣

∣

ξ=ξ0

= 0.Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèé íà ôðîíòå òåïëîâîé âîëíû ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ
fn−kdf

1 + f4−k
+

1

4
d
(

ξ2
)

= 0.Îíî ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ. Ïðîñòûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, íàïðèìåð, â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:1. n = 3.
T (x, t) = T0

{

exp

(

ln 2

[

1−
(

x

xô)2
])

− 1

}
1

4−k

, xô =

(

4

4− k
ln 2

)0,5

Bt0,5. (14)2. n = 6; k = 1.
T (x, t) = T0f

(

x

xô) , 0 ≤ x ≤ xô, xô =

(

4
1− ln 2

3

)0,5

Bt0,5.3. n =9; k = 1.
T (x, t) = T0f

(

x

xô) , 0 ≤ x ≤ xô, xô =

(

2
2 ln 2− 1

3

)0,5

Bt0,5. (15)� 47 �



Á. Ï. ÒèõîìèðîâÇíà÷åíèÿ ôóíêöèé f

(

x

xô) â ñëó÷àÿõ 2, 3 íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
f3 − ln

(

1 + f3
)

= (1− ln 2)

[

1−
(

x

xô)2
]

;

f6 − 2f3 + 2 ln
(

f3 + 1
)

= (2 ln 2− 1)

[

1−
(

x

xô)2
]

.Çàêîí âûäåëåíèÿ ýíåðãèè ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, çàâèñÿùåãî îò òèïà ñèììåòðèè, îïèñûâàåòñÿôîðìóëîé
J = σT 4

0 (ξ0B)1+wQw
n t

1+w
2 , Qw

n =

1
∫

0

(

f(z) + f4(z)
)

zwdz.Èíäåêñ w óêàçûâàåò òèï ñèììåòðèè; èíäåêñ n ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè òåìïåðà-òóðû (3, 6, 9) â êîýôôèöèåíòå òåïëîïðîâîäíîñòè. Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå.Çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû Qω

n
äëÿ ðàçíûõ êîýôôèöèåíòîâ òåïëîïðîâîäíîñòèÏîêàçàòåëü Òèï ñèììåòðèèñòåïåíè 0 1 23 1,37573 0,54101 0,304186 1,60673 0,69833 0,420959 1,71405 0,77610 0,48216

3. Ïðèìåðû ìîäåëüíûõ çàäà÷Ìãíîâåííûé ïëîñêèé èñòî÷íèê. Òåïëîåìêîñòü çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Óðàâíåíèÿ:
∂T

∂t
=

∂

∂x

(

T 2∂T

∂x

)

, −2 ≤ x < 0;

∂T 1,5

∂t
=

∂

∂x

(

75

16
T 1,5∂T

∂x

)

, 0 < x ≤ 5.Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü: −2 ≤ x ≤ 5.Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â ïëîñêîñòè x = 0 âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ Q = 1,4375π. Çàêîí ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ âîëí: x
(1)ô = −2t0,25; x

(2)ô = 5t0,375. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ áåðåòñÿðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,00065536 (−0,32 ≤ x ≤ 0,32).Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 1. Ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
T (x, t) = t−0,25f

(

x

xô) , f

(

x

xô) =





































1−





x

x
(1)ô 



2



0,5,

, x
(1)ô ≤ x ≤ 0,

1−





x

x
(2)ô 



2

, 0 < x ≤ x
(2)ô .Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî îáëàñòÿì: Q1 = 0,5π; Q2 = 0,9375π.� 48 �



Àâòîìîäåëüíûå òåïëîâûå âîëíû îò ñîñðåäîòî÷åííîãî èëè îáúåìíîãî èñòî÷íèêà â ñðåäå . . .Îáúåìíûé èñòî÷íèê. Ïëîñêàÿ, öèëèíäðè÷åñêàÿ è ñôåðè÷åñêàÿ ãåîìåòðèè. Óðàâíåíèå:
∂T

∂t
=

1

xw
∂

∂x

(

xwT 4∂T

∂x

)

+
1 + w

2

T

t
, x > 0, w = 0, 1, 2.Ðåøåíèå èùåòñÿ â îáëàñòè 0 ≤ x ≤ 10.Âîçìîæíû äâå èäåíòè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â ïåðâîé ïîñòàíîâêå íà ëåâîé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîéîáëàñòè ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà, ðàâíàÿ åäèíèöå. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõçàäàåòñÿ íóëåâîé ïðîôèëü òåìïåðàòóðû. Âî âòîðîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàåòñÿíóëåâîé ïîòîê òåïëà. Ãîðåíèå èíèöèèðóåòñÿ çàäàíèåì íà ó÷àñòêå [0; 0,1] îòëè÷íîãî îò íóëÿ ïðîôèëÿòåìïåðàòóðû, êîòîðûé áåðåòñÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0,01 èç ôîðìóëû òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Çàêîíðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîé âîëíû: xô =

√
t.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 100. Òî÷íîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

T (x, t) =











(

1− x2

t

)0,25 ïðè x ≤
√
t;

0 ïðè x >
√
t.Ýíåðãèÿ ñèñòåìû èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïî çàêîíó J = Qt
1+w
2 . Äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè Q =

= 0,87402. Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè Q = 0,4, ñôåðè÷åñêîé � Q = 0,24972. Çàìåòèì, ÷òîâ ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé (ñôåðè÷åñêîé) ãåîìåòðèè ýíåðãèÿ ïðèâåäåíà íà îäèí ðàäèàí (ñòåðàäèàí).Îáúåìíûé èñòî÷íèê. Äâå îáëàñòè. Ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Óðàâíåíèÿ:
∂T

∂t
=

∂

∂x

(

2T 8∂T

∂x

)

+
1

2

T

t
, −1 ≤ x < 0;

∂T

∂t
=

∂

∂x

(

T 4∂T

∂x

)

+
1

2

T

t
, 0 < x ≤ 1.Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü: −1 ≤ x ≤ 1.Ãîðåíèå èíèöèèðóåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,01 (−0,1 ≤ x ≤ 0,1) îòëè÷íîãî îòíóëÿ ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû, âçÿòîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Òåïëîâûå âîëíûðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âïðàâî è âëåâî ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ (xô = ±

√
t).Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 1. Òî÷íîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

T (x, t) =































(

1− x2

t

)0,125 ïðè −
√
t ≤ x ≤ 0;

(

1− x2

t

)0,25 ïðè 0 ≤ x ≤
√
t;

0 ïðè x < −
√
t è x >

√
t.Ýíåðãèÿ â ñèñòåìå âûäåëÿåòñÿ ïî çàêîíó J = Q

√
t, Q = Q1 + Q2. Â ïåðâîé îáëàñòè Q1 = 0,93088,âî âòîðîé � Q2 = 0,87402.Îáúåìíûé èñòî÷íèê. Òåïëîåìêîñòü çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Óðàâíåíèÿ:

∂T

∂t
=

∂

∂x

(

2T 4 ∂T

∂x

)

+ 1,25
T

t
, −1 ≤ x < 0;

∂T 1,5

∂t
=

∂

∂x

(

2T 4,5∂T

∂x

)

+ 1,375
T 1,5

t
, 0 < x ≤ 1.Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü: −1 ≤ x ≤ 1. � 49 �



Á. Ï. ÒèõîìèðîâÂ êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ áåðåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ìîìåíòâðåìåíè t = 0,1 (−0,1 ≤ x ≤ 0,1). Òåïëîâûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âëåâî è âïðàâî ñ ïîñòîÿííîéñêîðîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå.Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 1. Òî÷íîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé
T (x, t) = t0,25f

(x

t

)

,ãäå
f
(x

t

)

=











[

1−
(x

t

)2
]0,25 ïðè − t ≤ x ≤ t;

0 ïðè x < −t è x > t.Â ëåâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ J1 = 0,87402 t1,25, â ïðàâîì � J2 = 0,82624 t1,375.Îáúåìíûé èñòî÷íèê. Èäåàëüíûé ãàç ñ èçëó÷åíèåì. Óðàâíåíèå:
ρ
∂E

∂t
=

∂

∂x

(

`c

3

∂σT 4

∂x

)

+
1

2
ρ
E

t
, E = cV T +

σT 4

ρ
, ` = `0T

α, σ = 1,37, c = 3000.Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü: −1,1 ≤ x ≤ 1,1.Ñëåâà îò òî÷êè x = 0 ïëîòíîñòü ðàâíà 0,1, ñïðàâà � 10. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èïðîáåãà èçëó÷åíèÿ: cV = 13,7, `0 = 2,70505 · 10−4, α = 0 ïðè x < 0 è cV = 0,137, `0 = 9,70762 · 10−4,
α = 6 ïðè x > 0.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t0 = 0,0004) òåìïåðàòóðà ðàâíà 0,85107 â èíòåðâàëå −0,02 < x <

< 0 è 0,93845 ïðè 0 < x < 0,02; â îñòàëüíûõ òî÷êàõ òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ. Òåïëîâûå âîëíûðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âïðàâî è âëåâî ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ (xô = ±
√
t).Çàäà÷à ðåøàåòñÿ äî ìîìåíòà âðåìåíè t = 1. Òî÷íîå ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè (14) (n = 3)è (15) (n = 9) ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷êè x = 0.Â ëåâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ J1 = 1,88475t0,5, â ïðàâîì � J2 = 2,34825 t0,5.Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ áåðóòñÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóð,ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíå ýíåðãèè, ïîñòóïèâøåé â ñèñòåìó ê ìîìåíòó âðåìåíè t0. Àíàëîãè÷íûìîáðàçîì ìîæíî ïîñòóïèòü è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, óìåíüøèâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Íàïðè-ìåð, â ïåðâîé çàäà÷å óäîáíî âçÿòü t0 = 10−8 èëè t0 = 2,56 · 10−6, âî âòîðîé è òðåòüåé çàäà÷àõ �

t0 = 10−4, â ÷åòâåðòîé çàäà÷å � t0 = 10−2.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Çåëüäîâè÷ ß. Á., Êîìïàíååö À. Ñ. Ê òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà ïðè òåïëîïðîâîäíîñòè,çàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû // Ñáîðíèê, ïîñâÿùåííûé 70-ëåòèþ àêàäåìèêà À. Ô. Èîôôå. Ì.:Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1950. Ñ. 61�67.2. Áàðåíáëàòò Ã. È. Î íåêîòîðûõ íåóñòàíîâèâøèõñÿ äâèæåíèÿõ æèäêîñòè è ãàçà â ïîðèñòîéñðåäå // ÏÌÌ. 1952. Ò. 16. Âûï. 1. Ñ. 67�78.3. Ïîëÿíèí À. Ä., Âÿçüìèí À. Â., Æóðîâ À. È., Êàçåíèí Ä. À. Ñïðàâî÷íèê ïî òî÷íûì ðåøåíèÿìóðàâíåíèé òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà. Ì.: Ôàêòîðèàë, 1998.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19.10.09.


