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ÓÄÊ 519.6ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÊÐÈÑÒÀËËÈÇÀÖÈÈ ÐÀÑÒÂÎÐÎÂÏÎÄ ÓÏÐÀÂËßÞÙÈÌ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÅÌ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ ÏÎËßÍÀ ÏÐÈÌÅÐÅ ÂÛÐÀÙÈÂÀÍÈß ÁÈÎÊÐÈÑÒÀËËÎÂÂ. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Î. Ì. Ãèíêèíà(ÃÍÖ ÐÔ-ÔÝÈ, ã.Îáíèíñê)Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è âûïîëíåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåñ-ñà êðèñòàëëèçàöèè áåëêà (ëèçîöèìà) èç âîäíîãî ðàñòâîðà ïîä âîçäåéñòâèåì ïðîñòðàí-ñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè îñàäèòåëÿ (NaCl) è óïðàâëÿþùèì òî÷å÷íûìâîçäåéñòâèåì òåìïåðàòóðû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò îáðàçîâàíèå çàðîäû-øåé êðèñòàëëîâ è èõ ðîñò â çàâèñèìîñòè îò ëîêàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåñûùåíèÿ, à òàêæåòåïëîìàññîïåðåíîñ âî âñåé îáëàñòè ðàñòâîðà, âêëþ÷àÿ êðèñòàëëû áåëêà. Òåïëîìàññî-ïåðåíîñ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå�Ñòîêñà â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà ñ ó÷åòîìòåðìîãðàâèòàöèîííîé è êîíöåíòðàöèîííîé êîíâåêöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèñòàëëèçàöèÿ áåëêà, ëèçîöèì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàë-ëèçàöèè, îñàäèòåëü, ðàâíîâåñíàÿ ðàñòâîðèìîñòü, çàâèñèìîñòü ðàñòâîðèìîñòè îò òåìïå-ðàòóðû, ïåðåñûùåíèå, êîíâåêöèÿ, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà, àëãîðèòì ðàñ÷åòà, óïðàâ-ëåíèå ñêîðîñòüþ ðîñòà, òî÷å÷íîå òåìïåðàòóðíîå âîçäåéñòâèå.Îáîçíà÷åíèÿ

C1, C2 � êîíöåíòðàöèè ëèçîöèìà è îñàäèòåëÿ (NaCl) ñîîòâåòñòâåííî;
C1(0), C2(0) � íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ëèçîöèìà è îñàäèòåëÿ;
D1, D2 � êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ëèçîöèìà è îñàäèòåëÿ;
~V � âåêòîð ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðàñòâîðà;
p � äàâëåíèå;
h � óäåëüíàÿ ýíòàëüïèÿ;
T , T0 � òåìïåðàòóðà è åå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå;
βT � êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ðàñòâîðà;
β1, β2 � êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ áåëêà è îñàäèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî;
~g � âåêòîð îñòàòî÷íîé ãðàâèòàöèè;
ρ = ρH2O(1 + β1C1 + β2C2) � ïëîòíîñòü ðàñòâîðà;
ρc � ïëîòíîñòü êðèñòàëëà;
ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü;
Kp1, Kp2 � ðàâíîâåñíûå êîýôôèöèåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ áåëêà è îñàäèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî;
VL, VS � îáúåìû æèäêîé è òâåðäîé ôàç â ÿ÷åéêå ñåòêè;
Vcell = VL + VS � îáúåì ÿ÷åéêè ñåòêè;
εL = VL/Vcell, εS = VS/Vcell � äîëè æèäêîé è òâåðäîé ôàç â ÿ÷åéêå ñåòêè;
S � ðàñòâîðèìîñòü ëèçîöèìà;
σ = C1/S � ïåðåñûùåíèå;
η � ïðåäåëüíîå ïåðåñûùåíèå;
cp � òåïëîåìêîñòü;
k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè. � 64 �



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ðàñòâîðîâ . . .ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí ìåòîä êîíòðîëèðóåìîãî ðîñòà áèîêðèñòàëëîâ, îñíîâàííûé íà òî÷å÷íîìâîçäåéñòâèè òåìïåðàòóðû íà êàïèëëÿð, çàïîëíåííûé ðàñòâîðîì ïðîòåèíà. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòàñëåäóþùàÿ.Òîíêîñòåííûé êàïèëëÿð âíóòðåííèì äèàìåòðîì 1ìì ñ ðàñòâîðîì ëèçîöèìà ïîìåùåí â òåðìî-ñòàò ñ ïîñòîÿííîé â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ýêñïåðèìåíòà òåìïåðàòóðîé T0 = 32 ◦Ñ. Íà÷àëüíàÿêîíöåíòðàöèÿ ëèçîöèìà â ðàñòâîðå C1(0) = 50ìã/ìë. Íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ îñàäèòåëÿ NaClâ ðàñòâîðå C2(0) = 4% ìàññîâûõ, ò. å. C2(0) = 0,04ρ, ãäå ρ � ïëîòíîñòü ðàñòâîðà. Â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êàïèëëÿðà íà ó÷àñòêå ñòåíêè äëèíîé 0,05 ñì ïóòåì ïîäâîäà êñòåíêå êàïèëëÿðà òîíêîé èãëû, îõëàæäåííîé äî òåìïåðàòóðû 6 ◦Ñ, ñîçäàåòñÿ îáëàñòü ñ ïîíèæåííîéòåìïåðàòóðîé T1 = 6 ◦Ñ. Â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî ðàñòâîðèìîñòü ëèçîöèìà â îáëàñòè ðàñòâîðà âáëèçèêîíòàêòà õîëîäíîé èãëû ñî ñòåíêîé êàïèëëÿðà ïîíèæàåòñÿ, â äàííîé îáëàñòè âîçíèêàåò çàðîäûøêðèñòàëëà.Â ýòîò ìîìåíò äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ñêîðîñòü ðîñòà êðèñòàëëà, òåìïåðàòóðó ïðîâîäíèêàòåïëà óâåëè÷èâàþò äî çíà÷åíèÿ T2 = 12 ◦Ñ è äàëåå íå ìåíÿþò â òå÷åíèå âñåãî ýêñïåðèìåíòà (ïðè-áëèçèòåëüíî 6 ñóòîê).Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà çàðîæäåíèÿ è ðîñòà êðèñòàëëîâ áåëêà ïîä óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåìòåìïåðàòóðû áûëà ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü [2] è íàïèñàíà ïðîãðàììà ðàñ÷åòà, ðåàëèçó-þùàÿ äàííóþ ìîäåëü â äâóìåðíîì ïðèáëèæåíèè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Â ýòîé ìîäåëè åìêîñòüñ ðàñòâîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàìêíóòàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü âûñîòîé 1ìì è øèðèíîé 6ìì.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüÂ îáëàñòè êðèñòàëë�ðàñòâîð ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîãî òåïëîìàññîïåðåíîñà â ïðèáëè-æåíèè Áóññèíåñêà:
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â âûðàæåíèÿõ (6), (7) îçíà÷àåò ñêîðîñòü äâèæå-íèÿ ãðàíèöû ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Åñëè îíà ïîëîæèòåëüíà, òî êðèñòàëë ðàñòåò, åñëè îòðèöàòåëüíà �êðèñòàëë ðàñòâîðÿåòñÿ.Ïîäñòàâèâ (6), (7) â (4), (5) è ñäåëàâ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì âìåñòî (4), (5) ñëåäó-þùèå óðàâíåíèÿ:
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Â. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Î. Ì. ÃèíêèíàÍà ôèêñèðîâàííîé ñåòêå çíà÷åíèÿ C1 è C2 â åå óçëàõ ÿâëÿþòñÿ óñðåäíåííûìè ïî îáúåìó ÿ÷åéêèñåòêè êîíöåíòðàöèÿìè ëèçîöèìà è îñàäèòåëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Êîýôôèöèåíò Kp ðàâåí îòíîøåíèþèñòèííûõ êîíöåíòðàöèé ïðèìåñè â òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ íà ãðàíèöå ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Äëÿîñàäèòåëÿ NaClKp2 = 0,01. Äëÿ ëèçîöèìàKp1 = ρcεL/C1. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (8)è ïðîèçâåäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
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ρcεL. (10)Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî (8), íî óäîáíåé äëÿ ðåøåíèÿ, òàê êàê íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíîãîçàðàíåå çíà÷åíèÿ Kp1.Ñèñòåìà ïÿòè óðàâíåíèé (1)�(3), (9), (10) ñîäåðæèò øåñòü íåèçâåñòíûõ: ~V , p, T , C1, C2, εL. Äëÿçàìûêàíèÿ óðàâíåíèé (1)�(3), (9), (10) íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ εL.Ýòî óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ ðàâåíñòâà êîíöåíòðàöèè ëèçîöèìà C1 ðàñòâîðèìîñòè S âÿ÷åéêàõ ñ 0 < εL < 1 è èìååò âèä
C1

εL
= S. (11)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(3), (9)�(11) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ðåøà-åòñÿ íåÿâíûì ìåòîäîì. Îòìåòèì, ÷òî â ÿ÷åéêàõ ñåòêè ñ 0 < εL < 1 âñå òåïëîôèçè÷åñêèå äàííûå,âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (1)�(3), (9)�(11), âû÷èñëÿþòñÿ ñ âåñàìè æèäêîé è òâåðäîé ôàç.Çàðîæäåíèå êðèñòàëëà ìîäåëèðóåòñÿ äåòåðìèíèñòè÷åñêè, ò. å. êðèñòàëëû çàðîæäàþòñÿ â òåõÿ÷åéêàõ, â êîòîðûõ ïåðåñûùåíèå σ = C1/S äîñòèãàåò çàäàííîãî ïðåäåëà ïåðåñûùåíèÿ η, è âûðàñòà-þò ìãíîâåííî äî ðàçìåðîâ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ âûøåóïîìÿíóòîå çàìûêàþùåå ñîîòíîøåíèå.Àëãîðèòì ðàñ÷åòàÄëÿ òîãî ÷òîáû âûçâàòü îñàæäåíèå ìîëåêóë ëèçîöèìà èç ðàñòâîðà, íåîáõîäèìî ñîçäàòü êîíöåí-òðàöèþ ìîëåêóë ëèçîöèìà, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùóþ ðàâíîâåñíóþ. Äëÿ ðàñòâîðà ëèçîöèìà ýòîïðåâûøåíèå ñîñòàâëÿåò îêîëî 3 ðàç (η = 3). Ðåàëüíî îíî ìîæåò áûòü è âûøå äî òåõ ïîð, ïîêà íåïîÿâèòñÿ öåíòð êðèñòàëëèçàöèè, è òîãäà ñïîíòàííî ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ âûðàñòàåò ñðàâíèòåëüíîêðóïíûé çàðîäûø êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì ðàñòâîð ëèçîöèìà âáëèçè çàðîäûøà îáåäíÿåòñÿ, òàê êàêìîëåêóëû ëèçîöèìà èç ðàñòâîðà ïåðåõîäÿò â êðèñòàëë. Ýòîò ïðîöåññ èäåò äî òåõ ïîð, ïîêà êîí-öåíòðàöèÿ ëèçîöèìà â ÿ÷åéêå ñ çàðîäûøåì êðèñòàëëà íå ñðàâíÿåòñÿ ñ ðàâíîâåñíîé ðàñòâîðèìîñòüþëèçîöèìà, çàâèñÿùåé, â ñâîþ î÷åðåäü, îò êîíöåíòðàöèè ìîëåêóë îñàäèòåëÿ C2. Äàëåå ïðîöåññ ðîñòà(èëè ðàñòâîðåíèÿ) êðèñòàëëà èäåò àâòîìàòè÷åñêè è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ðàâíîâåñíîé êîíöåí-òðàöèè ëèçîöèìà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé çàâèñèìîñòüþ, îïðåäåëÿþùåé êèíåòèêó ðîñòà áèîêðèñòàëëîâ, ÿâëÿåòñÿçàâèñèìîñòü ðàñòâîðèìîñòè ëèçîöèìà S îò êîíöåíòðàöèè îñàäèòåëÿ C2. Äëÿ ëèçîöèìà ýòà çàâèñè-ìîñòü â èçîòåðìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðè T = 18 ◦Ñ èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 1 [3].Â ðàáîòå [4] ïðèâîäÿòñÿ çàâèñèìîñòè ðàñòâîðèìîñòè S îò òåìïåðàòóðû ðàñòâîðà äëÿ òðåõ çíà-÷åíèé êîíöåíòðàöèè îñàäèòåëÿ NaCl. Îíè èìåþò âèä ïîëèíîìîâ òðåòüåé ñòåïåíè îò òåìïåðàòó-ðû T (ðèñ. 2).Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàñòâîðèìîñòè ëèçîöèìà â çàâèñèìîñòè îò òåìïå-ðàòóðû è êîíöåíòðàöèè îñàäèòåëÿ NaCl, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [2].Ââîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå ñ øàãîì τi, ãäå i � íîìåð øàãà ïî âðåìåíè.Óðàâíåíèÿ (1)�(3), (9)�(11) ïåðåõîäÿò â ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ðàñòâîðîâ . . .

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ðàñòâîðèìîñòè ëèçîöèìà îò êîí-öåíòðàöèè NaCl Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ðàñòâîðèìîñòè ëèçîöèìà îò òåì-ïåðàòóðû: � � C2 = 2,1%; • � C2 = 2,5%; + �
C2 = 3%

Ðèñ. 3. Äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàñòâîðèìîñòè ëèçîöèìà â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèèîñàäèòåëÿ NaCl
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2 +
∂εiS
∂t

(1−Kp2)C
i
2; (16)

Ci
1

εiL
= Si. (17)Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (12)�(17) èñïîëüçóåì ìåòîä, ïðåäëîæåííûé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ðàáîòå [5]. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (12), (14)�(16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îáùåìâèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì: � 67 �
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(

Vx

∂W j

∂x
−

∂

∂x
εjx x

∂W j

∂x

)

+

(

Vy

∂W j

∂y
−

∂

∂y
εjy

∂W j

∂y

)

+

(

Vz

∂W j

∂z
−

∂

∂z
εjz

∂W j

∂z

)

+γj W j=F j, j= 1, . . . , 4,(18)ãäå W j � ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ Vx, Vy, Vz, T , C1, C2, à εjx, εjy, εjz ,
γj , F j � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïàðàìåòðû.Èñïîëüçóÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäèì óðàâíåíèå (18) ê âèäó

−
1

λ

∂

∂x
λεx

∂W

∂x
−

1

ω

∂

∂y
ωεy

∂W

∂y
−

1

η

∂

∂z
ηεz

∂W

∂z
+ γ W = F, (19)ãäå λ = e

−

x∫

x0

Vx
εx

dx

; ω = e
−

y∫

y0

Vy

εy
dy

; η = e
−

z∫

z0

Vz
εz

dz.Ïðèìåíèâ ðàçíåñåííûå ñåòêè äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé è èíòåãðàëüíûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè,ïîñòðîèì ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (19). Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (13) è ïðèìåíÿÿìåòîä Ïàòàíêàðà�Ñïîëäèíãà [6], ñòðîèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ p. Ïîëó÷åí-íóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ W è p ëèíåàðèçóåì è ðåøàåì, èñïîëü-çóÿ íåÿâíûé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå âñå ïîëó÷àþùèåñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåþò ìîíîòîííûå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.Íåÿâíûé ìåòîä óñòàíîâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå îñíîâíîéâðåìåííîé ñåòêè ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòêà ïî âðåìåíè óñòàíîâëåíèÿ ñ øàãîì ^
τ è â êàæäîåèç óðàâíåíèé äîáàâëÿåòñÿ ÷ëåí ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè. Ïðè ýòîìíà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ ñõåìà àïïðîêñèìàöèè. Óðàâíåíèå äëÿäàâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, à óðàâíåíèå (17) çàìåíÿåòñÿ ñëåäó-þùèì óðàâíåíèåì:

εiL =
^
ε
i

L −
^
ε
i

L

^
ρ
i

c





^

C
i

1
^
ε
i

L

−
^

S
i



 .Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ðåøàåòñÿ äî óñòàíîâëåíèÿ ïî ñëåäó-þùåìó àëãîðèòìó:Øàã 1. Ïî çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèÿì ^
εL, ^

V x, ^

V y, ^

V z, ^
p íà ïðåäûäóùåì øàãå óñòàíîâëåíèÿ âû-÷èñëÿþòñÿ ^

T , ^

C1, ^

C2, ^

S è ðàñïðåäåëåíèå ïåðåñûùåíèé σ ïî ôîðìóëå
σ =















0 ïðè ^
εL = 0;

^

C1

^
εL

^

S
ïðè 0 <

^
εL < 1.Øàã 2. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ε̃L ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:åñëè ^

εL = 1 è σ < η, òî ε̃L =
^
εL;åñëè ^

εL = 1 è σ ≥ η èëè 0 <
^
εL < 1, òî ε̃L =

^
εL −

^
εL
ρc

(^

C1
^
εL

−
^

S

).Øàã 3. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå εL ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó.Åñëè â êàêîé-íèáóäü ÿ÷åéêå ïîëó÷èëîñü ε̃L < 0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿ ÿ÷åéêà çàïîëíèëàñüêðèñòàëëîì è åùå îñòàëàñü äîëÿ òâåðäîé ôàçû δ = |ε̃L|, êîòîðàÿ äîëæíà ïåðåéòè â îäíó èçñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Ïîëîæèì, ÷òî ýòà èçáûòî÷íàÿ äîëÿ òâåðäîé ôàçû ïåðåõîäèò â òó ÿ÷åéêó, âêîòîðîé äîëÿ æèäêîé ôàçû ε̃L èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå. Òîãäà â äàííîé ÿ÷åéêå ïîëàãàåì
εL = 0, à â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå ñ íàèáîëüøåé äîëåé æèäêîé ôàçû ε̃L ïîëàãàåì εL = ε̃L − δ.� 68 �



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ðàñòâîðîâ . . .Åñëè æå â êàêîé-íèáóäü ÿ÷åéêå ïîëó÷èëîñü ε̃L > 1, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåñü êðèñòàëëâ äàííîé ÿ÷åéêå ðàñòâîðèëñÿ è åùå îñòàëàñü äîëÿ æèäêîé ôàçû δ = ε̃L − 1, êîòîðàÿ äîëæíàïåðåéòè â îäíó èç ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Ïîëîæèì, ÷òî ýòà èçáûòî÷íàÿ äîëÿ æèäêîé ôàçû ïåðåõîäèòâ òó ÿ÷åéêó, â êîòîðîé äîëÿ æèäêîé ôàçû ε̃L èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Òîãäà â äàííîéÿ÷åéêå ïîëàãàåì εL = 1, à â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå ñ íàèìåíüøåé äîëåé æèäêîé ôàçû ε̃L ïîëàãàåì
εL = ε̃L + δ.Â îñòàëüíûõ ÿ÷åéêàõ ïîëàãàåì εL = ε̃L.Øàã 4. Ñðàâíèâàþòñÿ εL è ^

εL. Åñëè íóæíàÿ òî÷íîñòü ïî εL íå äîñòèãíóòà, òî ïîëàãàåì ^
εL = εL,ïåðåñ÷èòûâàåì ^

T , ^

C1, ^

C2, ^

S, σ è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2. Èòåðàöèè âåäóòñÿ äî ñõîäèìîñòè.Çàòåì ðàññ÷èòûâàåì íîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé p, ñêîðîñòåé Vx, Vy, Vz è âû÷èñëÿåì
∣

∣

∣
div~V

∣

∣

∣
. Åñëè íóæíàÿ òî÷íîñòü ïî ∣∣

∣
div~V

∣

∣

∣
íå äîñòèãíóòà, òî ïîëàãàåì ^

p = p, ^

V x = Vx, ^

V y = Vy,
^

V z = Vz, ^
εL = εL è âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 1.Ïîñëå äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ∣∣∣div~V ∣∣∣ íà âñïîìîãàòåëüíîé âðåìåííîéñåòêå ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó âðåìåííîìó øàãó îñíîâíîé âðåìåííîé ñåòêè.Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè [2], ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü âïîëíå àäåêâàòíà ìîäåëèðóåìîìó ÿâëåíèþ èìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ïðîãíîçíûõ ðàñ÷åòîâ ïðîöåññà êðè-ñòàëëèçàöèè áåëêîâ ïðè ïåðåìåííûõ ïîëÿõ òåìïåðàòóð.Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÐàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â äâóìåðíîé XY -ãåîìåòðèè. Îáëàñòü ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìî-óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1,0 ñì ïî îñè X è 0,1 ñì ïî îñè Y . Ëåâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè ïðè x = 0 ÿâëÿåòñÿîñüþ ñèììåòðèè. Íà íåé çàäàíî óñëîâèå ∂T

∂x
= 0. Íà îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ òåìïåðàòóðà çàäàâàëàñüñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =































T2 = 12◦ Ñ ïðè 0 < x < a; y = 0;

T0 ïðè a < x < 1, 0; y = 0;

T0 ïðè 0 < x < 1, 0; y = 0, 1;

T0 ïðè x = 1, 0; 0 < y < 0, 1,ãäå a = 0,025 ñì.Äëÿ êîíöåíòðàöèé C1 è C2 íà âñåõ ãðàíèöàõ æèäêîé è òâåðäîé ôàç è íà îñè ñèììåòðèè çàäàâàëîñüóñëîâèå ∂Ci

∂n
= 0 (i = 1, 2), ãäå n � íîðìàëü ê ãðàíèöå. Íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè òàêæå çàäàâàëîñüóñëîâèå ∂Ci

∂x
= 0.Ñåòêà çàäàâàëàñü ðàâíîìåðíîé. Ïî îñè X ÷èñëî óçëîâ áûëî ðàâíî 500, ïî îñè Y � 50. Ñêîðîñòüêîíâåêöèè ïîëàãàëàñü ðàâíîé íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ñèëå òÿæåñòè. Òåïëîôèçè÷åñêèåäàííûå äëÿ ðàñ÷åòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå.Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè îñàäèòåëÿ C2 áûñòðî ñòàíîâèòñÿ êîíñòàí-òîé, ðàâíîé C2(0) âî âñåé îáëàñòè ðàñòâîðà. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèèîñàäèòåëÿ íà ïîðÿäîê áîëüøå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ëèçîöèìà. Âûòåñíåííûé íà ïåðâîé ñòàäèèðîñòà èç îáëàñòè âûðîñøåãî êðèñòàëëà îñàäèòåëü NaCl áûñòðî äèôôóíäèðóåò â ðàñòâîð è ðàâíî-ìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ â íåì. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (16) ìîæíî íå ðåøàòü óæå ïîñëå ïåðâûõ 100 ñêðèñòàëëèçàöèè, ïîëàãàÿ C2 = C2(0) â îáëàñòè ðàñòâîðà.� 69 �



Â. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Î. Ì. ÃèíêèíàÒåìïåðàòóðíîå ïîëå óñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åíü áûñòðî, çà âðåìÿ ìåíåå 100 ñ. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíîóñòàíîâèâøååñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, íà ìî-ìåíò âðåìåíè 100 ñ è ðàñïðåäåëåíèå ðàñòâîðèìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîëþè êîíöåíòðàöèè îñàäèòåëÿ C2(0) .Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåñûùåíèé è êîíöåíòðàöèé ëèçîöèìà â ìîìåíò âðåìåíè
t = 1000 ñ. Âèäíî, ÷òî â ÿ÷åéêàõ, ñîäåðæàùèõ çàðîäûøè êðèñòàëëîâ, ïåðåñûùåíèå ñòàëî ðàâíûìåäèíèöå.
Òåïëîôèçè÷åñêèå äàííûåÂåëè÷èíà Çíà÷åíèå ∣

∣

∣
Âåëè÷èíà Çíà÷åíèå

D1 1,0 · 10−6 ñì2/ñ ∣

∣

∣ k 0,677 · 105Âò/(ñì ·Ê)

D2 1,0 · 10−5 ñì2/ñ ∣

∣

∣ cp 4 218 · 104Äæ/(ã ·Ê)

ν 8,63 · 10−3 ñì2/ñ ∣

∣

∣ βT 1,2 · 10−4Ê−1

ρc 1,2 ã/ñì3

∣

∣

∣
β1 0,3 (ã/ñì3)−1

ρNaCl 2,165 ã/ñì3

∣

∣

∣ β2 0,6 (ã/ñì3)−1

ρH2O 1,0 ã/ñì3

∣

∣

∣

Ðèñ. 4. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå (à) è ðàñòâîðèìîñòü (á) ïðè t = 100 ñ

Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåñûùåíèé (à) è êîíöåíòðàöèé ëèçîöèìà (á) ïðè t = 1 000 ñ� 70 �



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ðàñòâîðîâ . . .Èç ðèñ. 4, 5 âèäíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñûùåíèå áûëî áîëüøå åäèíèöû âîâñåé îáëàñòè ðàñ÷åòà. Â íåáîëüøîé îáëàñòè, âáëèçè òî÷êè x = 0, y = 0, ðàñòâîðèìîñòü ñèëüíîóìåíüøàåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñûùåíèå σ ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå η. Â ýòîé îáëàñòèñîãëàñíî ïðèíÿòîìó óñëîâèþ (η = 3) âîçìîæíû çàðîæäåíèå è ðîñò íåñêîëüêèõ êðèñòàëëîâ, ÷òî áûëîïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòîì [1]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòè ñöåíàðèè íå ðàññìàòðèâàþòñÿÍà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåñûùåíèé è êîíöåíòðàöèé ëèçîöèìà â ìîìåíò âðåìåíè
t = 900 000 ñ. Âèäíî, ÷òî îíè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé â ìîìåíòâðåìåíè t = 1000 ñ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 5. Ïåðåñûùåíèå âî âñåé îáëàñòè ðàñòâîðà, êðîìå îáëà-ñòè âáëèçè âûðîñøåãî êðèñòàëëà, ðàâíî åäèíèöå. Âáëèçè êðèñòàëëà ïåðåñûùåíèå áîëüøå åäèíèöû,÷òî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ðîñòà êðèñòàëëà. Îäíàêî ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè ëèçîöèìà âåçäå ïðàê-òè÷åñêè ðàâåí íóëþ, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ïåðåíîñ "ñòðîèòåëüíîãî ìàòåðèàëà" ê ïîâåðõíîñòèâûðîñøåãî êðèñòàëëà, íà êîòîðîé êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî ëèçîöèìà ðàâíà ðàâíîâåñíîé ðàñ-òâîðèìîñòè S.Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà ðîñòà êðèñòàëëà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Èç ïðèâåäåííûõ íàðèñóíêå äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ê ìîìåíòó âðåìåíè t = 600 000 ñ ðîñò êðèñòàëëà ïðàêòè÷åñêè ïðåêðà-òèëñÿ. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïîêàçàëî, ÷òî â öåëîì ïðîöåññ çàðîæäåíèÿ è ðîñòà êðèñòàëëîâïî äàííîé ìîäåëè âîñïðîèçâîäèòñÿ âåðíî.Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ìàññû ðàñòóùåãî êðèñòàëëà îò âðåìåíè ïðè ðàçíûõ çíà÷å-íèÿõ òåìïåðàòóðû Tc îõëàæäàþùåé èãëû. Âèäíî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå èãëû Tc = 12



Â. Ï. Ãèíêèí, Ñ. Ì. Ãàíèíà, Î. Ì. ÃèíêèíàÍà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ìàññû êðèñòàëëà îò âðåìåíè äëÿ ýòèõ äâóõ ñïîñîáîâ. Âèäíî,÷òî ïðè âòîðîì ñïîñîáå ñêîðîñòü ðîñòà çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì ïðè ïåðâîì.Íà ðèñ. 11 ïðåäñòàâëåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ôîðìû êðèñòàëëîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ñïîñîáàì 1 è 2, íàìîìåíò âðåìåíè t = 700 000 ñ.

Ðèñ. 7. Äèíàìèêà ðîñòà êðèñòàëëà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòè ìàññû êðèñòàëëà îò âðåìåíèïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû îõëàæäàþùåé èã-ëû: 1 � Tc = 12 ◦Ñ; 2 � Tc = 20 ◦Ñ Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòè ìàññû êðèñòàëëà îò âðåìåíèïðè äâóõ âàðèàíòàõ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû èãëû âòå÷åíèå ýêñïåðèìåíòà: 1 � âàðèàíò 1; 2 � âàðèàíò 2� 72 �



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèñòàëëèçàöèè ðàñòâîðîâ . . .Èç ýòèõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèåé äâóõ ïàðàìåòðîâ � ïîäïèòêîé êîíöåíòðàöèè ëèçîöèìàñ òîðöîâ êàïèëëÿðà è èçìåíåíèåì ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ çîíû ëîêàëüíîãî îõëàæäåíèÿ Vex, ìîæíîïîëó÷èòü êðèñòàëëû ëþáîãî ðàçìåðà è ôîðìû.Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè îòñóòñòâèè êîíâåêöèè, ò. å. ïðè íóëåâîé ñèëå òÿ-æåñòè. Íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå ðîñòà ìàññû êðèñòàëëà ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà êîíâåêöèè âíà÷àëüíîé ôàçå ýêñïåðèìåíòà (â òå÷åíèå ïåðâûõ 360 ñ), êîãäà âñå óïîìÿíóòûå âûøå ñïîñîáû âûðà-ùèâàíèÿ äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû. Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî êîíâåêöèÿ ïðèâîäèòê çàìåòíîìó óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ðîñòà (â 2�4 ðàçà íà íà÷àëüíîé ñòàäèè) è åå íåîáõîäèìî ó÷èòû-âàòü ïðè ïðîâåäåíèè ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ.

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòè ìàññû êðèñòàëëà îò âðåìåíèäëÿ äâóõ ñïîñîáîâ âûðàùèâàíèÿ: 1 � ñïîñîá 1 (Vex =

= 0); 2 � ñïîñîá 2 (Vex = 4,7 · 10−7 ñì/ñ) Ðèñ. 11. Ôîðìû êðèñòàëëîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ñïîñî-áàì 1 (Vex = 0, ââåðõó) è 2 (Vex = 4,7 · 10−7 ñì/ñ,âíèçó), t = 700 000 ñ

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòè ìàññû êðèñòàëëà îò âðåìåíè: 1 � ñ ó÷åòîì êîíâåêöèè; 2 � áåç ó÷åòà êîíâåêöèèÂûâîäûÏîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ êîíòðîëèðóåìîãî ðîñòà áèîêðèñòàëëîâ ïîä óïðàâëÿþùèì âîç-äåéñòâèåì òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ çà-� 73 �
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