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ÓÄÊ 517.958:536.2ÌÅÒÎÄÛ ÂÛÄÅËÅÍÈß ÄÈÀÃÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÝËÅÌÅÍÒÀÄËß ÓÑÊÎÐÅÍÈß ÈÒÅÐÀÖÈÉ ÏÐÈ ×ÈÑËÅÍÍÎÌ ÐÅØÅÍÈÈÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÂ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÕ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈßÕÀ. Ä. Ãàäæèåâ, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà äëÿ óñêîðå-íèÿ èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â äèôôóçèîííûõïðèáëèæåíèÿõ. Ïîëó÷åíû òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ýòèõìåòîäîâ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè èñêîìîé ôóíêöèè â öåíòðàõÿ÷ååê ïðè ñîõðàíåíèè â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ çíà÷åíèé âåëè÷èí, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäó-ùåé èòåðàöèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñêîðåíèå èòåðàöèé, ïåðåíîñ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ.ÂâåäåíèåÑèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ íåëè-íåéíóþ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó, çàâèñÿùóþ â îáùåì ñëó÷àå îò ñåìè íåçàâèñèìûõ ïåðå-ìåííûõ. Ïîýòîìó åå ÷àñòî ðåøàþò â áîëåå ïðîñòûõ äèôôóçèîííûõ ïðèáëèæåíèÿõ [1�3]. Â Ð1- èêâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèÿõ ýòî ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-íî íóëåâîãî è ïåðâîãî ìîìåíòîâ â ðàçëîæåíèè èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì,â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè � ê ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Åñëè ïðåíåáðå÷ü âðåìåííîéïðîèçâîäíîé îò ïîòîêà èçëó÷åíèÿ, êàê â ðàáîòå [3], òî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñèñòåìà òàêæå ïåðåéäåò â ïà-ðàáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó. Â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå, èñêëþ÷àÿ ïîòîê, ìîæíî ïîëó÷èòü îäíî óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ.Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôôóçèè, îðèåíòèðîâàíû íà òðåõòî-÷å÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè â òðåõòî÷å÷íîé ñõåìå àíàëîãè÷íîèòåðàöèÿì ßêîáè èñïîëüçîâàòü ñïîñîá âûäåëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â öåíòðå ÿ÷åéêè èç äèôôóçè-îííîãî ÷ëåíà, îñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, òî ìîæíîâûðàçèòü ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Ïëàíêà â òîé æå òî÷êå. Ïîëó÷àÿ ÿâíûì îáðàçîìâûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê, ïîäñòàâëÿåì èõ â óðàâíåíèå ýíåðãèè è ðàç-ðåøàåì ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî òåìïåðàòóðû. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ òåìïåðàòóðó, èñõîäíóþñèñòåìó ìîæíî ðåøèòü ëèáî ïðîãîíêîé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ëèáî èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè â äâó-ìåðíîì ñëó÷àå. Òàêîé ìåòîä èòåðàöèé áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [4, 5] è â äàëüíåéøåì ïîëó÷èëíàçâàíèå ìåòîäà âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÂÄÝ). Îòëè÷èå ìåòîäà ÂÄÝ îò êëàññè÷åñêî-ãî ìåòîäà ßêîáè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûäåëåíèå äèàãîíàëüíîãî ÷ëåíà ïðîèñõîäèò íå â ïîëíîéñîâìåñòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé äèôôóçèè è ýíåðãèè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü, à òîëüêî â äèô-ôóçèîííûõ óðàâíåíèÿõ.Â äâóõòî÷å÷íûõ ñõåìàõ òèïà ñõåìû ÐÎÌÁ [6] äëÿ ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà ïðèõîäèòñÿ ïåðå-õîäèòü ê ýêâèâàëåíòíîé òðåõòî÷å÷íîé ôîðìå [7�10]. Îäíàêî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ïðèâåñòè äâóõ-òî÷å÷íûå ñõåìû ê òðåõòî÷å÷íîé ôîðìå íå âñåãäà óäàåòñÿ, ïîýòîìó áûë ïðåäëîæåí ìåòîä âûäåëåíèÿ� 15 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, À. À. Øåñòàêîâäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (ÂÄÌ) [11], â êîòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ñèñòåìû Ð1-óðàâíåíèé èñïîëüçî-âàòü êîìáèíàöèþ ïëîòíîñòè è ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè íà ãðàíèöàõ ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê.Â êà÷åñòâå êîìáèíàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ëèáî îäíîñòîðîííèå ïîòîêè, ëèáî èíâàðèàíòûÐèìàíà, ëèáî ñ÷åòíûå ïñåâäîèíâàðèàíòû ñõåìû ÐÎÌÁ.Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä ÂÄÌ îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé äèôôóçèîííûõ è êâàçèäèôôóçèîííûõ óðàâ-íåíèé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå ê äâóõòî÷å÷íûì ñõåìàì ÐÎÌÁ [6, 11] è TVD [12, 13].Ïîëó÷åíû òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäîâ ÂÄÝ è ÂÄÌ.Ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû êâàçèäèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé ïî ñõåìå ÐÎÌÁ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîäÐ1-ïîïðàâîê [14], ãäå ñèñòåìà ïîïðàâî÷íûõ óðàâíåíèé ðåøàëàñü ìåòîäîì ÂÄÝ.Îäíîìåðíûé ñëó÷àéÏîñòàíîâêà çàäà÷è. Èçëîæåíèå ìåòîäîâ ÂÄÝ è ÂÄÌ ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äëÿ îäíîìåðíîãîñëó÷àÿ. Îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â ìíîãîãðóïïîâîì êâàçèäèôôóçèîííîìïðèáëèæåíèè èìååò âèä 1c @Ug@t + @ (r�Sg)r�@r + �cgUg = �cgBg;�c @Sg@t + @ (DgUg)@r + �gSg + dgUg = 0;@E@t = GXg=1 �cg (Ug �Bg)wg: (1)
Çäåñü t � âðåìÿ; r � êîîðäèíàòà; Ug = 1Z�1Jgd� � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g (g = 1; G), óìíîæåí-íàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà c; Sg = 1Z�1�Jgd� � ïîòîê èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g; Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿãðóïïû g; � � êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïîëåòà ôîòîíà è îñüþ r; Bg � ôóíêöèÿ Ïëàíêà;�cg � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ; �sg � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ; �g � êîýôôè-öèåíò îñëàáëåíèÿ, �g = �cg + �sg; E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà; wg � âåñ êâàäðàòóðû; � �ïàðàìåòð ãåîìåòðèè: � = 0 � ïëîñêàÿ ãåîìåòðèÿ (dg = 0); � = 1 � öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿãåîìåòðèÿ; � = 2 � ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ;� = 1; Dg = 1Ug 1Z�1�2Jgd�; dg = 3Dg � 1r � êâàçèäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [1];� = 1; Dg = 1=3; dg = 0 � P1-ïðèáëèæåíèå;� = 0; Dg = 1Ug 1Z�1�2Jgd�; dg = 3Dg � 1r � ïñåâäîäèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå [3];� = 0; Dg = 1=3; dg = 0 � äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:�0;gUg + �0;gSg = '0;g; �1;gUg + �1;gSg = '1;g;ãäå �0;g, �0;g, '0;g, �1;g, �1;g, '1;g � ïàðàìåòðû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ââåäåì ðàçíîñòíóþ ñåòêó ïî ïðîñòðàíñòâåííîé �i = 1; :::; î� èâðåìåííîé (n) ïåðåìåííûì, òîãäà ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðèìåò âèä (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè� 16 �



Ìåòîäû âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè. . .çäåñü îïóùåíû èíäåêñû i+ 1=2; g)qUn+1 + �i �r�Sn+1�V = 1c� Un + �cBn+1;q2Sn+1 + �i �DUn+1�h + (dU )n+1 = �c� Sn; (2)ãäå � = tn+1 � tn; hi+1=2 = ri+1 � ri; Vi+1=2 = r�+1i+1 � r�+1i� + 1 ; �i (�) = (�)i+1 � (�)i; q = 1c� + �c;q2 = �c� + �c + �s.Cèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2) äîïîëíÿåì ñîîòíîøåíèÿìè ñõåìû ÐÎÌÁ [11], ñâÿçûâàþùèìèU è S c öåëûìè è ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè:Ui+1=2 = Ui+1 + Ui2 + Æi+1=2�iS; Si+1=2 = Si+1 + Si2 + �i+1=2�iU; (3)ãäå Æ = 14m ; m = � + Dq2h ; � = h15 (1 + 5k)� (D=q2); k = pDhpqq2 ; � �qi+1=2� = qi�1=2 � 2qi+1=2 + qi+3=2h2i+1=2 ,ëèáî ñîîòíîøåíèÿìè ñõåìû TVDUi+1=2 = 12 � Uia� + Ui+1a+ �+ 12pDi+1=2 �Si+1a+ � Sia�� ;Si+1=2 = 12 � Sia� + Si+1a+ �+ pDi+1=22 �Ui+1a+ � Uia�� :Êîýôôèöèåíòû a� ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [12, 13].Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ñõåìû TVD èëè (3) â ñèñòåìó (2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿa0iUi + b0iUi+1 + c0iSi + d0iSi+1 = f0i+1=2;a1iUi + b1iUi+1 + c1iSi + d1iSi+1 = f1i+1=2; (4)êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïîòîêîâîé ïðîãîíêè. Êîýôôèöèåíòû a; b; c; d; f äëÿ îáåèõ ñõåì èôîðìóëû ïðîãîíêè ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [11�13].Ìåòîä ÂÄÝ. Ìåòîäû ÂÄÝ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñïåêòðàëüíîé äèôôóçèè, îðè-åíòèðîâàíû íà òðåõòî÷å÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, à ñõåìà ÐÎÌÁ,èñïîëüçóåìàÿ â ðàáîòå [6], ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõòî÷å÷íóþ ñõåìó. Ôîðìàëüíî ïðèìåíèòü ìåòîäÂÄÝ ê äâóõòî÷å÷íûì ñõåìàì íå óäàåòñÿ. Ïðîáëåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÂÄÝ ê äâóõòî÷å÷íûì ñõå-ìàì äèôôóçèè èçëó÷åíèÿ âïåðâûå ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [7], ãäå ïðåäëîæåíî ïðèìåíÿòü ìåòîä ÂÄÝê äâóõòî÷å÷íîé ñõåìå ÐÎÌÁ, çàïèñàííîé â ýêâèâàëåíòíîé òðåõòî÷å÷íîé ôîðìå.Åñëè äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÂÄÝ ïåðåéòè îò ñèñòåìû (2), (3) ê ýêâèâàëåíòíîé òðåõòî÷å÷íîé ôîð-ìå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè U â ðàìêàõ îäíîãî ñ÷åòíîãî èíòåðâàëà (ðèñ. 1), òî ïîëó÷èì ðàçíîñòíîåóðàâíåíèå âèäà�Pi+1=22 Un+1i + �qi+1=2 + Pi+1=2�Un+1i+1=2 � Pi+1=22 Un+1i+1 = 1c� Uni+1=2 + ��cBn+1�i+1=2 ; (5)ãäå P = 1= (Æh). Íà ðèñ. 1 è ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû òî÷êè, â êîòîðûõíàõîäÿòñÿ èñêîìûå ôóíêöèè.Îðãàíèçóÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ïî ìåòîäó ÂÄÝ, âûäåëÿåì äèàãîíàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòèUi+1=2 â òî÷êå i+1=2 íà èñêîìîé èòåðàöèè àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [4, 5] è ïîäñòàâëÿåì åãî â ëèíåàðèçî-âàííîå óðàâíåíèå ýíåðãèè èç ñèñòåìû (1), îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû U ñ ïðåäûäóùåéèòåðàöèè. Òîãäà äëÿ ñõåìû (5) ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû.� 17 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, À. À. ØåñòàêîâÊ äîñòîèíñòâàì ýòîãî âàðèàíòà ìåòîäà ÂÄÝ ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò îñòàâàòüñÿâ ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè ðàçíîñòíîé ñåòêè, íå íàðóøàÿ èäåîëîãèþ ñõåìû ÐÎÌÁ. Ê íåäîñòàòêàììîæíî îòíåñòè òî, ÷òî ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòîò âàðèàíò ïðîèãðûâàåò êëàññè÷åñêèì âàðèàíòàìäëÿ òðåõòî÷å÷íûõ ñõåì [4, 5].Âòîðîé âàðèàíò ìåòîäà ÂÄÝ äëÿ ñõåìû ÐÎÌÁ òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [7]. Ýêâèâà-ëåíòíàÿ òðåõòî÷å÷íàÿ ôîðìà ðàñïèñûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè U â ðàìêàõ òðåõ ñ÷åòíûõèíòåðâàëîâ (ðèñ. 2):� �AU�n+1i�1=2 + ��D + qh2 �U�n+1i+1=2 � �CU�n+1i+3=2 == �A0B�n+1i�1=2 + ���ch2 �D0�B�n+1i+1=2 + �C 0B�n+1i+3=2 +Rni+1=2; (6)ãäå êîýôôèöèåíòû A, D, C, A0, D0, C 0, R ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7].Çàìåòèì, ÷òî â òðåõòî÷å÷íîì àíàëîãå ñõåìû ÐÎÌÁ (6) äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ó÷àñòâóåò íå òîëü-êî ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ U â òðåõ òî÷êàõ, íî è ôóíêöèÿ Ïëàíêà â òåõ æå òî÷êàõ. Äëÿ êëàññè÷åñêèõòðåõòî÷å÷íûõ ñõåì ôóíêöèÿ Ïëàíêà áåðåòñÿ òîëüêî â öåíòðàëüíîé òî÷êå. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òîñõåìà (6) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åííîé îòíîñèòåëüíî U òîëüêî â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèèïðè � = 0. Â Ð1-ïðèáëèæåíèè ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åííóþ ñõåìó ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Îäíàêî ýòî íåâëèÿåò íà îðãàíèçàöèþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, òàê êàê íåèñêëþ÷åííûå ÷ëåíû (ïîòîê èçëó÷åíèÿ)â ôîðìóëå äëÿ R áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà.Âûäåëÿÿ äèàãîíàëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â (6), èç ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ýíåðãèè â îáùåìñëó÷àå ïîëó÷àåì òðåõòî÷å÷íóþ ñèñòåìó äëÿ òåìïåðàòóðû:��akT k+1�i�1=2 + �bkT k+1�i+1=2 � �dkT k+1�i+3=2 = fki+1=2; (7)êîòîðóþ ðåøàåì ïðîãîíêîé. Êîýôôèöèåíòû a; b; d; f ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7]. Ïðè âûáîðå ïà-ðàìåòðà Æ ïî ôîðìóëå Æ = 1=(4m) êîýôôèöèåíòû a; d çàíóëÿþòñÿ è èç óðàâíåíèÿ (7) ïîëó÷àåòñÿÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ òåìïåðàòóðû. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýíåðãèè óïðîùàåòñÿ.Êîýôôèöèåíòû ïðè âíåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíàõ U�i�1=2, U�i+3=2 â ñõåìå (6) ìåíüøå êîýôôèöèåíòîâ âñõåìå (5). Ýòî è îáåñïå÷èâàåò áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ñõåìû (6).Ê äîñòîèíñòâàì ýòîãî âàðèàíòà ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îí ñðàâíèì ñêëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè [4, 5]. Ê íåäîñòàòêàì ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî èñêëþ÷åííàÿ ñõåìà, â îòëè÷èåîò èñõîäíîé, íå îñòàåòñÿ â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè ðàçíîñòíîé ñåòêè, ôóíêöèÿ Ïëàíêà áåðåòñÿ íåòîëüêî â öåíòðàëüíîé òî÷êå, íî è â ñîñåäíèõ, è ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åííîé îòíîñèòåëüíîU òîëüêî â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè ïðè � = 0.Åñëè ïàðàìåòð Æ âûáèðàòü ïî ôîðìóëå Æ = 14m � 1qh ; òî â èñêëþ÷åííîé ñõåìå (6) çàíóëÿþòñÿâíåäèàãîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû À è Ñ. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà â ìåòîäåÂÄÝ ïîëó÷àåòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå. Ïîäñòàâëÿÿåå â ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ýíåðãèè, ïîëó÷àåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ òåìïåðàòóðû.Îäíàêî òàêîé ìåòîä õîðîø òîëüêî â îïòè÷åñêè-ïëîòíûõ ñðåäàõ, òàê êàê â îïòè÷åñêè-ïðîçðà÷íûõñðåäàõ ïðè �! 0 ìîæåò íàðóøàòüñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà Æ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåóñòîé-÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà.
Ðèñ. 1. Ðàçíîñòíûé øàáëîí äëÿ ñõåìû (5) Ðèñ. 2. Ðàçíîñòíûé øàáëîí äëÿ ñõåìû (6)� 18 �



Ìåòîäû âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè. . .Òðåòèé âàðèàíò ìåòîäà ÂÄÝ äëÿ ñõåìû ÐÎÌÁ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [10]. Ïðè âûáîðå ïà-ðàìåòðà Æ ïî ôîðìóëå Æ = 1=(4m) êîýôôèöèåíòû A0, C 0 â óðàâíåíèè (6) îáðàùàþòñÿ â íóëü èóðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé òðåõòî÷å÷íîé ôîðìå îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè U â ðàì-êàõ ïÿòè ñ÷åòíûõ èíòåðâàëîâ (ðèñ. 3):� �AU�n+1i�3=2 + ��D + qh2 �U�n+1i+1=2 � �CU�n+1i+5=2 == �A00B�n+1i�1=2 + ���ch2 �D00�B�n+1i+1=2 + �C 00B�n+1i+3=2 +Rni+1=2: (8)Êîýôôèöèåíòû A; D; C; A00; D00; C 00; R ïðèâåäåíû â ðàáîòå [10]. Êîýôôèöèåíòû ïðè âíåäèàãî-íàëüíûõ ÷ëåíàõ Ui�3=2, Ui+5=2 â ñõåìå (8) ïðè Æh > 1=8 ìåíüøå êîýôôèöèåíòîâ â ñõåìå (6). Ýòî èîáåñïå÷èâàåò áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ñõåìû (8).Ê äîñòîèíñòâàì ýòîãî âàðèàíòà ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îí ïðåâîñõîäèòïðåäûäóùèå âàðèàíòû è ñðàâíèì ñ ìíîãîäèàãîíàëüíûì ìåòîäîì [15]. Ê íåäîñòàòêàì ìîæíî îòíå-ñòè òî, ÷òî ðàñøèðåíèå øàáëîíà äî ïÿòè ÿ÷ååê ðàçíîñòíîé ñåòêè óñëîæíÿåò ñõåìó (íàïðèìåð, âìíîãîìåðíîì ñëó÷àå èëè ïðè àïïðîêñèìàöèè ó ãðàíèö) è ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èñêëþ÷åííîéîòíîñèòåëüíî U òîëüêî ïðè Æ = 1=(4m).
Ðèñ. 3. Ðàçíîñòíûé øàáëîí äëÿ ñõåìû (8)Ìåòîä ÂÄÌ. Ìåòîä ÂÄÌ áûë ïðåäëîæåí äëÿ ñõåìû ÐÎÌÁ â P1-ïðèáëèæåíèè â ðàáîòå [11],äëÿ TVD-ñõåìû â P1-ïðèáëèæåíèè � â ðàáîòå [12], äëÿ TVD-ñõåìû â êâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëè-æåíèè � â ðàáîòå [13]. Ìåòîä áûë ñîçäàí ïîòîìó, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äâóõòî÷å÷íûõ ñõåì íåóäàåòñÿ ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíóþ èñêëþ÷åííóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè U. Òàêæå îí ïîçâî-ëÿåò îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ îäíîé ÿ÷åéêè ðàçíîñòíîé ñåòêè áåç îãðàíè÷åíèé íà âûáîð ïàðàìåòðà Æ.Àíàëîãè÷íî ìåòîäó ÂÄÝ áóäåì îáñ÷èòûâàòü ÿ÷åéêó ðàçíîñòíîé ñåòêè íåçàâèñèìî îò ñîñåäíèõèíòåðâàëîâ. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü íåêîòîðûå êîìáèíàöèè ïëîòíîñòèè ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ('0)g;i, ('1)g;i+1 ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè íà ãðàíèöàõ ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê (ðèñ. 4).Ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4) áóäåì ðåøàòü âíóòðè äàííîé ÿ÷åéêè ìåòîäîì âñòðå÷íîé ïðî-ãîíêè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿUn+1i+1=2 = 1qi+1=2 ���c � a11h �Bn+1 + 1c� Un � a12h �i+1=2 ;êîòîðóþ ïîäñòàâèì â ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ýíåðãèè è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿòåìïåðàòóðû. Êîýôôèöèåíòû a11, a12 ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [11�13].Â ìåòîäå ÂÄÌ äëÿ ðàçíûõ ïðèáëèæåíèé ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå âàðèàíòû:1. Îäíîñòîðîííèé ïîòîê. Òî åñòü ôóíêöèÿ ' âûáèðàëàñü â âèäå('0)g;i = 14Ug;i + 12Sg;i; ('1)g;i = 14Ug;i � 12Sg;i:
Ðèñ. 4. ß÷åéêà ðàçíîñòíîé ñåòêè � 19 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, À. À. Øåñòàêîâ2. Èíâàðèàíò Ðèìàíà: ('0)g;i = 1p3Ug;i + Sg;i; ('1)g;i = 1p3Ug;i � Sg;i:3. Ñ÷åòíûé ïñåâäîèíâàðèàíò:('0)g;i = �X+U�g;i + �Y +S�g;i ; ('1)g;i = �X�U�g;i � �Y �S�g;i ;ãäå X+i , Y +i , X�i , Y �i � ïðîãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû.4. Êâàçèäèôôóçèîííûé èíâàðèàíò:('0)g;i = �pDU�g;i + Sg;i; ('1)g;i = �pDU�g;i � Sg;i:Íàèáîëåå ïðîñòûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâûå äâà âàðèàíòà. Â òðåòüåì âàðèàíòå îáÿçàòåëüíî äîëæíàáûòü ðåàëèçîâàíà âñòðå÷íàÿ ïðîãîíêà (â ïåðâîì è âòîðîì äîñòàòî÷íî ïîòîêîâîé ïðîãîíêè), à òàêæåíåîáõîäèìà äîïîëíèòåëüíàÿ îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâîâ X+, Y +, X�, Y �, ai, bi,ci, di ñî âòîðîãî ýòàïà äëÿ âñåõ ãðóïï ýòàïà, óñêîðÿþùåãî ñõîäèìîñòü èòåðàöèé (íà êîòîðîì âû÷èñ-ëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà). Â ÷åòâåðòîì âàðèàíòå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëûäëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà êâàçèäèôôóçèè â óçëàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè.Ê äîñòîèíñòâàì ÂÄÌ-ìåòîäà ìîæíî îòíåñòè òî, ÷òî ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îí íå ïðîèãðûâàåòêëàññè÷åñêèì ìåòîäàì [4, 5] è âàðèàíòó (6) ìåòîäà ÂÄÝ. ÂÄÌ-ìåòîä ïîçâîëÿåò îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõîäíîé ÿ÷åéêè ðàçíîñòíîé ñåòêè áåç îãðàíè÷åíèé íà âûáîð ïàðàìåòðà Æ, íå íàðóøàÿ èäåîëîãèþäâóõòî÷å÷íûõ ñõåì. Ýòî ïîçâîëÿåò òàêæå èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿíàõîäèòñÿ íå ïðîãîíêîé, à ïî ÿâíûì ôîðìóëàì, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿñ÷åòà ïî âñåì ÿ÷åéêàì ðàçíîñòíîé ñåòêè.Ìåòîä âûäåëåíèÿ ìíîãîäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Àíàëîãè÷íî âàðèàíòó ìåòîäà ÂÄÝ (8)ìîæíî ðàñøèðèòü øàáëîí äëÿ ìåòîäà ÂÄÌ. Áóäåì îáñ÷èòûâàòü äâå èëè íåñêîëüêî ÿ÷ååê ðàçíîñòíîéñåòêè íåçàâèñèìî îò ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èñîîòâåòñòâåííî èìååì ìåòîä âûäåëåíèÿ ìíîãîäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû (ÂÌÌ). Â îáùåì ñëó÷àå ïðèïîñòðîåíèè ìåòîäà ÂÌÌ ðàññìàòðèâàþòñÿ L+M + 1 óçëîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè (ðèñ. 5).Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè i + 1=2 âûäåëÿåòñÿ ñèñòåìàL+M+1 óðàâíåíèé (L óðàâíåíèé âïåðåä èM óðàâíåíèé íàçàä). Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íàëåâîé ãðàíèöå ÿ÷åéêè â òî÷êå i�M áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðóþ êîìáèíàöèþ èñêîìûõ ôóíêöèé��0U�+1i�M + ��0S�+1i�M = '�0 , ãäå '�0 = ��0U�i�M + ��0S�i�M . Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ïðàâîéãðàíèöå ÿ÷åéêè â òî÷êå i+L áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëîãè÷íóþ êîìáèíàöèþ ��1U�+1=2i+L+1���1S�+1=2i+L+1 == '�1 , ãäå '�1 = ��1U�i+L+1 � ��1S�i+L+1.Äàëåå, ðàçðåøàÿ ñèñòåìó L+M+1 óðàâíåíèé ìåòîäîì âñòðå÷íîé ïðîãîíêè, âûðàæàåì ïëîòíîñòüèçëó÷åíèÿ â òî÷êå i+ 1=2 ÷åðåç ôóíêöèè Ïëàíêà â L+M + 1 òî÷êàõ. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âû-ðàæåíèå â óðàâíåíèå ýíåðãèè ïîñëå ëèíåàðèçàöèè, ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿòåìïåðàòóðû. Ïðè M = 0, L = 1 ïîëó÷àåì ìåòîä ÂÄÌ. Ïðè M = 1, L = 2 ìàòðèöà áóäåò òðåõäèà-ãîíàëüíîé. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû [15], èìåííî ýòîò âàðèàíò îáåñïå÷èâàåò íàèáîëüøèé ñêà÷îêâ ñîêðàùåíèè ÷èñëà èòåðàöèé, åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷èñëî èòåðàöèé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâM , L. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M , L (M + L + 1 = I, ãäå I � ÷èñëî óçëîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè)ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä íåïðåðûâíî ïåðåõîäèò â ìåòîä Ðàéáèêè [16].
Ðèñ. 5. ß÷åéêà ðàçíîñòíîé ñåòêè � 20 �



Ìåòîäû âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè. . .Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé. Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé â ïðîñòåé-øåì ñëó÷àå áåç ðàññåÿíèÿ ïðè E = AB, ïîñòîÿííîì êîýôôèöèåíòå ïîãëîùåíèÿ, ïîñòîÿííîì øàãåïî ñåòêå h = �ri è ïîñòîÿííîì êîýôôèöèåíòå êâàçèäèôôóçèè D = 1=3. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå âû-øåïåðå÷èñëåííûå èñêëþ÷åííûå ñõåìû èìåþò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ïðè � = 0. Òîãäà m = 13q2h ,P = 1Æh = 43q2h2 è èñêëþ÷åííûå ñõåìû ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:� äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ÂÄÝ� 23q2h2Ui +�q + 43q2h2�Ui+1=2 � 23q2h2Ui+1 = 1c� Uni+1=2 + (�cB)i+1=2 ;� äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà ÂÄÝ� 13q2h2Ui�1=2 +�q + 23q2h2�Ui+1=2 � 13q2h2Ui+3=2 = 1c� Uni+1=2 + (�cB)i+1=2(êàê ïîäâàðèàíò âòîðîãî âàðèàíòà ïðè Æ = 14m � 1qh ìîæíî ðàññìîòðåòü ÿâíîå âû÷èñëåíèåïëîòíîñòè qUi+1=2 = 1c� Uni+1=2 + (�cB)i+1=2 + �c3qq2h2 �Bi�1=2 �Bi+1=2 +Bi+3=2�, íî â îöåíêàõñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îí íå ðàññìàòðèâàëñÿ èç-çà îãðàíè÷åíèÿ 43qq2h2 < 1);� äëÿ òðåòüåãî âàðèàíòà ÂÄÝ�� 13q2h2�2Ui�3=2+"q2+ 4q3q2h2 +2� 13q2h2�2#Ui+1=2�� 13q2h2�2Ui+5=2 = R1i�1=2+R2i+1=2+R3i+3=2:Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîïðàâêè �Zk = Zn+1i+1=2 � Zki+1=2, ãäå â êà÷åñòâå Z ôèãóðèðóþò èñêîìûåôóíêöèè U; B; k � ñîîòâåòñòâóþùèé èòåðàöèîííûé èíäåêñ. ÏóñòüÆBk+1 = maxi ����Bk+1i+1=2��� ; ÆUk+1 = maxi ����Uk+1i+1=2��� ;òîãäà ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ äîïóùåíèé ñïðàâåäëèâû îöåíêèÆUk+1 � q1ÆUk; ÆBk+1 � q2ÆUk;ãäå êîýôôèöèåíòû q1 è q2 = q1 �A=� + � çàâèñÿò îò èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.Êîýôôèöèåíòû q1 äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Òàêæå â òàáë. 1 äëÿ ñðàâíåíèÿïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû q1 äëÿ ìåòîäà ßêîáè è ïðîñòîé èòåðàöèè.Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ðèñ. 6, 7 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà q1 îò îïòè÷åñêîé òîëùèíû�h äëÿ ðàçíûõ ìåòîäîâ èç òàáë. 1 ïðè h = 2, c = 3000, � = 0;002, A = 1=c è A = 1. Èç ðèñóíêîââèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÂÄÌ-ìåòîäà íàõîäèòñÿ ìåæäó ñêîðîñòÿìè ñõîäèìîñòè âòîðîãî èòðåòüåãî âàðèàíòîâ ÂÄÝ-ìåòîäà.Ðàññìîòðèì ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ ÂÄÝ è ÂÄÌ â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.Â ñëó÷àå îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäû ïðè �s = const, �c ! 1 ñëåäóåò, ÷òî q1 ! 0, q2 ! 0. Òîåñòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÂÄÝ- è ÂÄÌ-ìåòîäîâ áåñêîíå÷íà â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå. Â ñëó÷àåîïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäû ïðè �s = const, �c ! 0 ñëåäóåò, ÷òî q1 ! 0, q2 ! 0. Òî åñòü ñêîðîñòüñõîäèìîñòè ÂÄÝ- è ÂÄÌ-ìåòîäîâ áåñêîíå÷íà â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäå.Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÂÄÝ-ìåòîäà çàâèñèò îò øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå. Ïðè h! 0 ïîëó-÷àåì q1 ! q� = �2�A� + ��� 1c� + �� . Òî åñòü â îïòè÷åñêè ïðîçðà÷íîé ñðåäå ïðè �c ! 0 ñêîðîñòü ñõî-� 21 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, À. À. Øåñòàêîâ Òàáëèöà 1Êîýôôèöèåíòû q1 äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâÌåòîä q1Ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ �2�A� + ��� 1c� + ��Ìåòîä ßêîáè P2 �A� + ���A� + ��� 1c� + �+ P2 �� �2Ïåðâûé âàðèàíò ÂÄÝ �2P� 1c� + ����A� + ��� 1c� + �+ P�� �2�Âòîðîé âàðèàíò ÂÄÝ �2P2� 1c� + ����A� + ��� 1c� + �+ P2 �� �2�Òðåòèé âàðèàíò ÂÄÝ �2 �P2 �2� 1c� + ��(�A� + ��"8� 1c� + ��� 1c� + �+ P2 �+�P2 �2#� 8�2� 1c� + �+ P2 �)ÂÄÌ �2P�2h� 1c� + ��+ P��A� � 1c� + ��+ �c� �+ �2P

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà q1 îò îïòè÷å-ñêîé òîëùèíû �h ïðè A = 1=c: 1 � ïåðâûé âàðèàíòÂÄÝ; 2 � âòîðîé âàðèàíò ÂÄÝ; 3 � òðåòèé âàðèàíòÂÄÝ; 4 � ìåòîä ÂÄÌ; 5 � ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ; 6 �ìåòîä ßêîáè Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà q1 îò îïòè÷å-ñêîé òîëùèíû �h ïðè A = 1: 1 � ïåðâûé âàðèàíòÂÄÝ; 2 � âòîðîé âàðèàíò ÂÄÝ; 3 � òðåòèé âàðèàíòÂÄÝ; 4 � ìåòîä ÂÄÌ; 5 � ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ; 6 �ìåòîä ßêîáèäèìîñòè ìåòîäà ìàêñèìàëüíà, à â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå ïðè �c ! 1 � ìèíèìàëüíà è çàâèñèòîò êîýôôèöèåíòà q1, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò øàãà ïî âðåìåíè è êîýôôèöèåíòà ïîãëî-ùåíèÿ. Íàèõóäøàÿ ñõîäèìîñòü íàñòóïàåò â îïòè÷åñêè ïëîòíîé ñðåäå ïðè î÷åíü ìåëêèõ øàãàõ ïî� 22 �



Ìåòîäû âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè. . .ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå. Âûõîäîì èç ýòîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèå øàãà ïî âðåìåíè, òàê êàêïðè � ! 0 ïîëó÷àåì q� ! 0.Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÂÄM-ìåòîäà òàêæå çàâèñèò îò øàãà ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå. Ïðè h! 0ïîëó÷àåì q1 ! q�� = �2A� � 1c� + ��+ �c� + �2 . Ïðè � ! 0 ïîëó÷àåì q�� ! 0. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòàq1 â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåíû â òàáë. 2.Â äèôôóçèîííîì è ïñåâäîäèôôóçèîííîì ñëó÷àÿõ ïðè � = 0 â îöåíêàõ ñõîäèìîñòè ìåíÿåòñÿ òîëü-êî ïàðàìåòð P = 43q2h2 = 4c�3h2 â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, íî òàê êàê îí ïðèñóòñòâóåò êàê â ÷èñëèòåëå,òàê è â çíàìåíàòåëå ôîðìóëû äëÿ q1, òî ýòî ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.Òàáëèöà 2Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà q1 â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõÌåòîä �! 0 �!1 h! 0 h!1Ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ 0 1 q� q�Ìåòîä ßêîáè 1 0 1 0Ïåðâûé âàðèàíò ÂÄÝ 0 0 q� 0Âòîðîé âàðèàíò ÂÄÝ 0 0 q� 0Òðåòèé âàðèàíò ÂÄÝ 0 0 q� 0ÂÄM 0 0 q�� 0
Äâóìåðíûé ñëó÷àéÏîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â ìíîãîãðóïïî-âîì êâàçèäèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè äëÿ îñåñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìåêîîðäèíàò: 1c @Ug@t + 1r @ �r �~�g�r�@r + @ �~�g�z@z + �cgUg = �cgBg;�c @~�g@t +Dg gradUg + �g ~Ôg + ~PgUg = 0: (9)Çäåñü r; z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû; ~z � îñü ñèììåòðèè; Ug = Z
 Jgd~
 � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿãðóïïû g (g = 1; G), óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà c; ~�g = Z
 ~
Jgd~
 � ïîòîê èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g;Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g;~� = 0@ �r�z 1A; �r = 1Z�1 2�Z0 �Jd�d ; �z = 1Z�1 2�Z0 �Jd�d ;D = 0@ D1 D3D3 D2 1A; D1 = U�1 1Z�1 2�Z0 �2Jd�d ; D2 = U�1 1Z�1 2�Z0 �2Jd�d ; D3 = U�1 1Z�1 2�Z0 ��Jd�d ;~P = 0@ P1P2 1A; P1 = 1r (2D1 +D2 � 1) + @D1@r + @D3@z ; P2 = 1rD3 + @D3@r + @D2@z ;� 23 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, À. À. Øåñòàêîâ� = cos p1� �2; � = cos �, � � óãîë ìåæäó ~
 è îñüþ ~z;  � óãîë ìåæäó ~r è ïðîåêöèåé ~
 íàïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè ~z.Ñîâìåñòíî ñ ñèñòåìîé (9) ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ýíåðãèè â ñëåäóþùåì âèäå:@E@t = GXg=1 �cg (Ug �Bg)wg:Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä �gUg + �g �~�g~n� = 'g;ãäå �g; �g, 'g � ïàðàìåòðû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; n � âíåøíÿÿ íîðìàëü.Ìåòîä ÂÄÝ. Äâóìåðíûé âàðèàíò ìåòîäà ÂÄÝ äëÿ ñõåìû ÐÎÌÁ ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [8] äëÿP1-ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÂÄÝ ïåðåõîäèëè ê ýêâèâàëåíòíîé èñêëþ÷åííîé ôîðìåîòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè U . Ýêâèâàëåíòíóþ èñêëþ÷åííóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè U íàäåâÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå (ðèñ. 8) ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî â äèôôóçèîííîì ñëó÷àå ïðè Æ = 1=(4m),� = 0.Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ Æ, � ýêâèâàëåíòíóþ èñêëþ÷åííóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíîïëîòíîñòè U ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó ÷àñòü âåëè÷èí íà ãðàíÿõ è â öåíòðàõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååêïðèõîäèòñÿ áðàòü ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäû ÂÄÝ ñðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé. Ìîæíî ïîñòðîèòü äâóìåðíûé àíàëîã ïåðâîãî âàðèàíòàÂÄÝ-ìåòîäà â ðàìêàõ îäíîé ñ÷åòíîé ÿ÷åéêè (ðèñ. 9,à) èëè àíàëîã âòîðîãî âàðèàíòà ÂÄÝ-ìåòîäà âðàìêàõ ïÿòè ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê (ðèñ. 9,á ).Ñ÷åòíûå ôîðìóëû â äâóìåðíîì ñëó÷àå íàìíîãî ñëîæíåå, ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíûòîëüêî øàáëîíû, èñïîëüçóåìûå â ìåòîäàõ ÂÄÝ è ÂÄÌ.
Ðèñ. 8. Ðàçíîñòíûé øàáëîí ïðèÆ = 1= (4m), � = 0 Ðèñ. 9. Ðàçíîñòíûé øàáëîí â ðàìêàõ îäíîé (à) è ïÿòè (á ) ñ÷åòíûõÿ÷ååê

Ðèñ. 10. Ðàçíîñòíûé øàáëîí äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ ìåòîäà ÂÄÌ

Ìåòîä ÂÄÌ. Äâóìåðíûé âàðèàíò ìåòîäà ÂÄÌ äëÿ ñõå-ìû ÐÎÌÁ â äèôôóçèîííîì è P1-ïðèáëèæåíèÿõ ðàññìàòðè-âàëñÿ â ðàáîòå [11]. Â äâóìåðíîì ìåòîäå ÂÄÌ ïëîòíîñòüèçëó÷åíèÿ â öåíòðàõ ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîì-áèíàöèè ïëîòíîñòè è ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ñ ïðåäûäóùåé èòå-ðàöèè íà ÷åòûðåõ ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè '� . Ðàçíîñòíûé øàáëîíäëÿ ïîñòðîåíèÿ óñêîðÿþùåãî ìåòîäà ïðèâåäåí íà ðèñ. 10.Èñõîäÿ èç çàäàííûõ çíà÷åíèé '� íà ãðàíÿõ äàííîé ÿ÷åéêèâ ðàáîòå [11] ïîëó÷åíà ôîðìóëà ñâÿçè ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿñ ôóíêöèåé Ïëàíêà â êàæäîé ÿ÷åéêå íåïîñðåäñòâåííî íàîñíîâå ðàçíîñòíûõ ôîðìóë ñõåìû ÐÎÌÁ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîâûðàæåíèå â ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ýíåðãèè, ïîëó÷à-åì ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. Àíàëîãè÷íûåôîðìóëû ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ÒVD-ñõåì.� 24 �



Ìåòîäû âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè. . .Ìåòîä ÂÌÌ. Â èòåðàöèîííîì ìåòîäå ÂÌÌ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîìáèíàöèþ ïëîòíîñòèè ïîòîêà èçëó÷åíèÿ ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè íà ãðàíèöàõ ñ÷åòíûõ ïîäîáëàñòåé, ñîñòîÿùèõ èç ïðî-èçâîëüíîãî ÷èñëà ÿ÷ååê. Ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîÿ÷åå÷íîãî øàáëîíà íà ðàçíîñòíîé ñåòêå ïîëó÷àåììåòîä óðîâíÿ 1 äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïðè ðàññìîòðåíèè ïÿòèÿ÷åå÷íîãî øàáëîíà ïîëó÷àåì ìå-òîä óðîâíÿ 2 äëÿ ïÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàçðåøåíèÿ äâóìåðíîé ñèñòåìûìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Â êàæäîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷àåòñÿ ïîòîêîâàÿ ïðîãîíêà ïîòðåì ÿ÷åéêàì. Ïðè ðàññìîòðåíèè 4L+ 1 óçëîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè ïîëó÷àåì ìåòîä óðîâíÿ L íà êðå-ñòîîáðàçíîì øàáëîíå. Äâóìåðíóþ ñèñòåìó ðàçðåøàåì ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ. Äëÿ ìåòîäà óðîâíÿ Lïîëó÷àþòñÿ äâå ïîòîêîâûå ïðîãîíêè â êàæäîì íàïðàâëåíèè.Ïî-âèäèìîìó, óæå ìåòîä óðîâíÿ 2 ìîæåò äàâàòü õîðîøóþ ñõîäèìîñòü èòåðàöèé [15]. Òîãäà äîñòà-òî÷íî áóäåò îñòàíîâèòüñÿ íà ýòîì óðîâíå.Íà ðèñ. 11 ïðèâåäåíû ðàçíîñòíûå øàáëîíû ìåòîäîâ ÂÌÌ óðîâíåé 1, 2 è L. Çàìåòèì, ÷òî ìåòîäÂÌÌ óðîâíÿ 1 ýêâèâàëåíòåí ìåòîäó ÂÄÌ.

Ðèñ. 11. Øàáëîíû ìåòîäà ÂÌÌ óðîâíåé 1 (à), 2 (á ), L (â)×èñëåííûå ðàñ÷åòûÎòðàáîòêà ðàññìîòðåííûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïðîâîäèëàñü íà ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ â ðàçëè÷-íûõ ïðèáëèæåíèÿõ. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû òîëüêî îäíà çàäà÷à, ïîñòðîåííàÿ ïî àíàëîãèè ñîâòîðîé çàäà÷åé Ôëåêà [17], è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â P1-ïðèáëèæåíèè äëÿ ìåòîäîâ ÂÄÝ è ÂÄÌ.Íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ òîëùèíîé 4 ñì ïàäàåò ïëàíêîâñêèé ïîòîê èçëó-÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé òåìïåðàòóðå âåùåñòâà T = 1. Ðàäèóñ âíóòðåííåé ñôåðû 100 ñì, âíåøíåé �104 ñì. Ñëîé ñîñòîèò èç òðåõ ôèçè÷åñêèõ îáëàñòåé.Ñïåêòðàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå èìåþò âèä 14Ug � 12Sg = 0. Íà íèæíåéãðàíèöå 14Ug+12Sg = 14Bg (T = 1). Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ îáëàñòåé, êîòîðûå ëåæàò íà îñè ñèììåòðèè,çàäàþòñÿ òåïëîèçîëèðîâàííûå ñòåíêè: Sg = 0. Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå�c = � �1� e�"=T �"3 , � = 27 â îáëàñòÿõ 1, 3 (100 � r � 102; 102;4 � r � 104), � = 10 000 â îáëàñòè 2(102 � r � 102;4). Êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ �s = 0.Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà â îáëàñòÿõ T1;2;3 = 0;000 01; óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà E1;2;3 = 0;81T ;ïëîòíîñòü âåùåñòâà �1;2;3 = 1.Ïî ýíåðãåòè÷åñêîé ïåðåìåííîé ðàñ÷åòû âûïîëíåíû íà ñåòêå "g = 15;0; 12,0; 10,0; 8,0; 7,0; 6,0; 5,5;5,0; 4,5; 4,0; 3,5; 3,0; 2,6; 2,2; 1,8; 1,4; 1,0; 0,7; 0,5; 0,4; 0,3; 0,2; 0,15; 0,1; 0,08; 0,06; 0,04; 0,02; 0,0(÷èñëî ãðóïï 28). Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà � ðàâíîìåðíàÿ â êàæäîé îáëàñòè: ïî ðàäèóñó � 28, 16,24 èíòåðâàëà â îáëàñòÿõ 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî; ïî óãëó � 80 èíòåðâàëîâ âî âñåõ îáëàñòÿõ. Øàã ïîâðåìåíè � = 0; 000 2. Èòåðàöèîííûé ïåðåñ÷åò ðåøåíèÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïðîâîäèëñÿ äîâû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû âåùåñòâà ñ òî÷íîñòüþ 0,001% ("ñõ = 0;000 01).� 25 �
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