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ÓÄÊ 519.6 DSn-ÑÕÅÌÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÐÓÁÎÊÄËß ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ, ÇÀÏÈÑÀÍÍÎÃÎÂ ÖÈËÈÍÄÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀ. È. Áî÷êîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàííîãî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîñòðî-åíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñõåìà. Ñõåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå âñ÷åòíîé ÿ÷åéêå ñòðîèòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áàëàíñà ÷àñòèö, ñïîìîùüþ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïîëíûé ïîòîê ÷àñòèö íà íåîñâåùåííîé ïîâåðõíîñòè ÿ÷åé-êè. Íà âòîðîì ýòàïå ïî ñõåìå òèïà DSn-ìåòîäà ïðîèñõîäèò ðàñïðåäåëåíèå âûõîäÿùåãîïîòîêà ÷àñòèö ïî íåîñâåùåííûì ãðàíÿì ÿ÷åéêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå ïåðåíîñà, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, DSn-ìåòîä, DSn-ñõåìà õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðóáîê. ÂâåäåíèåÏðè ðåøåíèè ðàçíîñòíûìè ìåòîäàìè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-íèå ïîëó÷èëè ñõåìû òèïà DSn-ìåòîäà [1�5]. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî íà ÷åòûðåõ-óãîëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòêàõ ñõåìû [3] è [5] èìåþò áëèçêèé êî âòîðîìó ïîðÿäîê òî÷íîñòè.Èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ íåìîíîòîííûìè [6]. Ñðåäèïåðâûõ ðàáîò, íàïðàâëåííûõ íà óëó÷øåíèå ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïå-ðåíîñà, ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû [7�10]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêæå ðàçâèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäûïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïîçâîëÿþùèå óëó÷øèòü ìîíîòîííîñòü ðåøåíèÿ è ñîõðàíèòü ïðè ýòîìáëèçêèé êî âòîðîìó ïîðÿäîê òî÷íîñòè.Â [11] áûëà ïðåäëîæåíà DDAD-ñõåìà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ñõåìû DSn-ìåòîäà ñ ââåäå-íèåì â óðàâíåíèå ïåðåíîñà äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì íîâûé ìåòîä ñîõðàíÿåò âòîðîé ïîðÿäîêòî÷íîñòè, à èñêóññòâåííàÿ äèññèïàöèÿ îñëàáëÿåò íåôèçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè.Â [12�14] èçëîæåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì íà Sn-ñåòêàõ äëÿðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ýòîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìåòîäàïîñòðîåíèÿ ñõåì çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì:1. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñòðîèòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÎÄÓ), ñ ïîìîùüþêîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïîëíûé ïîòîê ÷àñòèö íà íåîñâåùåííîé ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè. ÎÄÓ ðåøàåòñÿïî ïîëîæèòåëüíûì ìîíîòîííûì (êâàçèìîíîòîííûì) ñõåìàì.2. Ïîñðåäñòâîì äîïîëíèòåëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ïðîèñõîäèò ðàñïðåäåëåíèå ïîë-íîãî ïîòîêà ïî íåîñâåùåííûì ãðàíÿì ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ äâóõýòàïíàÿDSn-ñõåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðóáîê äëÿ ðåøåíèÿêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (DSnt-ñõåìà).Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì óíèôèöèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâåííî-äâóìåðíî-òðåõìåðíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïå-ðåíîñà â îäíîãðóïïîâîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:� 28 �



DSn-ñõåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðóáîê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà . . .@@t �Nv �+ @r@r �rp1� �2N cos'�+ @@z (�N)� @@'  p1� �2N sin'r !++ (d� 2) @@�  p1� �2N sin'r !+ �N = F;F = 12 (d� 1) � �� n(0) +Q� ; n(0) = 1Z�1 d� 2(d�1)�Z0 N d': (1)
Çäåñü t � âðåìÿ; z, r, � � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå; v �ñêîðîñòü ÷àñòèö; N = N (z; r;�; t; �; ') � ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö â òî÷êå (z; r;�; t), ëåòÿùèõ âíàïðàâëåíèè ~
; ~
(�; ') � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ïîëåòà ÷àñòèöû; � = cos �, � � óãîëìåæäó ~
 è îñüþ ñèììåòðèè ~z; ' � óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé âåêòîðà ~
 íà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ÷åðåç òî÷êó (z; r;�) ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ~z, è âåêòîðîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè (z; 0;�) è (z; r;�);� � êîýôôèöèåíò ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö; � � êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö; F � ïðàâàÿ ÷àñòüêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ; Q � íåçàâèñèìûé èñòî÷íèê ÷àñòèö; d � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòüçàäà÷è (d = 2 � äâóìåðíàÿ çàäà÷à, d = 3 � òðåõìåðíàÿ çàäà÷à).Ñèñòåìà (1) ðåøàåòñÿ â îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà D = f(r; z) 2 L (�) , �1 � � � �2, �1 �� � � 1, 0 � ' � 2�g, ãäå L(�) � ñå÷åíèå òåëà âðàùåíèÿ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü ñèì-ìåòðèè ~z; �1, �2 � ñå÷åíèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòü ðåøåíèÿ: �1 = const, �2 = const, 0 � �1 �� �2 � 2�.Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñòàâèòñÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè â âèäå ïîòîêà ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â òåëî ïðè�~
; ~n� < 0: N (z; r;Ô; t; �; ')(z;r)2Ã(Ô) =  (zÃ; rÃ;Ô; t; �; ') ; (2)ãäå � = Ã(�) � îáðàçóþùàÿ òåëà âðàùåíèÿ; ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè òåëà âðàùåíèÿ; (z�; r�;�; t; �; ') � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (ïîòîê).Â ñëó÷àå �1 = 0, �2 = 2� ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2) äîñòàòî÷íî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â òðåõìåðíîì òåëå âûðåçà íåîáõîäèìî çàäàòü òàêæå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è íàòîðöàõ, ò. å. ïðè � = �1 è � = �2. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî îáëó÷åíèÿ âõîäÿùèé ïîòîê çàäàåòñÿðàâíûì íóëþ.Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1) ââîäèòñÿ òàêæå óðàâíåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç (1) ïðè ' = �:@�Nv �@t � @@r �p1� �2N�+ @@z (�N) + �N = F: (3)Óðàâíåíèå (3) èñïîëüçóåòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.Ïîñòðîåííóþ ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî òàêæå äîïîëíèòü âíóòðåííèìè ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè ïðè r = 0. Îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåìN cos'� @@' (N sin') + (d� 2) @@� (N sin') = 0: (4)Â äâóìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ @N@' ����r=0 = 0:Óðàâíåíèå (1) ðåøàåòñÿ èòåðàöèÿìè ïî èíòåãðàëó ñòîëêíîâåíèé.Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿÄëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì íà èíòåðâàëå [�1, 1] âûáèðàþòñÿóçëîâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé �!. Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà b! ïåðåìåííîé � èíòåðâàë èçìåíåíèÿ� 29 �



À. È. Áî÷êîâïåðåìåííîé ' 2 [0; 2�] ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäûíòåðâàëû 'q�1 � ' � 'q äëÿ ' 2 [0; �] è 'q�1 � ' � 'qäëÿ ' 2 [�; 2�].Îáùèå ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííî-òðåõìåðíûõ ñåòîê, à òàêæå ìåòîä ðåøåíèÿ ïîëó-÷åííîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â [15].Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé � ðàçáèâàåòñÿ íà èíòåðâàëû �r�1 < � < �r, r = 0; 1; : : : ; ~r.Âíóòðè èíòåðâàëîâ âûáèðàþòñÿ íåêîòîðûå òî÷êè �r�1=2, r = 1; 2; : : : ; ~r.Íà êàæäîì ñå÷åíèè � = �r (r = 0; 1; : : : ; ~r) ââîäèòñÿ ðåãóëÿðíàÿ (ò. å. èìåþùàÿ ìàòðè÷íóþ ñòðóê-òóðó) ñåòêà èç âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Ñåòêè, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ñå÷åíèÿì, òîïîëîãè÷åñêèýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ñîåäèíÿÿ âåðøèíû ñîîòâåòñòâó-þùèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñå÷åíèé, ïîëó÷àåì ïðîñòðàíñòâåííûå ÿ÷åéêè, íàêîòîðûõ àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà.Ðàññìîòðèì ÿ÷åéêó ïðîñòðàíñòâà (z; r;�) (ðèñ. 1). Êîîðäèíàòû z00 è r00 îòíîñÿòñÿ ê ëèñòó �2, àêîîðäèíàòû z0 è r0 � ê ëèñòó �1, �� = j�2 ��1j. Ãðàíè òðåõìåðíîé ÿ÷åéêè, ëåæàùèå íà ëèñòàõ,íàçûâàþòñÿ îñíîâàíèÿìè, îñòàëüíûå ãðàíè íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè ãðàíÿìè. Ñåòî÷íûå çíà÷åíèÿôóíêöèè N îïðåäåëåíû â ñëåäóþùèõ òî÷êàõ: íà îñíîâàíèÿõ (N�2; N�1), áîêîâûõ ãðàíÿõ (Nl), áî-êîâûõ ðåáðàõ (Vl) è â öåíòðå ÿ÷åéêè (N0). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñâåùåííûìÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèå, ëåæàùåå â ïëîñêîñòè � = �1.Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìà-öèè [15] óðàâíåíèå áàëàíñà â ÿ÷åéêå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:divh �~
N�+ �N0 = F; (5)ãäå divh �~
N� = 1V  4Xl=1 �lNl + �6P6 � �5P5 + ��2N�2 � ��1N�1! ;V = ZZZ rdzdrd� = ���72 4Xl=1 ��r02l+1 + r0l+1r0l + r02l � �3 �z0l+1 � z0l�+ z00l+1 � z00l �+

Ðèñ. 1. ß÷åéêà â ïðîñòðàíñòâå (z; r;�) � 30 �



DSn-ñõåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðóáîê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà . . .+ �r002l+1 + r00l+1r00l + r002l � �3 �z00l+1 � z00l �+ z0l+1 � z0l�+ �z0l+1 � z0l + z00l+1 � z00l ��� �2 �r0lr00l + r0l+1r00l+1�+ r0lr00l+1 + r0l+1r00l �	 ;�l = ��6 �q1� �2b! cos'q�1=2S1l + �b!S2l�+q1� �2b! sin'q�1=2S3l; l = 1; 4;S1l = � ��r0l+1 + r0l��z0l+1 � z0l + z00l+1 � z00l2 �+ �r00l+1 + r00l � �z00l+1 � z00l + z0l+1 � z0l2 �� ;S2l = �r0l+1 + r0l��r0l+1 � r0l + r00l+1 � r00l2 �+ �r00l+1 + r00l ��r00l+1 � r00l + r0l+1 � r0l2 � ;S3l = ��r0l+1 � r00l � �z00l+1 � z0l�� �z0l+1 � z00l � �r00l+1 � r0l�2 ;cos'q�1=2 = cos 'q + 'q�12 ; sin'q�1=2 = sin 'q + 'q�12 ;�5 = Mq�1=2Vzr�q1� �2b! sin'q�1'q�1 � 'q ; �6 = Mq�1=2Vzr�q1� �2b! sin'q'q�1 � 'q ;Vzr� = ZZZ dzdrd� = ��6 4Xl=1 S1l; Mq�1=2 = cos 'q + 'q�12sin'q � sin'q�1'q � 'q�1 ;��2 =q1� �2b! sin'q�1=2SQ2; ��1 =q1� �2b! sin'q�1=2SQ1;V � îáúåì ÿ÷åéêè; SQ1, SQ2 � ïëîùàäè îñíîâàíèé ÿ÷åéêè, ëåæàùèõ íà ëèñòàõ �1 è �2 ñîîòâåò-ñòâåííî; P5 è P6 � çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ 'q�1 è 'q. Â äâóìåðíîìñëó÷àå �� = 2�; z00 � z0; r00 � r0; ' 2 [0; �].Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â òî÷êàõ l + k òîæäåñòâåííû çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ mod (l + k; 4).Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (5) â ðàçíîñòíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêîì âèäå:Ns+1 �Ns�xs + �N0 = F; (6)ãäåNs+1 = Pl=1;4:(~
;~n)> 0 �lNl + �6P6 + ��2N�2Pl=1;4:(~
;~n)> 0 �l + �6 + ��2 � ñðåäíåå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè íà íåîñâåùåííîé ïî-âåðõíîñòè ÿ÷åéêè;Ns = � Pl=1;4:(~
;~n)<0 �lNl + �5P5 + ��1N�1� Pl=1;4:(~
;~n)<0 �l + �5 + ��1 � ñðåäíåå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè íà îñâåùåííîé ïîâåðõ-íîñòè ÿ÷åéêè;�xs = VPl=1;4:(~
;~n)>0 �l + �6 + ��2 � V� Pl=1;4:(~
;~n)<0 �l + �5 + ��1 � ëèíåéíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè âäîëü õàðàêòåðè-ñòèêè (ñðåäíåå ðàññòîÿíèå, ïðîõîäèìîå ÷àñòèöàìè â ÿ÷åéêå).Èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ DSn-ìåòîäà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè âöåíòðå ÿ÷åéêè ñâÿçàíî ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà îñâåùåííîé è íåîñâåùåííîé ïîâåðõíîñòÿõ ÿ÷åéêèñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: � 31 �



À. È. Áî÷êîâN0 = Ns+1 +Ns2 + "; (7)ãäå " � âåëè÷èíà ëèáî ïåðâîãî, ëèáî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî øàãîâ ñåòêè.Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (6), (7) ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ÎÄÓdNdx + �N = F; N (0) = Ns; 0 < x < �xs: (8)Îïðåäåëèì Ns+1 èç ÎÄÓ (8), âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííîé ñõåìîé ñ âåñàìè [16]:Ns+1 �Ns�xs + �N�0 = F; (9)ãäå N�0 = 
hNs+1+(1� 
h)Ns � ñðåäíåå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè â ÿ÷åéêå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà;
h = �1 + ~2 +r1 + ~24~ ; ~ = ��xs:Ïîñëå òîãî, êàê çíà÷åíèå Ns+1 íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ (9), âûõîäÿùèé ïîòîê ÷àñòèö ñ ïîìîùüþäîïîëíèòåëüíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî íåîñâåùåííûì ãðàíÿì ÿ÷åéêè.Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:� ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì z è r: â äâóìåðíîì ñëó÷àå � ñõåìà [5], â òðåõìåðíîì ñëó-÷àå � ñõåìà [15];� ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé �: N0 = ÆN�2 + (1� Æ)N�1, 0;5 � Æ � 1;� ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ': N0 = �P6 + (1� �)P5, 0;5 � � � 1.Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì âàðèàíòû ðàñïðåäåëåíèÿ âûõîäÿùåãî ïîòîêà ÷àñòèö ïî íåîñâåùåííûìãðàíÿì ÿ÷åéêè â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Åñëè âñå ÿ÷åéêè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéâûïóêëûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè, âîçìîæíû òðè âàðèàíòà îñâåùåííîñòè ñòîðîí ÿ÷åéêè (ðèñ. 2).Âàðèàíò 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñâåùåíû òðè ñòîðîíû ÿ÷åéêè � íàïðàâëåíèå ~
3 (ñì.ðèñ. 2). Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû Nl+1, Nl+2 è Nl+3. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèéïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ââîäèòñÿ îäíî äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèåN0 = ÆNl + (1� Æ)Nl+2; 0;5 � Æ � 1:Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà ïî íåîñâåùåííûì ãðàíÿì ïîòðåáóåòñÿ ðåøèòüñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:Ns+1 = �lNl + �6P6�l + �6 ;�P6 + (1� �)P5 = ÆNl + (1� Æ)Nl+2:Âàðèàíò 2. Îñâåùåíû äâå ñòîðîíû ÿ÷åéêè � íàïðàâëåíèå ~
2, òàê ÷òî èçâåñòíû Nl è Nl+3, àòàêæå Vl, Vl+1 è Vl+3. Ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûåñîîòíîøåíèÿ: N0 = ÆNl+2 + (1� Æ)Nl; N0 = ÆNl+1 + (1� Æ)Nl+3; 0;5 � Æ � 1:Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:Ns+1 = �l+1Nl+1 + �l+2Nl+2 + �6P6�l+1 + �l+2 + �6 ;�P6 + (1� �)P5 = ÆNl+2 + (1� Æ)Nl = ÆNl+1 + (1� Æ)Nl+3:� 32 �



DSn-ñõåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðóáîê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà . . .Ïîñëå òîãî, êàê çíà÷åíèÿ Nl+1 è Nl+2 îïðåäåëåíû, äîïîëíèòåëüíî ðàññ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå èñêî-ìîé ôóíêöèè Vl+2 â íåîñâåùåííîì óçëå ÿ÷åéêè:Vl+2 = Nl+1 +Nl+2 � (1� Æ) (Vl+1 + Vl+3)2Æ :Âàðèàíò 3. Îñâåùåíà òîëüêî îäíà ñòîðîíû ÿ÷åéêè � íàïðàâëåíèå ~
1 (èçâåñòíû Nl, Vl è Vl+1)(ðèñ. 3). Ðàññìîòðèì ýòó ñèòóàöèþ ïîäðîáíåå.Ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:Nl+1 = cP1; Nl+3 = cP2; N0 = Nl+1 +Nl+32 ; N0 = ÆNl+2 + (1� Æ)Nl; 0;5 � Æ � 1; (10)ãäå P1 è P2 � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíûáîêîâûõ íåîñâåùåííûõ ñòîðîí, ñ îñâåùåííîé ñòîðîíîé ÿ÷åéêè; c � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíî-ñòè. Çíà÷åíèÿ P1 è P2 íàõîäÿòñÿ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé âõîäÿùèõ óçëîâûõ çíà÷åíèé Vl è Vl+1:P1 = �1Vi + (1� �1)Vi+1; P2 = �2Vi+1 + (1� �2) Vi;ãäå êîýôôèöèåíòû �1 è �2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:�1 = ��l+12�l ; �2 = ��l+32�l ; ��l = (rl+1 � rl)�b! �q1� �2b! cos'q�1=2 (zl+1 � zl) :Îòìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (10) èñïîëüçóþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäíî èççíà÷åíèé Vl, Vl+1 íå ðàâíî íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ Vl è Vl+1 ïðåäâàðèòåëüíî íîðìèðóþòñÿòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Vl + Vl+1 = 2Nl. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (Vl = Vl+1 = 0) èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíè-òåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:Nl+1 = N0; Nl+3 = N0; N0 = ÆNl+2 + (1� Æ)Nl; 0;5 � Æ � 1:Â ðåçóëüòàòå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé Vl è Vl+1 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà íóæíî ðåøèòüîäíó èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé:Ns+1 = �l+1Nl+1 + �l+2Nl+2 + �l+3Nl+3 + �6P6�l+1 + �l+2 + �l+3 + �6 ;�P6 + (1� �)P5 = Nl+1 +Nl+32 = ÆNl+2 + (1� Æ)Nl;Nl+1 = cP1; Nl+3 = cP2

Ðèñ. 2. Âîçìîæíûå âàðèàíòû îñâåùåííîñòè ñòîðîíïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêè â äâóìåðíîì ñëó÷àå Ðèñ. 3. Îñâåùåíà îäíà ñòîðîíà ÿ÷åéêè� 33 �



À. È. Áî÷êîâëèáî Ns+1 = �l+1Nl+1 + �l+2Nl+2 + �l+3Nl+3 + �6P6�l+1 + �l+2 + �l+3 + �6 ;�P6 + (1� �)P5 = Nl+1 = Nl+3 = ÆNl+2 + (1� Æ)Nl:Ïîñëå òîãî, êàê çíà÷åíèÿ íà íåîñâåùåííûõ ñòîðîíàõ è â öåíòðå ÿ÷åéêè íàéäåíû, îïðåäåëÿþòñÿçíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â íåîñâåùåííûõ óçëàõ ÿ÷åéêè Vl+2 è Vl+3. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:Nl+1 = ÆVl+2 + (1� Æ)Vl+1; Nl+3 = ÆVl+3 + (1� Æ) Vl:Â îáùåì ñëó÷àå îïèñàííàÿ ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ âûõîäÿùåãî ïîòîêà ÷àñòèö ïî íåîñâåùåííûì ãðà-íÿì ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ íåìîíîòîííîé, ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä áàëàíñíîãî çàíóëåíèÿ [17].Íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå àïïðîêñèìèðóåì ñëåäóþùåé ñõåìîé:�Nv �n+1 ��Nv �n�t + Ns+1 �Ns�xs + �N�0 = F;ãäå äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ïî ïðîèçâîäíîé âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíè-òåëüíîå ñîîòíîøåíèå N�0v = 
�Nv �n+1 + (1� 
) �Nv �n ; 0;5 � 
 � 1:Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áåãóùåãî ñ÷åòà [15, 18].×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ðàçíîñòíîé ñõåìûÄàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äâóìåðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëèïîëó÷åíû è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.Çàäà÷à 1. Ýòà ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à çàèìñòâîâàíà èç ðàáîòû [11]. Ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿñèñòåìà ñîñòîèò èç 7 ïîäîáëàñòåé ñ ðàçëè÷íîé îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ (ðèñ. 4). Â êà÷åñòâå ãðàíè÷-íîãî óñëîâèÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè çàäàí åäèíè÷íûé âõîäÿùèé ïîòîê. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîóãëîâûì ïåðåìåííûì èñïîëüçîâàëàñü ES20-êâàäðàòóðà c óñîâåðøåíñòâîâàííîé àïïðîêñèìàöèåé ïîóãëîâîé ïåðåìåííîé ' [1, 19]. Ñåòêà ïî ðàäèóñó áåðåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ, ñ øàãîì �h = 0;2; � 65 ñòðîê,ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó óãëó òàêæå ðàâíîìåðíàÿ � 32 ñòîëáöà.Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿðíûé ïîòîê n(0) âäîëü ðàäèóñà. Çà òî÷íîå ðåøåíèåïðèíÿò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé íà î÷åíü ïîäðîáíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè n(0) (r). Âèäíî, ÷òî äëÿ ñõåìû [5] êðèâàÿ ñóùåñòâåííîîòêëîíèëàñü îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Çàìåòíîå óëó÷øåíèå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî ïî DSnt-ñõåìå: ðåøåíèåâñþäó áëèçêî ê òî÷íîìó, âûáðîñà â îáëàñòè 3 < r < 5 íåò.Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 5 ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ïðåèìóùåñòâà DSnt-ñõåìû.Çàäà÷à 2. Ïîäðîáíàÿ ïîñòàíîâêà òåñòîâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [2]. Ðàññìàòðèâàåòñÿöèëèíäð ñ ïàðàìåòðàìè 0 � r � 1; 0 � z � 2; � = 1;34; � = 2;25; Q = 0; v = 1. Ãðàíè÷íîåóñëîâèå � íóëåâîé âõîäÿùèé ïîòîê. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ïðèìåíÿëàñüES32-êâàäðàòóðà óãëîâîé ïåðåìåííîé ' [1, 19].Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåòñÿ âðåìåííàÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö �. Ïðè ðàñ÷åòåïàðàìåòðà � òî÷íîñòü ñâåäåíèÿ èòåðàöèé çàäàâàëàñü ðàâíîé 10�7.� 34 �



DSn-ñõåìà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òðóáîê äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà . . .

Ðèñ. 4. Ãåîìåòðèÿ è ïàðàìåòðû ðàñ÷åòíîé ñèñòåìû

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ñêàëÿðíîãî ïîòîêà îò ðàäèóñà: � òî÷íîå ðåøåíèå; � ñõåìà òèïàDSn-ìåòîäà [5];- - - � DSnt-ñõåìàÐàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñãóùàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòêàõ. Ïðè ýòîì ÷èñëîñòðîê è ñòîëáöîâ ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàëîñü ðàâíûì 8, 16, 32, 64 è 128.Çà òî÷íîå ïðèíèìàëîñü ðåøåíèå íà î÷åíü ïîäðîáíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå � � = 0;147478. Åñ-ëè k�òî÷íîå � �hk � C�hk, ãäå C > 0, k > 0 � íå çàâèñÿùèå îò �h ïîñòîÿííûå, òî ðàçíîñòíàÿñõåìà èìååò k-é ïîðÿäîê òî÷íîñòè (èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïîðÿäêà �hk) [20]. Èñïîëüçóåì íîðìók�òî÷íîå � �hk = j�òî÷íîå � �hj.Äëÿ îöåíêè ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñõåìû èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè òî÷åê. Òî åñòü îïðåäåëÿëîñü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ C è k âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê S = nPi=1 �j�òî÷íîå � �ij �C�hki �2 ïî âñåì èìåþùèìñÿòî÷êàì. Ïðè ýòîì �h íå îïðåäåëÿëîñü êàêèì-ëèáî îáðàçîì, à ëèøü ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðè èç-ìåëü÷åíèè ñåòêè âäâîå ïî ïåðåìåííûì r è z (óâåëè÷åíèåì âäâîå ÷èñëà ñòðîê è ñòîëáöîâ) �h òàêæåóìåíüøàåòñÿ â 2 ðàçà.Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííîãî ïàðàìåòðà �, îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïàðàìåòðà �è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè k. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî DD-ñõåìå.� 35 �
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