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ÓÄÊ 517.9+519.6+533ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÈÍÖÈÏÎÂ ÌÅÕÀÍÈÊÈÄËß ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈÊÈ.7. ÑÎÕÐÀÍÅÍÈÅ ÔÀÇÎÂÎÃÎ ÎÁÚÅÌÀ È ÊÀÍÎÍÈ×ÍÎÑÒÈÂ ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÑÕÅÌÀÕ ÒÈÏÀ "ÊÐÅÑÒ"Þ. À. Áîíäàðåíêî(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Äîêàçûâàåòñÿ ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà è êàíîíè÷íîñòè (ãàìèëüòîíîâîñòè) âêîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ ëàãðàíæåâîé ãàçîâîé äèíàìèêè, ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâà-òåëüíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèì äèñêðåòíóþ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàí-ñòâó ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëàãðàíæåâà ãàçîâàÿ äèíàìèêà, ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ,âàðèàöèîííûå ðàçíîñòíûå ñõåìû, ðàçíîñòíûå ñõåìû òèïà êðåñò, ôàçîâûé îáúåì, êà-íîíè÷íîñòü. ÂâåäåíèåÂàðèàöèîííûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñõåì íåñòàöèîíàðíîé ãàçîâîéäèíàìèêè áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [1] è âïîñëåäñòâèè ðàçâèò â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàáîò ñî-òðóäíèêîâ øêîëû À. À. Ñàìàðñêîãî, â ïåðâóþ î÷åðåäü À. Ï. Ôàâîðñêîãî, Â. Ì. Ãîëîâèçíèíà èÂ. Ô. Òèøêèíà; äëÿ ïðèìåðà óêàæåì îáçîðíóþ ðàáîòó [2] ñ áîëüøèì ÷èñëîì ññûëîê íà ðàáîòûýòîãî íàïðàâëåíèÿ. Â âàðèàöèîííîì ïîäõîäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (óðàâíåíèé äëÿñêîðîñòè) èñïîëüçóåòñÿ ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿ ñïëîøíîéñðåäû [3]. Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ ñïëîøíîé ñðåäû àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà äèñêðåòíîé ïðîñòðàíñòâåí-íîé ëàãðàíæåâîé ñåòêå ïîäõîäÿùèì ôóíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíå÷íîìåðíîé ìåõà-íè÷åñêîé ñèñòåìû. Èç ýòîãî ôóíêöèîíàëà íà îñíîâå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî ñòðîèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (ñ ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè è ðàçíî-ñòÿìè ïî ïðîñòðàíñòâó). Çàòåì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìèíà îñíîâå òðåáîâàíèÿ ïîëíîé êîíñåðâàòèâíîñòè � òàê â ýòîì ïîäõîäå ñòðîÿòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûåñõåìû ëàãðàíæåâîé ãàçîâîé äèíàìèêè.Â [4] áûë ïðåäëîæåí ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìãàçîâîé äèíàìèêè, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ ñðàçó íàäèñêðåòíîé ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî âðåìåíè è ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé êîíå÷íîìåðíîé âàðè-àöèîííîé çàäà÷è. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò ñåðèþ ðàáîò, íà÷àòûõ â [4] è îïóáëèêîâàííûõ âæóðíàëå ÂÀÍÒ äàííîé ñåðèè â 1985�1992 ãã.Â ðàáîòàõ [5, 6] ðàññìîòðåíû ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàçíîñòíûõ ñõåì òèïà Ðóí-ãå�Êóòòû�Íèñòðåìà äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéêëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, âûäåëåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå êàíîíè÷íîñòü. Ïðè ýòîì â [6]äîêàçàíî, ÷òî ñõåìû âûäåëåííîãî êëàññà, ñîõðàíÿþùèå êàíîíè÷íîñòü, ïîëó÷àþòñÿ èç ïîäõîäÿùåãîðàçíîñòíîãî ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ êàíîíè÷íîñòè â êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõãàçîâîé äèíàìèêè íà ëàãðàíæåâûõ ñåòêàõ. Çäåñü îãðàíè÷èâàåìñÿ òîëüêî ðàçíîñòíûìè ñõåìàìè òèïà� 3 �



Þ. À. Áîíäàðåíêîêðåñò (ñõåìû íà ðàçíåñåííûõ ïî âðåìåíè ñåòêàõ), ïîñòðîåííûìè ïîñëåäîâàòåëüíûì âàðèàöèîííûììåòîäîì.Ïî ñâîåìó ñìûñëó ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ êàíîíè÷íîñòè ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ñèñòåìàõ áåç òðåíèÿ.Ïîýòîìó â äàííîì èññëåäîâàíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè è èíûõ äèññè-ïàòèâíûõ ìåõàíèçìîâ, äåéñòâóþùèõ íà ñêîðîñòè. Âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ êîíêðåòíûõ ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé ýâîëþöèÿ ýíòðîïèè, êàê ýòî äåëàåòñÿâ ñòàíäàðòíûõ ôîðìóëèðîâêàõ ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî äëÿñïëîøíûõ ñðåä [3].Âñå èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè (èìåþò ñòîëüêî íåïðåðûâíûõïðîèçâîäíûõ, ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïî õîäó âû÷èñëåíèé) áåç äîïîëíèòåëüíûõ óòî÷íåíèé. Øàãè ïîâðåìåíè âñåãäà ïðåäïîëàãàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ñâåðõó íåêîòîðûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå îáåñïå-÷èâàþò ðàçðåøèìîñòü íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è ñóùåñòâîâàíèå âñòðå÷àþùèõñÿ îáðàòíûõîïåðàòîðîâ.Âñå óñòàíîâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè â êîíå÷íî-ðàçíîñòíûåóðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè äîáàâèòü ïðîèçâîëüíî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè è íîìåðîâ óçëîâ ñåòêè (íî íåîò êîîðäèíàò óçëîâ ñåòêè) çàäàííûå âíåøíèå ñèëû (ýòè ñèëû ìîæíî ïðè æåëàíèè èñïîëüçîâàòü äëÿìîäåëèðîâàíèÿ âÿçêîñòè). Â ôîðìóëèðîâêàõ è îáîñíîâàíèÿõ ýòè ñèëû íå ó÷èòûâàþòñÿ, ÷òîáû íåçàãðîìîæäàòü ôîðìóëû.Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ìíîãîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêèâ ïåðåìåííûõ ËàãðàíæàÎñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëèì ëàãðàíæåâó ðàçíîñòíóþ ñåòêó êàê ñîâîêóï-íîñòü óçëîâ ñåòêè ñ ìíîæåñòâîì íîìåðîâ Ó = f
g, ñ êîîðäèíàòàìè ~Z = n~Z
 : 
 2 Óo è ñêîðîñòÿìè~U = n~U
 : 
 2 Óo è ñîâîêóïíîñòü ÿ÷ååê ß = f�g, âåðøèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ñåòêè. Âÿ÷åéêàõ � 2 ß îïðåäåëåíû òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû: ïëîòíîñòü ��, óäåëüíûé îáúåì �� = 1=��,ýíòðîïèÿ åäèíèöû ìàññû H�, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû e� è äàâëåíèå p�; ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ñåòî÷íûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ñåòî÷íûõ ôóíêöèé Hß. Äëÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèéòèïà êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé, îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé HÓ, íàðàâíå ñ âåêòîð-íûìè îáîçíà÷åíèÿìè (ñî "ñòðåëêàìè") áóäåì èñïîëüçîâàòü ñêàëÿðíûå îáîçíà÷åíèÿ (áåç "ñòðåëîê"),òîãäà âñå êîîðäèíàòû âñåõ óçëîâ ñåòêè, ò. å. âñå ñòåïåíè ñâîáîäû, íóìåðóåì îò 1 äî K:~Zn = n~Zn
 : 
 2 Óo = Zn = fZnk : k 2 Óg 2 HÓ; k = 1; 2; : : : ;K:Â ïðîñòðàíñòâàõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé HÓ è Hß ââåäåì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿDQ(1); Q(2)Eß = X�2ßMß� Q(1)� Q(2)� ; Q(i) = nQ(i)� : � 2 ßo 2 Hß;D~v(1); ~v(2)EÓ = X
2ÓMÓ
 D~v(1)
 ; ~v(2)
 E =Xk2ÓMÓk v(1)k v(2)k ; ~v(i) = n~v(i)
 : 
 2 Óo = nv(i)k : k 2 Óo 2 HÓ;D~v(1); ~v(2)E0(Ó) = X
2Ó D~v(1)
 ; ~v(2)
 E =Xk2Ó v(1)k v(2)k ; ~v(i) = n~v(i)
 : 
 2 Óo = nv(i)k : k 2 Óo 2 H0(Ó);ãäå ÷åðåç Mß� , � 2 ß, è MÓ
 , 
 2 Ó, îáîçíà÷åíû íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ïîëîæèòåëüíûå ìàññûÿ÷ååê è óçëîâ ñåòêè ñîîòâåòñòâåííî. Ñâÿçü ìåæäó óçëàìè è ÿ÷åéêàìè îïðåäåëÿåì ôóíêöèåé 
� == 
� �~Z�, âûðàæàþùåé îáúåì ÿ÷åéêè � 2 ß ÷åðåç êîîðäèíàòû åå âåðøèí. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññûàïïðîêñèìèðóåì ñîîòíîøåíèåì� = 
�~Z�Mß ; �� = 
� �~Z�Mß� ; � 2 ß: (1)� 4 �



Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè . . .Ðàçíîñòíûé àíàëîã DIV : HÓ ! Hß äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ��1div îïðåäåëÿåòñÿ, êàê â [1,7, 8, 2, 4, 9], âû÷èñëåíèåì ïåðâîé âàðèàöèè óäåëüíîãî îáúåìà (1)Æ� = DIV�~Z� Æ ~Z; Æ ~Z 2 HÓ; Æ� 2 Hß;Æ�� = DIV� �~Z� Æ ~Z = 1Mß� X
2Ó*@
� �~Z�@ ~Z
 ; Æ ~Z
+ ; � 2 ß:Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿ âèäà (íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ)@
� �~Z�@ ~Z
 = 0@@
� �~Z�@X
 ; @
� �~Z�@Y
 1A, ~Z
 = (X
 ; Y
). Ðàçíîñòíûé àíàëîã GRAD (Z) : Hß ! HÓ,äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ��1 grad îïðåäåëåí ôîðìóëàìèGRAD�~Z� = ��DIV �~Z��� : Hß ! HÓ;DGRAD�~Z�Q;~vEÓ = �DQ;DIV �~Z�~vEß ; 8 Q 2 Hß; 8 ~v 2 HÓ;�GRAD�~Z�Q�
 = GRAD
 �~Z�Q = � 1MÓ
 X�2ßQ�@
� �~Z�@ ~Z
 ; 
 2 Ó; Q = fQ�g�2ß 2 Hß; (2)GRAD (Z) è DIV (Z) � ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò êîîð-äèíàò óçëîâ ñåòêè (ýòîé çàâèñèìîñòè íåò òîëüêî â îäíîìåðíîì ïëîñêîì ñëó÷àå).Ïîñëåäîâàòåëüíûé âàðèàöèîííûé ìåòîä. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû ïî-ñëåäîâàòåëüíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì [4, 10] íàäî îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè óçëîâëàãðàíæåâîé ñåòêè è èõ ñêîðîñòÿìè, àïïðîêñèìèðóþùóþ íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê ïðîñòðàí-ñòâà-âðåìåíè óðàâíåíèå d~Zdt = ~U , è àïïðîêñèìèðîâàòü íà âûáðàííîé ñåòêå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèèíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, äëÿ ñæèìàåìîãî ãàçà ðàâíûé [3]A = A (X (t; �)) = têîíZ0 (K (t)�Eâíóòð (t)) dt = têîíZ0 Z
�Z Z �0 (�) @X0 (�)@� �U22 � e (�;H; c)� d�3dt:Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãî, â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå ñòàöèîíàð-íîñòè (ìèíèìàëüíîñòè) êîíå÷íîìåðíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàñ-ñû (1) (çàïèñàííîãî íà äèñêðåòíîé ïî âðåìåíè ñåòêå) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîíå÷íî-ðàçíîñòíîåóðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòåé óçëîâ ñåòêè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â âèäå çàâèñè-ìîñòè e = e (�;H; c), ãäå e � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû ìàññû ãàçà, � = 1=� � óäåëüíûé îáúåì,H � ýíòðîïèÿ åäèíèöû ìàññû, c � äðóãèå âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû (íàïðèìåð, ìàññîâûå êîí-öåíòðàöèè).Ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ ýíòðîïèÿ è âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû íåâàðüèðóþòñÿ (èõ äèíàìèêà ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé) è ïðèìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåÆe (�;H; c) = �p (�;H; c) Æ�; (3)âûòåêàþùåå èç òåðìîäèíàìè÷åñêîãî òîæäåñòâà [11]p (�;H; c) = �@e (�;H; c)@� = �@e@��H=constc=const :� 5 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÂ ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ ãàçîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå ðàâíîpn = �pn� = p� (�n�;Hn�) = �@e� (�n�;Hn�)@�n� : � 2 ß� 2 Hß; (4)ïðè ýòîì óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ñâîèì â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè.Ïîëíûå âíóòðåííÿÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ñõåìàõ ðàâíûEn �~Zn� = E �~Zn; tn� = D1ß; e�� �~Zn� ;Hn�Eß = X�2ßMß� e� ��� �~Zn� ;Hn�� ; (5)K �~U� = 12 DTK ~U; ~UEÓ ;ãäå TK : HÓ ! HÓ � ëèíåéíûé ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé ðàçíîñòíûé îïå-ðàòîð, áëèçêèé ê åäèíè÷íîìó. Îáû÷íî TK = IÓ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ðàçíîñòíûå ñõåìû ñîïåðàòîðîì TK = TK �~Z�, çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàò óçëîâ ñåòêè [9, 12].Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèÿõ äëÿ ñêîðîñòè îòñóòñòâóþò âÿçêèå èèíûå äèññèïàòèâíûå è íåêîíñåðâàòèâíûå ñèëû. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âíóòðåííåéýíåðãèè çäåñü ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì, ñ÷èòàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè îò âðåìåíè è íîìåðàÿ÷åéêè çàäàíà ñåòî÷íîé ôóíêöèåé Hn = fHn� : � 2 ßg 2 Hß.Ëàãðàíæåâà è ãàìèëüòîíîâà ìåõàíèêàÍàïîìíèì ïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ ëàãðàíæåâîé è ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè [13, 14]. Ñîñòîÿíèå êëàñ-ñè÷åñêèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îïèñûâàåòñÿ èõ îáîáùåííûìèêîîðäèíàòàìè q = q (t) = (q1; : : : ; qK) è ñêîðîñòÿìè _q = dqdt . Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿôóíêöèåé Ëàãðàíæà L = L (q; _q; t). Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ Ãàìèëüòîíà�Îñòðîãðàäñêîãîóòâåðæäàåò, ÷òî äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ òðåáîâàíèåì ñòàöèîíàðíîñòè ôóíê-öèîíàëà äåéñòâèÿ ÆA = 0; A = t1Zt0 L (q; _q; t) dt (6)äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âàðèàöèé Æq (t) îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèþÆq (t0) = Æq (t1) = 0. ×àñòî âìåñòî ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü òðåáîâàíèå Æq (t) 22 Ck0 [t0; t1] äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîñòè k � 1. Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ (6) äàåò óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ (èëè âòîðîé çàêîí Íüþòîíà)ddt �@L@ _qi�� @L@qi = 0; i = 1; : : : ;K: (7)Âåëè÷èíû pi = @L@ _qi ; i = 1; : : : ;K (8)íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè.Äëÿ ïåðåõîäà îò ôîðìàëèçìà Ëàãðàíæà ê ôîðìàëèçìó Ãàìèëüòîíà ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ ÃàìèëüòîíàH (q; p; t), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ËåæàíäðàH (q; p; t) = KXk=1 pk _qk � L (q; _q; t) = KXk=1 _qk @L@ _qk � L (q; _q; t) : (9)Â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ (9) îáîáùåííûå ñêîðîñòè íàäî èñêëþ÷èòü, âûðàçèâ èõ ÷åðåç îáîáùåí-íûå èìïóëüñû è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ñ ïîìîùüþ (8). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7) ïðè ïåðåõîäå ê� 6 �



Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè . . .îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì è îáîáùåííûì èìïóëüñàì ïðåîáðàçóþòñÿ â êàíîíè÷åñêèå äèôôåðåíöè-àëüíûå óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíàdqkdt = @H@pk ; k = 1; : : : ;K; dpkdt = � @H@qk ; k = 1; : : : ;K: (10)Îïðåäåëÿþùåé õàðàêòåðèñòèêîé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì (10) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïî-òîêà �q(1); p(1)� 7! �q �t; q(1); p(1)� ; p �t; q(1); p(1)��, ò. å. ñîõðàíåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû !2 == dp^dq = dp1^dq1+: : :+dpK^dqK . Îòîáðàæåíèÿ g : R2K ! R2K , êîòîðûå ñîõðàíÿþò ýòó 2-ôîðìó,íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè (èëè ñîõðàíÿþùèìè ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó). Íåïðåðûâíî äèô-ôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå g : �q(1); p(1)� 7! �q(2) �q(1); p(1)� ; p(2) �q(1); p(1)�� áóäåò êàíîíè÷åñêèìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà ßêîáèG = @ �q(2)1 ; : : : ; q(2)K ; p(2)1 ; : : : ; p(2)K �@ �q(1)1 ; : : : ; q(1)K ; p(1)1 ; : : : ; p(1)K � = 0BBBB@ @ �q(2)�@ �q(1)� @ �q(2)�@ �p(1)�@ �p(2)�@ �q(1)� @ �p(2)�@ �p(1)�
1CCCCAóäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó GT Æ J ÆG = J; J = 0@ 0 �II 0 1A : (11)Ðàâåíñòâî (11) áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ êàíîíè÷íîñòè [6]. Ìàòðèöû, óäîâëåòâî-ðÿþùèå (11), íàçûâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè, îíè îáëàäàþò íàáîðîì ïîëåçíûõ äëÿ ïðàêòèêè ñïåê-òðàëüíûõ ñâîéñòâ [15], òåñíî ñâÿçàííûõ ñ óñòîé÷èâîñòüþ. Óñëîâèå (11), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíîóñëîâèþ îäíîâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ òðåõ ðàâåíñòâ äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðíî-ñòè K �K  @ �q(2)�@ �q(1)�!T Æ @ �p(2)�@ �p(1)� � @ �p(2)�@ �q(1)�!T Æ @ �q(2)�@ �p(1)� = I; (12) @ �q(2)�@ �q(1)�!T Æ @ �p(2)�@ �q(1)� =  @ �p(2)�@ �q(1)�!T Æ @ �q(2)�@ �q(1)� ; (13) @ �q(2)�@ �p(1)�!T Æ @ �p(2)�@ �p(1)� =  @ �p(2)�@ �p(1)�!T Æ @ �q(2)�@ �p(1)� : (14)Èç êðèòåðèÿ êàíîíè÷íîñòè (11), î÷åâèäíî, ñëåäóåò ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà (òåîðåìà Ëèóâèë-ëÿ), ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâó D (q1; : : : ; qK ; p1; : : : ; pK)D �q(1)1 ; : : : ; q(1)K ; p(1)1 ; : : : ; p(1)K � = 1:Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : x 7! f (x), x 2 RN , f (x) 2 RN , ìàòðèöó èç ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ (ìàòðèöóßêîáè) îáîçíà÷àåì (íå áóäåì ðàçëè÷àòü îïåðàòîðû è èçîáðàæàþùèå èõ ìàòðèöû)@ (f)@ (x) = @ (f1; : : : ; fN )@ (x1; : : : ; xN ) = 0BBBB@ @f1@x1 � � � @f1@xN... . . . ...@fN@x1 � � � @fN@xN

1CCCCA ; (15)� 7 �



Þ. À. Áîíäàðåíêîà åå îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí) îáîçíà÷àåìD (f)D (x) = D (f1; : : : ; fN )D (x1; : : : ; xN ) = det�@ (f)@ (x)� = det� @ (f1; : : : ; fN )@ (x1; : : : ; xN )� :Äëÿ ìàòðèö èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ îò ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé E = E (x) è H = H (x; p), x 2 RN ,p 2 RN , èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ@2E = @2E (x)(@x)2 = @ �@E (x)@x �@ (x) = 0BBBBB@ @2E (x)@x1@x1 � � � @2E (x)@x1@xN... . . . ...@2E (x)@xN@x1 � � � @2E (x)@xN@xN
1CCCCCA = �@2E (x)(@x)2 �T ; (16)

@2H (x; p)@x@p = 0BBBBB@ @2H (x; p)@x1@p1 � � � @2H (x; p)@x1@pN... . . . ...@2H (x; p)@xN@p1 � � � @2H (x; p)@xN@pN
1CCCCCA ; @2H (x; p)@p@x = �@2H (x; p)@x@p �T : (17)

Ñîõðàíåíèå êàíîíè÷íîñòè è ôàçîâîãî îáúåìàâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ òèïà êðåñòÂàðèàöèîííàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà òèïà êðåñò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè~Zn+1
 � ~Zn
�tn+1=2 = ~Un+1=2
 ; 
 2 Ó; (18)�n = � �~Zn� = 
�~Zn�Mß ; �n� = �� �~Zn� = 
� �~Zn�Mß� ; � 2 ß; (19)~Un+1=2 � ~Un�1=2�tn = �GRAD�~Zn� pn: (20)Óðàâíåíèå (20) ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðàçíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿA =Xn �tn+1=2K �~Un+1=2��Xn �tnEn (�n) ==Xn �tn+1=22 D~Un+1=2; ~Un+1=2EÓ �Xn �tn h1ß; e (�n;Hn)iß (21)ïðè èñïîëüçîâàíèè (3) è óðàâíåíèé (18) è (19) êàê ñâÿçåé [4].Òåîðåìà 1. Â âàðèàöèîííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà êðåñò (18)�(20) îáîáùåííûé èì-ïóëüñ óçëîâ ñåòêè îïðåäåëèì ôîðìóëîé~wn+1=2 =MÓ ~Un+1=2 = n~wn+1=2
 =MÓ
 ~Un+1=2
 : 
 2 Óo 2 HÓ: (22)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè åäèíèöû ìàññû îò âðåìåíè è íîìåðà ÿ÷åéêè èçâåñòíàè çàäàíà ñåòî÷íîé ôóíêöèåé Hn = fHn� : � 2 ßg 2 Hß, â óðàâíåíèè äëÿ ñêîðîñòè (20) îòñóò-ñòâóåò âÿçêîñòü, à äàâëåíèå çàâèñèò îò óäåëüíîãî îáúåìà è çàäàííîé ýíòðîïèè ïî ôîðìóëå (4).Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà � 2 [0; 1] îïðåäåëèì îáîáùåííûå êîîðäèíàòû óçëîâ ñåòêèôîðìóëîé ~Zn�� = (1��) ~Zn +�~Zn�1; � = const; 0 � � � 1: (23)� 8 �



Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè . . .Â ýêâèâàëåíòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå äëÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ (22) è êîîðäèíàò (23) ñîõðàíÿåòñÿêàíîíè÷íîñòü è ôàçîâûé îáúåì â òîì ñìûñëå, ÷òî ìàòðèöà ßêîáèG = G(X)n+1=2 = @ �~Zn��+1; ~wn+1=2�@ �~Zn��; ~wn�1=2� (24)óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (11), à ÿêîáèàí ðàâåí åäèíèöå.Â ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ äëÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà, ÷òîáû îòëè÷àòü åãî îò ãàçî-äèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, âìåñòî ïðèíÿòîé â ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå áóêâû p èñïîëüçóåì áóêâó w.×åðåç MÓ : HÓ ! HÓ îáîçíà÷èì äèàãîíàëüíûé îáðàòèìûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé êàê óìíîæåíèåñêîðîñòè óçëà ñåòêè íà ìàññó ýòîãî óçëà; ýòîò îïåðàòîð ïðåâðàùàåò ñêîðîñòü êàæäîãî óçëà ñåòêè âåãî èìïóëüñ. Îáðàòíûé åìó îïåðàòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç A = �MÓ��1 : HÓ ! HÓ.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1. Èç (2), (19) è (4) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåMÓ ÆGRAD�~Zn� pn = @En �~Zn�@ ~Zn ; (25)òîãäà ñ ïîìîùüþ (22) ïåðåïèøåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (18) è (20) â âèäå~Zn+1 � ~Zn�tn+1=2 = A~wn+1=2; (26)~wn+1=2 � ~wn�1=2�tn = �@En �~Zn�@ ~Zn : (27)Óðàâíåíèÿ (26), (27) ïîñëå ïåðåõîäà ê ñäâèíóòûì êîîðäèíàòàì (23) ïðèíèìàþò âèä~Zn��+1 � ~Zn���tn+1=2 (1��) +�tn�1=2� = A�tn+1=2 (1��) ~wn+1=2 +�tn�1=2�~wn�1=2�tn+1=2 (1��) +�tn�1=2� ; (28)~wn+1=2 � ~wn�1=2�tn = @En �~Zn�@ ~Zn ������~Zn=~Zn��+�A�tn�1=2 ~wn�1=2=�@En �~Zn�� +�A�tn�1=2 ~wn�1=2�@ ~Zn�� : (29)Èç (28), (29) ïîëó÷àåì ÿâíûå ôîðìóëû íåëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ïåðåõîäà~Zn��+1 = ~Zn�� + h�tn+1=2 (1��) +�tn�1=2�iA~wn�1=2 ���tn�tn+1=2 (1��)A@En �~Zn �~Zn��; ~wn�1=2��@ ~Zn�� ; (30)~wn+1=2 = ~wn�1=2 ��tn@En �~Zn �~Zn��; ~wn�1=2��@ ~Zn�� ; (31)ãäå äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå~Zn = ~Zn �~Zn��; ~wn�1=2� = ~Zn�� +�A�tn�1=2 ~wn�1=2:Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé (15) è (16) ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû áëî÷íîé ìàòðèöû ßêî-áè (24), ò. å. ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèé (30) è (31) (÷åðåç IÓ è Iß îáîçíà÷àåìåäèíè÷íûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà):� 9 �



Þ. À. Áîíäàðåíêî@ �~Zn��+1�@ �~Zn��� = IÓ ��tn�tn+1=2 (1��)A Æ @2En;@ �~Zn��+1�@ �~wn�1=2� = h�tn+1=2 (1��) +�tn�1=2�iA��tn�1=2�tn�tn+1=2�(1��)A Æ @2En Æ A;@ �~wn+1=2�@ �~Zn��� = ��tn@2En; @ �~wn+1=2�@ �~wn�1=2� = IÓ ��tn�1=2�tn�@2En Æ A:Ïîñëå ýòîãî ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ ó÷åòîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèö @2En è A ïðîâåðÿåòñÿ ñïðà-âåäëèâîñòü òîæäåñòâ (12)�(14), ýêâèâàëåíòíûõ (11), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.Òàê êàê ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (11), îáðàçóþò ãðóïïó, òî ìàòðèöà ßêîáè îïåðàòîðàïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõåìû (28), (29) ñ ëþáîãî øàãà ïî âðåìåíè n1 íà øàã n2 òàêæå óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ êàíîíè÷íîñòè (11).Çàìå÷àíèå 1. Èç (21), (5) è (22) ïîëó÷àåì ðàçíîñòíóþ ôóíêöèþ ÃàìèëüòîíàH � ~Zn; ~wn+1=2; tn� = 12 DA~wn+1=2; A~wn+1=2EÓ +E �~Zn; tn� == 12 X
2Ó�~wn+1=2
 ;�A~wn+1=2�
�+X�2ßMß� e� ��� �~Zn� ;Hn�� ;êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (26), (27) â âèäå~Zn+1
 � ~Zn
�tn+1=2 = @H � ~Zn; ~wn+1=2; tn�@ ~wn+1=2
 ; 
 2 Ó; (32)~wn+1=2
 � ~wn�1=2
�tn = �@H � ~Zn; ~wn+1=2; tn�@ ~Zn
 ; 
 2 Ó: (33)Îêàçûâàåòñÿ, ñèñòåìà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (32), (33) (è òåì ñàìûì ñèñòåìà (18)�(20)) äëÿ�tn+1=2 = tn+1 � tn ýêâèâàëåíòíà êàíîíè÷åñêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà (10),åñëè â ïîñëåäíèõ èñïîëüçîâàòü èìïóëüñíóþ ôóíêöèþ ÃàìèëüòîíàH � ~Z; ~w; t� = 12 X
2ÓD~w
 ; (A~w)
E+Xn �tnÆ (t� tn)X�2ßMß� e� ��� �~Z� ;H� (t)� ;ãäå Æ (t) åñòü îáîáùåííàÿ Æ-ôóíêöèÿ Äèðàêà, à çàâèñèìîñòü èìïóëüñà è êîîðäèíàò óçëîâ ñåòêè îòíåïðåðûâíîãî âðåìåíè îïðåäåëåíà ôîðìóëàìè ~w (t) = ~wn+1=2, ~Z (t) = ~Zn + t� tntn+1 � tn �~Zn+1 � ~Zn�äëÿ tn � t � tn+1.Ñîõðàíåíèå êàíîíè÷íîñòè è ôàçîâîãî îáúåìà â êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåìàõñ ïåðåìåííûì îïåðàòîðîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íà ðàçíåñåííûõ ïî âðåìåíè ñåòêàõÐàññìîòðèì êîíå÷íî-ðàçíîñòíóþ ñõåìó ñ ïåðåìåííûì îïåðàòîðîì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T n+1=2K == TK �~Zn; ~Zn+1� : HÓ ! HÓ, ïîñòðîåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì â [10] ïîàíàëîãèè ñî ñõåìîé òèïà êðåñò è îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè� 10 �



Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè . . .~Zn+1
 � Zn
�tn+1=2 = ~Un+1=2
 ; 
 2 Ó; (34)�n = � �~Zn� = 
�~Zn�Mß ; �n� = �� �~Zn� = 
� �~Zn�Mß� ; � 2 ß; (35)TK �~Zn; ~Zn+1� ~Un+1=2 � TK �~Zn�1; ~Zn� ~Un�1=2�tn = �GRAD�~Zn� pn ++ �tn�1=2�tn ~DnK �~Zn�1; ~Zn; ~Un�1=2�+ �tn+1=2�tn ~DK;n �~Zn; ~Zn+1; ~Un+1=2� : (36)Óðàâíåíèå (36) ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äèñêðåòíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿA =Xn �tn+1=2K �~Zn; ~Zn+1; ~Un+1=2��Xn �tnEn (�n) ==Xn �tn+1=2 12 DTK �~Zn; ~Zn+1� ~Un+1=2; ~Un+1=2EÓ �Xn �tn h1ß; e (�n;Hn)iß ; (37)óðàâíåíèÿ (34) è (35) ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ êàê ñâÿçè. ×àñòíûå âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûå êè-íåòè÷åñêîé ýíåðãèè K �~Zn; ~Zn+1; ~Un+1=2� ïî êîîðäèíàòàì ðàâíûD ~DK;n�~Zn; ~Zn+1; ~Un+1=2� ; ~vEÓ=� dd" 12 DTK �~Zn + "~v; ~Zn+1� ~Un+1=2; ~Un+1=2EÓ�"=0; 8~v2HÓ;D ~Dn+1K �~Zn; ~Zn+1; ~Un+1=2� ; ~vEÓ=� dd" 12 DTK �~Zn; ~Zn+1 + "~v� ~Un+1=2; ~Un+1=2EÓ�"=0; 8~v2HÓ: (38)Íåóäîáñòâî óðàâíåíèé (34)�(36), (38) ñîñòîèò â òîì, ÷òî â (36) ñïðàâà ïðèñóòñòâóþò êîîðäèíàòûñ òðåõ ñëîåâ ïî âðåìåíè: tn�1, tn è tn+1. Â òàêîì òðåõñëîéíîì ñëó÷àå íåÿñíî, êàê îïðåäåëÿòü ñàìîïîíÿòèå ñîõðàíåíèÿ êàíîíè÷íîñòè, ïî ñìûñëó òðåáóþùåå ðàññìîòðåíèÿ âñåãî äâóõ ñëîåâ ïî âðåìåíè.Ïîýòîìó íàäî ïîäõîäÿùèì ïðåîáðàçîâàíèåì èçáàâèòüñÿ â (36) îò òðåõñëîéíîñòè ïî êîîðäèíàòàì.Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ èç ðàçíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (37) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ äëÿêîîðäèíàò (34) ïåðåïèøåì â âèäåKn+1=2 �Un+1=2� = eK �Zn;Un+1=2� = 12 DTK �Zn; Zn +�tn+1=2Un+1=2�Un+1=2; Un+1=2EÓ == K �Zn; Zn+1;Un+1=2����Zn+1=Zn+�tn+1=2Un+1=2 : (39)Òàêàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ eK �Zn;Un+1=2� çàâèñèò îò ñêîðîñòè áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì, ÷åì êâàä-ðàòè÷íî. Äèôôåðåíöèðîâàíèå (39) ïî ñêîðîñòè ñ ó÷åòîì âòîðîé ôîðìóëû (38) äàåòTK �Zn; Zn+1�Un+1=2 = 1MÓ @ eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2 ��tn+1=2Dn+1K �Zn; Zn+1;Un+1=2� : (40)Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðîâàíèå (39) ïî êîîðäèíàòàì Zn ñ ó÷åòîì (38) äàåò1MÓ @ eK �Zn;Un+1=2�@Zn = DK;n �Zn; Zn+1;Un+1=2�+Dn+1K �Zn; Zn+1;Un+1=2� : (41)Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè (36) ðàâåíñòâà (40), (41) è (25), ïîëó÷àåì íîâóþ ýêâèâàëåíò-íóþ ôîðìó êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè:@ eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2 � @ eK �Zn�1;Un�1=2�@Un�1=2�tn = � @@Zn "En (Zn)� �tn+1=2�tn eK �Zn;Un+1=2�# : (42)� 11 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÑèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé (34) è (42) óæå èìååò äâóõñëîéíûé ïî âðåìåíè âèä.Çàìå÷àíèå 2. Îïðåäåëåííàÿ â (39) êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ eK �Zn;Un+1=2� â îáùåì ñëó÷àå óæå íåêâàäðàòè÷íî çàâèñèò îò ñêîðîñòè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè âìåñòî (37) ðàçíîñòíûé ôóíêöèî-íàë äåéñòâèÿ âîçüìåì â âèäåA =Xn �tn+1=2 eK �Zn;Un+1=2��Xn �tn (1ß; e (�n;Hn))ß (43)ñ ïðîèçâîëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé eK �Zn;Un+1=2� (âíå ñâÿçè ñ (39)), òî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòèíîâîãî ôóíêöèîíàëà (43) ñ ó÷åòîì (34) è (35) äàñò êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè (42).Â ýòîì ïëàíå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè (42) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ïî ñðàâíåíèþñ (36). Äëÿ îñìûñëåííîñòè è ôèçè÷åñêîé ðàçóìíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (34), (35) è (42) äîñòà-òî÷íî ïîòðåáîâàòü íåîãðàíè÷åííîñòè è íåâûðîæäåííîñòè (ò. å. ñòðîãîé âûïóêëîñòè ïî ñêîðîñòè)êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè limkUn+1=2kÓ!1*@ eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2 ; Un+1=2kUn+1=2kÓ+Ó = +1; (44)@2 eK �Zn;Un+1=2��@Un+1=2�2 > 0: (45)Äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè eK �Zn;Un+1=2� èç (39) óñëîâèå (44) âûïîëíåíî äëÿ îïåðàòîðîâ êèíåòè-÷åñêîé ýíåðãèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáðåìåíèòåëüíîé ðàâíîìåðíîé îöåíêå0 < C1 � TK �Zn; Zn+1� � C2 < +1: (46)Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (39) ïðè íàëè÷èè îöåíêè (46) óäîâëåòâîðÿåò è óñëîâèþ (45) äëÿ âñåõ äîñòà-òî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé øàãà ïî âðåìåíè �tn+1=2.Òåîðåìà 2. Ïóñòü â âàðèàöèîííîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå, îïðåäåëåííîé óðàâíåíè-ÿìè (34)�(36), èñïîëüçóåòñÿ çàâèñÿùèé îò êîîðäèíàò ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåííûé îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè TK �Zn; Zn+1� : HÓ ! HÓ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (46).Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ýíòðîïèè åäèíèöû ìàññû îò âðåìåíè è íîìåðà ÿ÷åéêè èçâåñòíàè çàäàíà ñåòî÷íîé ôóíêöèåé Hn = fHn� : � 2 ßg 2 Hß, â óðàâíåíèè äëÿ ñêîðîñòè (36) îòñóòñòâó-åò âÿçêîñòü, à äàâëåíèå çàâèñèò îò óäåëüíîãî îáúåìà è ýíòðîïèè ïî ôîðìóëå (4). Îïðåäåëèìñêðûòûé îáîáùåííûé èìïóëüñ óçëîâ ñåòêè ôîðìóëîéewn+1=2 = @ eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2 ; (47)ãäå èñïîëüçóåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ (39). Òîãäà äëÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ (47) è äëÿ êîîð-äèíàò Zn óçëîâ ñåòêè â ýêâèâàëåíòíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñîõðàíÿåòñÿ êàíîíè÷íîñòü è ôàçîâûéîáúåì, ò. å. ìàòðèöà ßêîáè eGn+1=2 = @ �Zn+1; ewn+1=2�@ �Zn; ewn�1=2� óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (11), à ÿêîáèàíðàâåí åäèíèöå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ (46) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé (44) è (45), è óðàâíå-íèå (47) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà(ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû 14.6 êíèãè [16]). Ýòî ðåøåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåçUn+1=2 = eU �Zn; ewn+1=2� : (48)� 12 �



Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè . . .Èç (47) è (48) äèôôåðåíöèðîâàíèåì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâ@ eU �Zn; ewn+1=2�@Zn = � @2 eK �Zn;Un+1=2��@Un+1=2�2 !�1 Æ @2 eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2@Zn ; (49)@ eU �Zn; ewn+1=2�@ ewn+1=2 =  @2 eK �Zn;Un+1=2��@Un+1=2�2 !�1 : (50)Ïî àíàëîãèè ñ (9) îïðåäåëèì ñîïðÿæåííóþ ðàçíîñòíóþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþek �Zn;Un+1=2� = *Un+1=2; @ eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2 +0(Ó) � eK �Zn;Un+1=2� == KXj=1 Un+1=2j @ eK �Zn;Un+1=2�@Un+1=2j � eK �Zn;Un+1=2� ; (51)eek �Zn; ewn+1=2� = ek �Zn;Un+1=2����Un+1=2=eU(Zn; ewn+1=2) = ek �Zn; eU �Zn; ewn+1=2�� : (52)Ïî òåîðåìå Ýéëåðà ek �Zn;Un+1=2� = eK �Zn;Un+1=2� òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-ãèÿ eK �Zn;Un+1=2� åñòü îäíîðîäíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåõîäê ñîïðÿæåííîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íåòðèâèàëåí.Èç (51), (52) ñ ïîìîùüþ (49), (50) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ@eek �Zn; ewn+1=2�@ ewn+1=2 = Un+1=2; (53)@eek �Zn; ewn+1=2�@Zn = �@ eK �Zn;Un+1=2�@Zn : (54)Ïîäñòàâëÿÿ (47), (53) è (54) â (34) è (42), ïîëó÷àåìZn+1 � Zn�tn+1=2 = @eek �Zn; ewn+1=2�@ ewn+1=2 ; (55)ewn+1=2 � ewn�1=2�tn = �0@@En (Zn)@Zn + �tn+1=2�tn @eek �Zn; ewn+1=2�@Zn 1A : (56)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ðàçíîñòíîé ôóíêöèè ÃàìèëüòîíàeeH n �Zn; ewn+1=2� = �tn+1=2�tn eek �Zn; ewn+1=2�+En (Zn) : (57)Òîãäà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (55), (56) ïðèíèìàþò ãàìèëüòîíîâ âèäZn+1 � Zn�tn = @eeH n �Zn; ewn+1=2�@ ewn+1=2 ; (58)ewn+1=2 � ewn�1=2�tn = �@eeH n �Zn; ewn+1=2�@Zn : (59)Â (58) ïî ñðàâíåíèþ ñ (55) èçìåíèëñÿ øàã ïî âðåìåíè, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ìíîæèòåëÿ ïåðåäêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé â ðàçíîñòíîé ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà (57).� 13 �



Þ. À. ÁîíäàðåíêîÂ ïðèíöèïå ñîõðàíåíèå êàíîíè÷íîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìîé (58), (59) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìîáùåé òåîðåìû, óñòàíîâëåííîé â [6]. Íî ôîðìàëüíî â ðàáîòàõ [5, 6] ðàññìîòðåí òîëüêî ñëó÷àéôóíêöèè Ãàìèëüòîíà, íå çàâèñÿùåé ÿâíî îò âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðèâîäèì â Ïðèëîæåíèè ïðîñòîåïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ êàíîíè÷íîñòè ñõåìîé (58), (59), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 2.Çàìå÷àíèå 3. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2 àíàëîã òåîðåìû 2 ñïðàâåäëèâ è äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (34), (42)ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé eK �Zn;Un+1=2�, ïðîèçâîëüíî çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè. Ôîðìóëèðîâêó è äî-êàçàòåëüñòâî íå ïðèâîäèì, òàê êàê îòëè÷èå ñâîäèòñÿ òîëüêî ê èñïîëüçîâàíèþ îãðàíè÷åíèé (44), (45)âìåñòî (46). Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà íà ðàç-íåñåííûõ ïî âðåìåíè ñåòêàõ (òèïà êðåñò), ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì,äîêàçàíî ñîõðàíåíèå êàíîíè÷íîñòè è òåì ñàìûì ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà. Ýòè ðåçóëüòàòû äî-ïîëíÿþò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] â òîì ñìûñëå, ÷òî íàéäåíû òàêèå ñîãëàñîâàííûå ñ ðàçíîñòíûìèñõåìàìè îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî èìïóëüñà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñîõðàíåíèþ êàíîíè÷íîñòè è ôà-çîâîãî îáúåìà. Ïðèëîæåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ñîõðàíåíèÿ êàíîíè÷íîñòèâ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå (58), (59)Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (11) äëÿ ìàòðèöû ßêîáè îïåðàòîðà ïåðåõîäà ðàçíîñòíîé ñõå-ìû (58), (59), èìåþùåé ãàìèëüòîíîâ âèä. Ïîëàãàåì â ýòèõ óðàâíåíèÿõ Zn+1 = Zn+1 �Zn; ewn�1=2� èewn+1=2 = ewn+1=2 �Zn; ewn�1=2�. Òîãäà ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíîãî ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæ-íûõ ôóíêöèé èç (58), (59) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ@Zn+1@Zn = IÓ +�tn@2eeH n �Zn; ewn+1=2�@ ewn+1=2@Zn +�tn@2eeH n �Zn; ewn+1=2��@ ewn+1=2�2 Æ @ ewn+1=2@Zn ;@Zn+1@ ewn�1=2 = �tn@2eeH n �Zn; ewn+1=2��@ ewn+1=2�2 Æ @ ewn+1=2@ ewn�1=2 ;@ ewn+1=2@Zn = ��tn@2eeH n �Zn; ewn+1=2�(@Zn)2 ��tn@2eeH n �Zn; ewn+1=2�@Zn@ ewn+1=2 Æ @ ewn+1=2@Zn ;@ ewn+1=2@ ewn�1=2 = IÓ ��tn@2eeH n �Zn; ewn+1=2�@Zn@ ewn+1=2 Æ @ ewn+1=2@ ewn�1=2 :Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ øàãîâ ïî âðåìåíè �tn ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàçðåøèìà è åå ðåøåíèå(áëî÷íûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû ßêîáè îïåðàòîðà ïåðåõîäà) èìååò âèä (èñïîëüçóåì ñîêðàùåííûåîáîçíà÷åíèÿ e@nwZ = @2eeH n �Zn; ewn+1=2�@ ewn+1=2@Zn è ò. ï.)@ ewn+1=2@Zn = ��tn �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ ;@ ewn+1=2@ ewn�1=2 = �IÓ +�tne@nZw��1 ;@Zn+1@Zn = �IÓ +�tne@nwZ�� (�tn)2 e@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ ;@Zn+1@ ewn�1=2 = �tne@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 :� 14 �



Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè . . .Êðèòåðèè ñèìïëåêòè÷íîñòè (12)�(14) ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ñ ó÷åòîì (17) ïðèòðàíñïîíèðîâàíèè. Ïðîâåðÿåì (12):�@Zn+1@Zn �T Æ @ ewn+1=2@ ewn�1=2 � @ ewn+1=2@Zn !T Æ @Zn+1@ ewn�1=2 == ��IÓ +�tne@nZw�� (�tn)2 e@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ e@nww� Æ �IÓ +�tne@nZw��1 ++ (�tn)2 e@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ e@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 == �IÓ+�tne@nZw�Æ�IÓ+�tne@nZw��1�(�tn)2 e@nZZÆ�IÓ+�tne@nwZ��1Æe@nwwÆ�IÓ+�tne@nZw��1 ++ (�tn)2 e@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ e@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 = IÓ:Ïðîâåðÿåì (13):�@Zn+1@Zn �T Æ @ ewn+1=2@Zn � @ ewn+1=2@Zn !T Æ @Zn+1@Zn == � ��IÓ +�tne@nZw�� (�tn)2 e@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ e@nww� Æ�tn �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ ++ ��tne@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1� Æ ��IÓ +�tne@nwZ�� (�tn)2 e@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ� == ��IÓ +�tne@nZw� Æ�tn �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ ++ (�tn)2 e@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ e@nww Æ�tn �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ ++�tne@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ �IÓ +�tne@nwZ����tne@nZZ Æ �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ (�tn)2 e@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 Æ e@nZZ = 0:Ïðîâåðÿåì (14):� @Zn+1@ ewn�1=2�T Æ @ ewn+1=2@ ewn�1=2 � @ ewn+1=2@ ewn�1=2!T Æ @Zn+1@ ewn�1=2 == �tn �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ e@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 �� �IÓ +�tne@nwZ��1 Æ�tne@nww Æ �IÓ +�tne@nZw��1 = 0:Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (11), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ãîëîâèçíèí Â. Ì., Ñàìàðñêèé À. À., Ôàâîðñêèé À. Ï. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþêîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ãèäðîäèíàìèêå // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1977.Ò. 235, � 6. Ñ. 1285�1288.2. Êîðøèÿ Ò. Ê., Òèøêèí Â. Ô., Ñàìàðñêèé À. À., Ôàâîðñêèé À. Ï., Øàøêîâ Ì. Þ. Âàðèàöèîííî-îïåðàòîðíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Òáèëèñè: Èçä-âîÒáèëèññêîãî óíèâåðñèòåòà, 1983. � 15 �
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