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ÓÄÊ 681.324ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ.1. ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ,ÒÎ×ÍÎÑÒÈ È ÝÊÎÍÎÌÈ×ÍÎÑÒÈÂ. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèí(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ìî-ëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî íàèëó÷øèìè êà÷åñòâàìè ïî ñîîòíîøåíèþ òî÷-íîñòü � ýêîíîìè÷íîñòü îáëàäàþò ðàçíîñòíûå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå êàíîíè÷íîñòü ôà-çîâîãî ïîòîêà.Ïðåäëîæåíà òðåõñòàäèéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà RKN4 ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìà-öèè. Èñïîëüçîâàíèå ýòîé ñõåìû ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü (íà 3-4 ïîðÿäêà) àìïëèòóäíóþîøèáêó è äèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé â ðàñ÷åòàõçàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñõåìîé Verlet. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòüïðè ñîõðàíåíèè çàäàííîé òî÷íîñòè ñóùåñòâåííî óìåíüøàòü âðåìÿ ðàñ÷åòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû, ôàçîâàÿ îøèá-êà, ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, ñîõðàíåíèå êàíîíè÷íîñòè ôàçîâîãî ïîòîêà, ðàçíîñòíûå ñõåìûìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. ÂâåäåíèåÌåòîä êëàññè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè (ÌÄ) îñíîâàí íà èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæå-íèÿ Íüþòîíà äëÿ àíñàìáëÿ ÷àñòèö. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé(ìîäåëèðîâàíèå ñâîéñòâ æèäêîñòåé è òâåðäûõ òåë, êîíôîðìàöèîííûé àíàëèç áåëêîâûõ ìîëåêóë, ìî-äåëèðîâàíèå äèíàìèêè çâåçäíûõ ñêîïëåíèé è ïð.).Â ìåòîäå ÌÄ äâèæåíèå ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ çàäàííûì ïîòåíöèàëîìâçàèìîäåéñòâèÿ: H =Xi j~pij22mi +Xi Xj 6=i U (~ri; ~rj);ãäå ~ri, ~pi = mi~ui � ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñ-âåêòîð è èìïóëüñ i-é ÷àñòèöû; U (~ri; ~rj) � ïîòåíöèàëâçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö i, j.Åñëè ïîòåíöèàë U (~ri; ~rj) çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè è íå çàâèñèò îò èõâçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä [1]d~ridt = @H@~pi = ~ui; d~pidt = mid~uidt = �@H@~ri =Xj 6=i ~ri � ~rjj~ri � ~rjjf (j~ri � ~rj j); i = 1; 2; � � � ; N;ãäå f (r) = �dU (r)dr � ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîòåíöèàëó U (r).Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà ÷àñòèö âçàèìîäåéñòâóåò íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, åñòåñòâåííûì ìåòîäîì ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Íà êàæäîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ äâóõ ÷àñòèö è îïðåäåëÿþòñÿ èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò è ñêîðîñòåéýòèõ ÷àñòèö çà ñ÷åò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. � 18 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ...Ïóñòü èçâåñòíû (m;~r; ~u)ni , (m;~r; ~u)nj � ìàññû, êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèö i, j â ìîìåíò âðåìåíèt = tn. Îïðåäåëèì èçìåíåíèå êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ÷àñòèö â ðåçóëüòàòå èõ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿçà âðåìÿ �t = tn+1 � tn, ò. å. ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèéd~ridt = ~ui; mid~uidt = ~ri � ~rjj~ri � ~rj jf (j~ri � ~rj j) ; (1)d~rjdt = ~uj; mj d~ujdt = ~rj � ~rij~ri � ~rj jf (j~ri � ~rj j) : (2)Â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå ñèñòåìà (1), (2) ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è óðàâ-íåíèÿìè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö:d~rcdt = ~uc; d~ucdt = 0;d~rdt = ~u; d~udt = ~' (~r) = ~rMrf (r) ; (3)ãäå ~rc = mi~ri +mj~rjmi +mj ; ~uc = mi~ui +mj~ujmi +mj ; M = mimjmi +mj ; ~r = ~ri � ~rj; r = j~rj ; ~u = ~ui � ~uj :Ïóñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êàêîé-ëèáî ðàçíîñòíîé ñõåìû ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3)íà ìîìåíò âðåìåíè t = tn+1. Òîãäà èçìåíåíèå êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ÷àñòèö i, j â ðåçóëüòàòå èõïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çà âðåìÿ �t = tn+1 � tn îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèéÆ~rij = Mmi Æ~r = Mmi �~r n+1 � ~r n ��t~un� ; Æ~uij = Mmi Æ~u = Mmi �~un+1 � ~un� ;Æ~rji = �Mmj Æ~r = �Mmj �~r n+1 � ~r n ��t~un� ; Æ~uji = �Mmj Æ~u = �Mmj �~un+1 � ~un� :Ðåøåíèå íà ìîìåíò âðåìåíè t = tn+1 âû÷èñëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì âêëàäà âñåõ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé:~r n+1i = ~r ni +�t~uni +Xi 6=j Æ~rij ; ~un+1i = ~uni +Xi 6=j Æ~uij :Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3). Ìíîãî÷èñëåííûå ïóáëèêàöèè ïîêàçûâàþò,÷òî âî âñåõ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÌÄ èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòåéøàÿ ñõåìà Verlet [2] (ëèáî àíàëîãè÷íûååé, íàïðèìåð ñõåìà Leap_frog). Âûÿñíèëîñü [3], ÷òî ôîðìàëüíîå óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìà-öèè íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âðå-ìåíè âû÷èñëåíèÿ îò àìïëèòóäíîé îøèá-êè äëÿ çàäà÷è î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿ-òîðå, âçÿòàÿ èç [3]. Â êà÷åñòâå àìïëèòóä-íîé îøèáêè âûáðàíî îòêëîíåíèå â íîðìåL2 ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû îò òî÷íîãî çíà÷å-íèÿ çà âðåìÿ, ðàâíîå 1 000 ïåðèîäîâ:Æamp = 1Lvuuut 1T t=TZt=0 (r � ra)2 dt;L = u0! ; T = 10002�! :Íèæíÿÿ êðèâàÿ íà ýòîì ðèñóíêå ñîîòâåò-ñòâóåò ðàñ÷åòó ñî ñõåìîé Verlet. Ïî ñîîò-íîøåíèþ òî÷íîñòü � ýêîíîìè÷íîñòü ýòàïðîñòåéøàÿ ñõåìà ïðåâîñõîäèò ñõåìû ñ áî-ëåå âûñîêèì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè. Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ îò àìïëèòóäíîéîøèáêè ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ðàçëè÷íûìè ñõåìàìè (Pentium (R)4CPU, 2GHz, 256MB RAM): � CD, PV; - - - � T-1/6;� � � � D-1/12; -� -� � PC-3; � - - � � PC-4; � PC-5;� CHIN; � OMF30; � OMF32; � FR� 19 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÖåëü ðàáîòû ñîñòîÿëà â ïîèñêå àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû óâåëè÷èòü òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâè ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè. Íà÷íåì ñ êðàòêîãî îáçîðà èçâåñòíûõ àâòîðàì ñõåì ÌÄ.Ðàçíîñòíûå ñõåìû ÌÄÏîëóøàãîâàÿ ñõåìà Verlet âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ.Îäíà èç ìîäèôèêàöèé ñõåìû Verlet � ñõåìà CD:~un+1=2 = ~un�1=2 +�t~'n; ~r n+1 = ~r n +�t~un+1=2:Âòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ � ñõåìà PV:~un+1 = ~un +�t~'n+1=2; ~r n+1=2 = ~r n�1=2 +�t~un:Äëÿ äàííîé ñõåìû (åå ìîäèôèêàöèé) ñåòî÷íûå ôóíêöèè ñêîðîñòè è êîîðäèíàò ðàçíåñåíû ïî âðå-ìåíè, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ñòàðòîâàÿ ïðîöåäóðà äëÿ âûâîäà ýòèõ ôóíêöèé íà íóæíûé âðåìåííîéñëîé.Ñõåìû Õàêèìîâà [4] òðåòüåãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Òðåõñëîéíàÿ ñõåìà T-1/12:~r n+1 = ~r n +�E � �t212 �@~'@~r �n��1 ��t~un + �t212 �7~'n � ~'n�1�� ;~un+1 = ~un + �t12 �8~'n + 5~'n+1 � ~'n�1� :Äâóõñëîéíàÿ ñõåìà T-1/6:~r n+1 = ~r n +�t~un + �t22 ~'n + �t36 �@~'@~r�n ~un;~un+1 =  E � �t26 �@~'@~r �n+1!�1�~un +�t~'n + �t23 �@~'@~r �n ~'n� :Òðåõñëîéíàÿ ñõåìà D-1/12:~r n+1 = ~r n�1 +�E � �t212 �@~'@~r�n��1�~r n � ~r n�1 +�t~un + �t22 ~'n� ;~un+1 = ~un + �t12 �8~'n + 5~'n+1 � ~'n�1� :Äëÿ òðåõñëîéíûõ ñõåì ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ, òàê êàê â íà÷àëü-íûé ìîìåíò âðåìåíè òðåáóåòñÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì îïðåäåëèòü ñåòî÷íûå ôóíêöèè íà äâóõ âðåìåí-íûõ ñëîÿõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå àâòîðû îãðàíè÷èëèñü ðàññìîòðåíèåì äâóõñëîéíîé ñõåìû T-1/6.Ìíîãîñëîéíûå ñõåìû Ãèðà. Ê äàííîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð òðå-òüåãî, ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî ïîðÿäêîâ àïïðîêñèìàöèè � PC3, PC4, PC5. Äëÿ ñõåì ýòîãî êëàññàíà ýòàïå ïðåäèêòîð âû÷èñëÿþòñÿ ñåòî÷íûå ôóíêöèè ~r(�), � = 0; 1; : : : ; p, ÿâëÿþùèåñÿ ïåðâûìè p-ïðîèçâîäíûìè êîîðäèíàò (p � ïîðÿäîê ñõåìû) [3]:�~r (�)�n+1pred = �~r (�)�n + p��Xl=1 �tl �~r (�+l)�nl! ; � = 0; 1; 2; : : : ; p:Äàëåå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå íà ýòàïå ïðåäèêòîð, êîððåêòèðóþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (�� � êîýô-ôèöèåíò ðàçíîñòíîé ñõåìû)�~r (�)�n+1 �t��! = �~r (�)�n+1pred �t��! + ���t22! �~'��~r (0)�n+1pred�� �~r (2)�n+1pred� ; � = 0; 1; 2; : : : ; p:Àâòîðû èñêëþ÷èëè èç ðàññìîòðåíèÿ ýòè ñõåìû èç-çà ïðîáëåìû ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ.� 20 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ...Ñèìïëåêòè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ. Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ìîæåò áûòü çà-ïèñàíà â âèäå d ~Xdt = ~F � ~X� = L ~X; ~X = 0@ ~r~u 1A(L = A+B = ~u @@~r + ~' @@~u � îïåðàòîð Ëèóâèëëÿ), òî ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä~Xn+1 = exp(L�t) ~Xn.Ñèìïëåêòè÷åñêèå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ [5�7] îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè exp(L�t) â âèäå ïðî-èçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàí â ÿâíîì âèäå.Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (ñõåìà OMF [5]):exp(L�t) = exp(B�OMF�t)exp�A�t2 � exp�B(1�2�OMF )�t�exp�A�t2 � exp(B�OMF�t)+CO(�t3);ãäå �OMF = 12 � 3p36 + 2p32612 + 16 3p36 + 2p326 :Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (ñõåìà FR [7]):exp (L�t) = exp (Bc4�t) exp (Ad3�t) exp (Bc3�t) exp (Ad2�t)��exp (Bc2�t) exp (Ad1�t) exp (Bc1�t) + CO ��t5� ;ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:c1 = �FR + 12; c2 = ��FR; c3 = ��FR; c4 = �FR + 12;d1 = 2�FR + 1; d2 = �4�FR � 1; d3 = 2�FR + 1; �FR = 16 � 3p2 + 13p2� :Ñõåìà Ðîçåíáðîêà. Äàííàÿ ñõåìà (CROS) [8, 9] èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ æåñòêèõñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èìååò âèä~Xn+1 = ~Xn +�tRe�(Gn)�1 ~F n� = ~Xn +�tRe0@ E � ��t @ ~F@ ~X!n!�1 ~F n1A ; (4)ãäå ìàòðèöà ßêîáè @ ~F@ ~X = 0@ 0 E@~'@~r 0 1A :Îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà � ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî � = (1+ i)=2. Äëÿ äàííîé ñõåìû òðåáóåòñÿîáðàùåíèå ìàòðèöû Gn è âû÷èñëåíèå ðåàëüíîé ÷àñòè âåêòîðà (Gn)�1 ~F n.Ìàòðèöó Gn â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîãî (êðîíåêåðîâà) ïðîèçâåäå-íèÿ [10]: Gn = E � ��t @ ~F@ ~X!n = E 
0@ 1 ���t���tM f 0r 1 1A :Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, âûïèøåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:~r n+1 = ~r n +�t~un � �t1 +��t2 (f 0r)n2M �2 "~un��t2 (f 0r)n2M �2 � ~r nfn�t2Mrn �1� �t2 (f 0r)n2M �# ;~un+1 = ~un + �t1 +��t2 (f 0r)n2M �2 �~r nfnMrn + ~un�t (f 0r)n2M �1� �t2 (f 0r)n2M �� : (5)
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Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÈç (5) ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà CROS èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.Ðàçíîñòíûå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà. Îãðàíè÷èì êëàññ ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè (3). Ïóñòü ïðåîáðàçî-âàíèå (ôàçîâûé ïîòîê) ~r = ~r (t; ~r0; ~p0), ~p = ~p (t; ~r0; ~u0), ~r; ~p 2 Rs, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèéÃàìèëüòîíà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè ~rjt=0 = ~r0, ~pjt=0 = ~p0. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåì (3)ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà. Ýòî îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîòîêà èíòå-ãðàëîâ ïî çàäàííûì 2l (1 � l � s) ìíîãîîáðàçèÿì [1]. Â ÷àñòíîñòè, èíâàðèàíòîì äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿôàçîâûé îáúåì. Ïóñòü G = @(~r; ~p)@(~r0; ~p0) � ìàòðèöà ßêîáè. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êàíî-íè÷íîñòè � âûïîëíåíèå òîæäåñòâà (Is � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì s� s)(G)T JG = J; J = 0@ 0 �IsIs 0 1A :Åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû è äëÿ ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ßêîáè óäî-âëåòâîðÿëà óñëîâèþ �Gn+1�T JGn+1 = J; Gn+1 = @(~r n+1; ~pn+1)@(~r n; ~pn) : (6)Ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ (6) ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Þ. Á. Ñóðèñà [11, 12]. Âñëåäçà [12] áóäåì íàçûâàòü òàêèå ñõåìû ãàìèëüòîíîâûìè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ ðàñïàäàþùèìñÿãàìèëüòîíèàíîì âèäà H (~r; ~p) = K (~p) + U (~r) è âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [11]. Êëàññ m-ñòàäèéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì Ðóíãå�Êóòòû�Íèñòðåìà (RKN)~� i = ~r n +�t�1~un +�t2 mXj=1 aij �'�~� i� ; i = 1; 2; : : : ;m;~r n+1 = ~r n +�t~un +�t2 mXj=1 �j ~'�~�j�; ~un+1 = ~un +�t mXj=1 
j ~'�~�j�ïîðîæäàåò êàíîíè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà�i = 
i (1� �i) ; i = 1; 2; : : : ;m;
iaij � 
jaji + 
i
j (�j � �i) = 0; i; j = 1; 2; : : : ;m: (7)Äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïàäàþùèìñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ñóùåñòâóþò ÿâíûå ñõåìû RKN, ò. å. ñõåìû, äëÿêîòîðûõ ìàòðèöà faijg � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ. Òàê, ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (7) ÿâëÿåòñÿìàòðèöà ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé [11]:aij = 8<: 0; 1 � i � j � m;
j (�i � �j) ; 1 � i < j � m:Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðàìè m-ñòàäèéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû RKN ÿâëÿþòñÿ äâà âåêòîðà �i, 
iäëèíîé m. Ýòèìè ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñõåìó ñìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè.Äëÿ m = 1 ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñõåì (
1 = 1; �1 � ïðîèçâîëüíûé ïàðà-ìåòð). Åñëè ïîëîæèòü �1 = 1, òî ïîëó÷èì ñõåìó Verlet. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ñõåìà ïðèíàäëåæèòê êëàññó ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ ôàçîâûé îáúåì. Ñõåìå RKN2 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �1 == 1=2.Ñðåäè äâóõñòàäèéíûõ ñõåì (m = 2) íåò ñõåì òðåòüåãî ïîðÿäêà.� 22 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ...Ðàññìîòðèì êëàññ òðåõñòàäèéíûõ ñõåì (m = 3). Â ýòîì êëàññå óæå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñõåìòðåòüåãî ïîðÿäêà ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîèçâîëîì [11]:�2 = 3�1 � 23 (2�1 � 1) ; �3 = �1;
2 = 1� 2�12 (�2 � �1) ; 
1 + 
3 = 2�2 � 12 (�2 � �1) ; 
1 � 
3 = 13 (1� 2�1) ;ãäå ïàðàìåòð �1 � ïðîèçâîëüíûé.Ïîïûòàåìñÿ óâåëè÷èòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ òðåõñòàäèéíîé ñõåìû. Ïðè-ñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòüïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé âïëîòü äî íóæ-íîãî ïîðÿäêà. Êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíîé ñõåìû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè óäîâëåòâîðÿþòñëåäóþùåé ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå:
1 + 
2 + 
3 = 1;�1
1 + �2
2 + �3
3 = 12;�21
1 + �22
2 + �23
3 = 13;
1
2 (�2 � �1) + 
1
3 (�3 � �1) + 
2
3 (�3 � �2) = 16 ;�31
1 + �32
2 + �33
3 = 14;�1
1
2 (�2 � �1) + �1
1
3 (�3 � �1) + �2
2
3 (�3 � �2) = 124 ;�2
1
2 (�2 � �1) + �3
1
3 (�3 � �1) + �3
2
3 (�3 � �2) = 18 :Êàçàëîñü áû, âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òðåõñòàäèéíîé ñõåìû RKN ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè-ìàöèè íå ìîæåò áûòü ðåøåí ïîëîæèòåëüíî. Îäíàêî àíàëèç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò,÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àéíîå âûðîæäåíèå è ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. Îïóñêàÿ ïðî-ìåæóòî÷íûå âûêëàäêè, çàïèøåì ýòî ðåøåíèå:�1 = 3�p36 ; �2 = 3 +p36 ; �3 = 3�p36 ;
1 = 3 + 2p312 ; 
2 = 12; 
2 = 3� 2p312 :Îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè p ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ñòàäèé m íàçû-âàþò ïîðîãàìè Áóò÷åðà [13]. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñõåì Ðóíãå�Êóòòû, ïðèìåíåííûõê ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñóùåñòâóþò òðè ïîðîãà Áóò÷åðà [14]. p-éïîðÿäîê òî÷íîñòè ìîãóò îáåñïå÷èòü ñõåìû ñ ÷èñëîì ñòàäèé m =m�, ãäåm� = 8>>><>>>: p; p � 4;p+ 1; 4 < p � 6;p+ 2; 6 < p:Êàê âèäèì, äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïåðâûé ïîðîã Áóò÷åðà ìîæåò áûòü ïðåîäîëåí.Áóäåì ó÷èòûâàòü âêëàä âñåõ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé íà êàæäîì ýòàïå òðåõñòàäèéíîé ðàçíîñòíîéñõåìû. Çàïèøåì ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ â âèäå, óäîáíîì äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ:~r1i = ~r ni +�t�1~uni ; ~u1i = ~uni + �t
1mi Xj 6=i ~r1i � ~r1j���~r1i � ~r1j ���f ���~r1i � ~r1j ��� ;� 23 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèí~r2i = ~r1i +�t (�2 � �1) ~u1i ; ~u2i = ~u1i + �t
2mi Xj 6=i ~r 2i � ~r 2j���~r 2i � ~r 2j ���f ���~r 2i � ~r 2j ��� ;~r 3i = ~r 2i +�t (�3 � �2) ~u2i ;~un+1i = ~u2i + �t
3mi Xj 6=i ~r 3i � ~r 3j���~r 3i � ~r 3j ���f ���~r 3i � ~r 3j ��� ; ~r n+1i = ~r 3i +�t (1� �3) ~un+1i :Äëÿ êàæäîãî èç ýòàïîâ îðãàíèçóåòñÿ öèêë ïî âñåì ÷àñòèöàì çàäà÷è. Ïðè òàêîé ôîðìå çàïèñè íåòðåáóåòñÿ õðàíåíèå ìàññèâîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé.Ñðàâíåíèå ñõåì ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòèÏðîâåäåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ìàëûõ âîçìóùåíèé îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿäëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3). Äëÿ òàêîãî èññëåäîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé.Äëÿ ïîòåíöèàëà ÌîðçåU (r) = D"exp��2� (r � r0)�� 2exp��� (r � r0)�#ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèäU (r) = �D +D�2 (r � r0)2 +O �(r � r0)3� = �D + !2M2 (r � r0)2 +O �(r � r0)3� ;ãäå !2 = 2D�2=M , ! � ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé.Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:f (r) = �U 0r = �!2 (r � r0) +O �(r � r0)2� :Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõñèñòåìó (3). Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:jE � �Gj = 0; (8)ãäå G � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå ôàçîâûé îáúåì, ÿâëÿþòñÿ !-óñòîé÷èâûìè [11],òàê êàê äëÿ òàêèõ ñõåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8) ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòèâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíû êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñõåì äëÿ çàäà÷ ÌÄ.Ïî ýòîé ïðè÷èíå îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíèåì ñõåì CROS è RKN, íå ðàññìîòðåííûõ â [3].Ñõåìà CROS èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè è óäîâëåòâîðÿåò ïîâûøåííûì òðåáîâàíèÿì ê óñòîé-÷èâîñòè, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ L2-óñòîé÷èâîé (j�j = O �K�2�, K = !�t ! 1) è ñîîòâåòñòâåííî áåç-óñëîâíî óñòîé÷èâîé. Äàííàÿ ñõåìà ïðîäåìîíñòðèðîâàëà îòëè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè ðåøåíèè æåñò-êèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [9]. Îäíàêî äëÿ ñõåìû CROS íå âûïîëíåíî óñëîâèå!-óñòîé÷èâîñòè, è îíà îêàçàëàñü íå âïîëíå ïðèãîäíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÌÄ íà àñèìïòîòè÷åñêèáîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè.Ìàòðèöà ïåðåõîäà äëÿ ñõåìû RKN4 ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàèñêëþ÷åíèåì ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé ~r 1; ~r 2; ~r 3 èç ñèñòåìû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:G = 0BBB@ 1� K22 + K424 � K6 �3 +p3�123 �t�1� K26 + K472 � K6123��K2�t  1� K26 + K42 � 122 � K6 �3 +p3�123 ! 1� K22 + K424 � K6 �3�p3�123 1CCCA :� 24 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ...Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä�2 � 2��1� K22 + K42 � 12 � K64 � 122�+ 1 = 0:Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòàD = �1� K22 + K42 � 12 � K64 � 122�2 � 1 = (1� K24 "1 +�1� K212 �2#)2 � 1:Ïîýòîìó ñõåìà RKN4 óñòîé÷èâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿK < Kcr = 2q2� 3p4 + 3p2 = 2;5865;ãäå Kcr � êîðåíü áèêóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿK2cr4 "1 +�1� K2cr12 �2# = 2:Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå äàííûå ïî óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñõåì,âçÿòûå èç ðàáîòû [3]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âñå ñõåìû (çà èñêëþ÷åíèåìCROS) íå ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.Îïðåäåëèì, êàê ñîîòíîñèòñÿ øàã, îïðåäåëÿåìûé óñòîé÷èâîñòüþ, ñ ïåðèîäîì ìàëûõ êîëåáàíèé.Ïóñòü ! � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, òîãäà ïåðèîä ðàâåí T = 2�/!, à âðåìåííîé øàã, îïðåäåëÿåìûéóñòîé÷èâîñòüþ, �t = Kcr=!. Ïîýòîìó �t/T = 2�/Kcr. Òàê êàê Kcr � 2, òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèéóñòîé÷èâîñòè âåñü ïåðèîä êîëåáàíèé áóäåò ïðîéäåí ïðèáëèçèòåëüíî çà 3 øàãà, ÷òî íàõîäèòñÿ âïðîòèâîðå÷èè ñ òðåáîâàíèÿìè òî÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñ÷åòîñóùåñòâëÿåòñÿ ñ øàãîì, ñóùåñòâåííî ìåíüøèì, ÷åì ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñòîé÷èâîñòè.Òàáëèöà 1Ñâîäíûå äàííûå ïî óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåìCõåìà Kcr Ñõåìà Kcr Ñõåìà KcrVerlet 2 D-1/12 2;45 CROS 1T-1/12 2;45 OMF 2;5 RKN2 2T-1/6 2;28 FR 1;572 RKN4 2;586Ñðàâíåíèå ñõåì ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòèÄèñáàëàíñ â çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ. Èññëåäóåì âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿâ ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ ÌÄ. Ñòðóêòóðà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òàêîâà, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëü-ñà âûïîëíåí àâòîìàòè÷åñêè. Îñòàíîâèìñÿ íà âûïîëíåíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ìîìåíòàèìïóëüñà.Íà êàæäîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1), (2) äëÿ äâóõ ÷àñòèö. Åñëèîáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà êàæäîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ, òî îíáóäåò âûïîëíåí è íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå.Îáðàòèìñÿ ê ðàçíîñòíûì ñõåìàì, àïïðîêñèìèðóþùèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3). Çàïèøåì ðàçíîñò-íûå óðàâíåíèÿ â âèäå (G � ìàòðèöà ïåðåõîäà)0@ ~r~u 1An+1 = G0@ ~r~u 1An : (9)Èñïîëüçóÿ (9), ïîëó÷àåì ñâÿçü ìîìåíòîâ èìïóëüñà íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðåìåííûõ ñëîÿõ:(M~u� ~r)n+1 = det (G) (M~u� ~r)n :� 25 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. ØåìàðóëèíÒàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà çàâèñèò îò òîãî, íà-ñêîëüêî äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ïåðåõîäà G îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîéóáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñõåìû RKN4 det (G) = 1:×òî êàñàåòñÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ÷àñòèö, òî åãî âûïîëíåíèå íå ãàðàíòèðó-åòñÿ ðàçíîñòíîé ñõåìîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå âî âñåõ ðàñ÷åòàõ, ïðåäñòàâëåííûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå,ïðèâåäåíû äàííûå ïî äèñáàëàíñó ïîëíîé ýíåðãèè.Ôàçîâàÿ îøèáêà. Âû÷èñëèì ôàçîâóþ îøèáêó äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé:ÆF = !�t� arg (�)!�t ;ãäå arg (�) � àðãóìåíò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà. Èçâåñòíî, ÷òî ìîäóëü ñîáñòâåííîãîçíà÷åíèÿ "îòâå÷àåò" çà óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû, à åãî àðãóìåíò � çà òî÷íîñòü.Çàâèñèìîñòè arg (�) è ÆF îò ÷èñëà Êóðàíòà äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåìïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî â òàáë. 2 è íà ðèñ. 2. Êàê âèäèì, äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû RKN4 ôàçîâàÿîøèáêà ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷èñåë Êóðàíòà K < 1. Îòìåòèì, ÷òî âïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ çíà÷åíèÿ K íå ïðåâûøàþò 0,1.

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ôàçîâîé îøèáêè îò ÷èñëà Êó-ðàíòà äëÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì: ��� � RKN4; �Æ� �CROS; ��� � T-1/6; �N� � Verlet; ��� � FR;��� � OMF

Òàáëèöà 2Çíà÷åíèÿ arg(�) äëÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-íûõ ðàçíîñòíûõ ñõåìÑõåìà arg(�)RKN4 arcsin0@s1��1� K22 + K424 � K64 � 122�21AT-1/6 arcsin0@s1��6� 2K2 � 0;25K46 +K2 �21AFR arcsin�q1� [1� 0;5K2 (1� aK4)]2�,a = �2FR (1� 2�FR)3 (1 + 4�FR)Verlet arcsin Kr1� K24 !CROS arcsin K �1 + K44 ��3=2!OMF arcsin�q1� [1� 0;5K2 (1� aK2)]2�,a = 0;5�OMF (1� 2�OMF )Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâÇàäà÷à 1. Î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå,ïðåäñòàâëåííîé â íà÷àëå ñòàòüè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âçÿòà èç [3]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ÷à-ñòèöû ñ çàäàííîé ìàññîé m = 1 â ãàðìîíè÷åñêîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U (r) = 0;5!2r2, ! = 1,îïèñûâàåìîå èçâåñòíûì ðåøåíèåì ra = sin (!t), ua = cos (!t) :Â êà÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì âûáðàíà àìïëèòóäíàÿ îøèáêà (îòêëîíåíèå â íîðìåL2 ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ çà âðåìÿ, ðàâíîå 1 000 ïåðèîäîâ). Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷å-òàõ îïðåäåëÿëàñü çàâèñèìîñòü âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ îò àìïëèòóäíîé îøèáêè. Âðåìÿ âû÷èñëÿëîñüíà îñíîâå ýêñïåðòíîé îöåíêè ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çà åäèíèöó áûëî âûáðàíî âðåìÿâû÷èñëåíèÿ ñ øàãîì �t = 1 (K = 1) ïî ñõåìå Verlet.� 26 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ...Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Êàê âèäèì, èñïîëüçîâàíèå ñõåìû RKN4 ïîçâîëèëî ñóùå-ñòâåííî (ïðèìåðíî íà äâà ïîðÿäêà) óìåíüøèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî óáûâàíèå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè óìåíüøåíèè øàãà èíòåãðèðî-âàíèÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñõåìû (çà èñêëþ÷åíèåì RKN4), èìåþùèå ðàçíûå ïîðÿäêè àïïðîê-ñèìàöèè, äåìîíñòðèðóþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (p = 2). Äëÿ ñõåìû RKN4 ïîðÿäîêñõîäèìîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè (p = 4).

Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Çàâèñèìîñòè âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ îòàìïëèòóäíîé îøèáêè: ��� � RKN4; �Æ� � CROS;��� � T-1/6; �N� � Verlet; ��� � FR; ��� � OMF Ðèñ. 4. Çàäà÷à 1. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäíîéîøèáêè îò ÷èñëà Êóðàíòà (K = !�t): ��� �RKN4; �Æ� � CROS; ��� � T-1/6; �N� �Verlet; ��� � FR; ��� � OMFÇàäà÷à 2. Î êîëåáàòåëüíîì äâèæåíèè äâóõ òåë â ïîëå ñèë ïîòåíöèàëà Ìîðçå. Ðàññìàòðèâàåòñÿäâèæåíèå äâóõ ÷àñòèö ñ ìàññàìè m1 = m2 = m è ïîòåíöèàëîì ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿÌîðçå U (r) = D"exp��2� (r � a)�� 2exp��� (r� a)�#; r = r1 � r2:Â ìîìåíò t = 0 çàäàíà ñêîðîñòü ðàçëåòà ÷àñòèö, íàïðàâëåííàÿ âäîëü ïðÿìîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåéýòè ÷àñòèöû. Èõ íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ: r1 = 0;5a; r2 == �0;5a;u1 = u0;u2 = �u0:Ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Åñëè íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷å-ñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö áîëüøå ðàçìåðà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, b =pmu20=D > 1, òî ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿíà áåñêîíå÷íîå ðàññòîÿíèå ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Ïðè b < 1 ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿðàâíîâåñèÿ. Çíà÷åíèþ b = 1 ñîîòâåòñòâóåò ðåæèì ðàçëåòà, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû îñòàíàâëèâàþòñÿíà áåñêîíå÷íîñòè.Ðàññìîòðèì âàðèàíò çàäà÷è ñ êîëåáàòåëüíûì ðåæèìîì:r1 (t) = 0;5r (t) ; r2 (t) = �0;5r (t) ; u1 = u (t) ; u2 = �u (t) ;r (t) = a+ 1� ln�1 + b sin (' (t))1� b2 � ; u (t) = 2u0p1� b2 cos (' (t))1 + b sin (' (t)) ;' = 2t�rDmp1� b2 � arcsin (b) :Ïåðèîä êîëåáàíèé T = ��r mD (1� b2) ; àìïëèòóäà �r = 1� ln�1 + b1� b�. Òðàåêòîðèÿ îòíîñèòåëüíîãîäâèæåíèÿ ÷àñòèö íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p = mu; r) çàìêíóòà è îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì� 27 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèí�(p; r) = �b p2mu0�2 + "1� exp��� (x� a)�#2 � b2 = 0:Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà � = 4, D = 1=(4�2) = 0; 015625 âûáèðàåì òàê, ÷òîáû ÷àñòîòàìàëûõ êîëåáàíèé áûëà ðàâíà åäèíèöå: ! = 2pD�2=m = 1. Çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà b = 1 ñîîòâåòñòâóåòíà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö u0 = bpD=m = 1=8 = 0;125:Â ðàñ÷åòàõ ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðçå àìïëèòóäíàÿ îøèáêà Æamp âû÷èñëÿëàñü çà âðåìÿ T =100 �(2�=!),ñîîòâåòñòâóþùåå 100 ïåðèîäàì. Âåëè÷èíà Æamp íîðìèðîâàëàñü íà ðàçìåð L = a. Äëÿ ýòîé íåëè-íåéíîé çàäà÷è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â çàäà÷å 1 ñèñïîëüçîâàíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Èìååò ìåñòî áåçóñëîâíîå ïðåâîñõîäñòâî ñõåìû RKN4(ðèñ. 5, 6).Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè èë-ëþñòðèðóþò ðèñ. 7�9 (ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó). ×èñëåííûé äèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè, õàðàê-òåðíûé äëÿ ñõåìû Verlet, ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ òðàåêòîðèè îò çàìêíóòîé ê ðàñõîäÿùåéñÿ. Ýòîò ýô-

Ðèñ. 5. Çàäà÷à 2. Çàâèñèìîñòè âðåìåíè âû÷èñëå-íèÿ îò àìïëèòóäíîé îøèáêè â ðàñ÷åòàõ ñ u0 = 0;12:��� � RKN4; �Æ� � CROS; ��� � T-1/6; �N� �Verlet; ��� � FR; ��� � OMF Ðèñ. 6. Çàäà÷à 2. Çàâèñèìîñòè àìïëèòóäíîé îøèáêèîò ÷èñëà Êóðàíòà â ðàñ÷åòàõ ñ u0 = 0;12: ��� �RKN4; �Æ� � CROS; ��� � T-1/6; �N� � Verlet;��� � FR; ��� � OMF

Ðèñ. 7. Çàäà÷a 2. Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæå-íèÿ ÷àñòèö (u0 = 0;122) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p == mu; r) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 500: 1 � ðàñ÷åòïî ñõåìå Verlet ñ øàãîì �t = 0;5 (K = 0;5); 2 � àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå Ðèñ. 8. Çàäà÷à 2. Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæå-íèÿ ÷àñòèö (u0 = 0;122) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p == mu; r) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 500: ðàñ÷åò ïîñõåìå RKN4 ñ øàãîì �t = 0;5 (K = 0;5) è àíàëèòè-÷åñêîå ðåøåíèå� 28 �
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Ðèñ. 9. Çàäà÷à 2. Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö (u0 = 0;122) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (p = mu; r)â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 500: ðàñ÷åò ïî ñõåìå CROS ñ øàãîì �t = 0;5 (K = 0;5) è àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå(âíåøíèé êîíòóð)ôåêò äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 7. Äëÿ ñõåìû RKN4 ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èìååì óñòîé÷èâóþòðàåêòîðèþ (ðèñ. 8). ×èñëåííûé äèñáàëàíñ äðóãîãî çíàêà, õàðàêòåðíûé äëÿ ñõåìû CROS, ïðè-âîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì òðàåêòîðèþ â ôîðìå ñïèðàëè,ñõîäÿùåéñÿ â òî÷êó (p = 0, r = 1) (ðèñ. 9).Çàäà÷à 3. Î äâèæåíèè äâóõ òåë â ïîëå ñèë ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå. Ìîäèôèöè-ðîâàííûé ïîòåíöèàë Ìîðçå çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, íî è îò óãëà ìåæäóâåêòîðîì ~r = ~r1 � ~r2 è åäèíè÷íûì âåêòîðîì ~n íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî íàïðàâëåíèÿ:U (~r) = R (r)"b+ d(~n � ~r)2(~r � ~r) # ; R (r) = D"exp��2� (r � a)�� 2exp��� (r � a)�#;d; b 2 R; d � 0; b > 0; d+ b = 1:Ó÷åò óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé òðåáóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ â ðàñ÷åòàõ óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðåøåòîê,õàðàêòåðíûõ äëÿ êîâàëåíòíûõ êðèñòàëëîâ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîëå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçåñ ïàðàìåòðàìè D = 1; a = 1;� = 4; b = 0; d = 1;nx = 1;ny = 0 è íà÷àëüíûìè äàííûìèm1 = m2 = 2; x1 = 0;505; x2 = �0;505; y1 = y2 = 0;ux1 = !x1; ux2 = !x2; uy1 = uy2 = 0; ! = 1;3:Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö èçîáðàæåíû íà ðèñ. 10. Ñóùåñòâóþò òîëüêî äâàòèïà öåíòðàëüíûõ ïîëåé, â êîòîðûõ âñå ôèíèòíûå òðàåêòîðèè çàìêíóòû [1, 15]. Ýòî ïîëÿ, äëÿêîòîðûõ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà r�1 èëè r2. Ïîòåíöèàë Ìîðçå íå ïðèíàäëåæèò êýòîìó êëàññó ïîëåé, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåãî âîçìîæíû îãðàíè÷åííûå íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèè. Â÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå ñóùåñòâóþò íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèè, âñþäóïëîòíî çàïîëíÿþùèå íåêîòîðóþ îáëàñòü â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ, íå ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò(ñì. ðèñ. 10).Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ íå èçâåñòíî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îòñóòñòâóþò äàí-íûå îá àìïëèòóäíîé îøèáêå. Î òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñóäèòü ïî äèñáàëàíñó ïîëíîé ýíåðãèè(ðèñ. 11) ÆEmax = maxt ������0;5�m1 j~u1j2 +m2 j~u2j2�+ U (j~r1 � ~r2j)�E0E0 ������ :Äèñáàëàíñ äëÿ ñõåìû RKN4 óìåíüøàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè.� 29 �
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Ðèñ. 10. Çàäà÷à 3. Òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíîãî äâè-æåíèÿ ÷àñòèö â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < 150: ðàñ-÷åò ïî ñõåìå RKN4 (K = 0;25) Ðèñ. 11. Çàäà÷à 3. Çàâèñèìîñòè äèñáàëàíñà ïîëíîéýíåðãèè îò ÷èñëà Êóðàíòà (K = !�t): ���� RKN4;�N� � Verlet; ��� � FR; ��� � OMFÇàäà÷à 4 (Àðåíñòîðôà). Ðàññìîòðèì ïðèìåð îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë [16]. Äâà òåëà ñêîíå÷íîé ìàññîé (Çåìëÿ, m1 = 1��, è Ëóíà,m2 = �) è òåëî ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ìàññîé (ñïóòíèê,m3 � 0) äâèæóòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì U (j~ri � ~rjj) = mimj j~ri � ~rj j�1. Íà÷àëüíûåäàííûå (â áåçðàçìåðíîì âèäå)� = 0;012277471; x1 = ��; x2 = 1� �; x3 = 0;994; y1 = y2 = y3 = 0;ux1 = ux2 = ux3 = 0; uy1 = ��; uy2 = 1� �; uy3 = x3 � 2;00158510637908252240537862224âûáðàíû òàê, ÷òî â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé Çåìëÿ è Ëóíà íåïî-äâèæíû, èìååò ìåñòî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ñïóòíèêà ñ ïåðèîäîìT = 17;0652165601579625588917206249:Òðàåêòîðèÿ ñïóòíèêà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 12, îáðàçóåò ÷åòûðå ïåòëè. Åùå áîëåå ñëîæíóþñòðóêòóðó èìååò ïîëå ñêîðîñòåé (ðèñ. 13).

Ðèñ. 12. Çàäà÷à 4. Îðáèòà Àðåíñòîðôà íà ïëîñêîñòè(�; �) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < T â ðàñ÷åòàõ ñøàãîì �t = 10�5T : � RKN4; � Verlet Ðèñ. 13. Çàäà÷à 4. Îðáèòà Àðåíñòîðôà íà ïëîñêîñòè(u� ; u�) â èíòåðâàëå âðåìåíè 0 < t < T â ðàñ÷åòàõ ñøàãîì �t = 10�5T : � RKN4; � Verlet� 30 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 1. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè, ...Â ðàáîòàõ [14, 16] äàííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ äâóõ êîîð-äèíàò è äâóõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè ñïóòíèêà. Âûÿñíèëîñü, ÷òî çàäà÷à Àðåíñòîðôà íå ìîæåò áûòüðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåì íèçêîãî ïîðÿäêà. Ñðåäè âñåõ ñõåì, ðàññìîòðåííûõ â [14], íàèëó÷øèéðåçóëüòàò äàëà ñåìèñòàäèéíàÿ ñõåìà, ðåàëèçîâàííàÿ â ïðîãðàììå DOPR15 [16]. Îäíàêî íà äðóãèõçàäà÷àõ ýòà ñõåìà íè÷åì ñåáÿ íå ïðîÿâèëà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå àâòîðû îòêàçàëèñü îò ðàñ÷åòîâ ïîDOPR15, îãðàíè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì òðåõñòàäèéíûõ ñõåì.Êàê è â ðàáîòå [14], â êà÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè ïðèìåì ðàçíèöó ìåæäó çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò èñêîðîñòè ñïóòíèêà â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 è t = T :� =s(x3 (T )� x3 (0))2 + (y3 (T )� y3 (0))2x23 (0) + y23 (0) + (ux3 (T )� ux3 (0))2 + (uy3 (T )� uy3 (0))2u2x3 (0) + u2y3 (0) :Àâòîðû äàííîé ñòàòüè èñïîëüçîâàëè èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà è ðåøàëè ñèñòåìó óðàâíåíèéäëÿ òðåõ òåë. Ïåðåõîä â íåèíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿëñÿ ïî ôîðìóëàì� (t) = x3 (x2 � x1) + y3 (y2 � y1) ; � (t) = y3 (x2 � x1)� x3 (y2 � y1) ;u� (t)=(ux3+y3) (x2 � x1)+(uy3�x3) (y2 � y1) ; u� (t)=(uy3�x3) (x2 � x1) + (ux3+y3) (y2 � y1) :Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ � îò ÷èñëà îáðàùåíèé Nm ê ôóíêöèèâû÷èñëåíèÿ ñèë (N � ÷èñëî øàãîâ; m � êîëè÷åñòâî ñòàäèé ñõåìû) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 14. Ïîñëåâêëþ÷åíèÿ â ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ îïòèìàëüíîé, òðåõñòàäèéíîé ñõåìû Ðóíãå�Êóòòû (ERK3) [14]âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòà ñõåìà óñòóïàåò ïî òî÷íîñòè òàêæå òðåõñòàäèéíîé ñõåìå RKN4. Ñõåìà Verlet íåïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûõ ðåçóëüòàòîâ äàæå ñ ÷èñëîì ðàçáèåíèé N = 105 (ñì. ðèñ. 12�14).

Ðèñ. 14. Çàäà÷à 4. Çàâèñèìîñòè íîðìû ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà îáðàùåíèé ê ôóíêöèè âû÷èñëåíèÿ ñèë:��� � RKN4; �N� � ERK3; ��� � Verlet ÂûâîäûÏî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:1. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ÌÄ. Ïîêà-çàíî, ÷òî íàèëó÷øèìè êà÷åñòâàìè ïî ñîîòíîøåíèþ òî÷íîñòü � ýêîíîìè÷íîñòü îáëàäàþòðàçíîñòíûå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå êàíîíè÷íîñòü ôàçîâîãî ïîòîêà.2. Ïðåäëîæåíà òðåõñòàäèéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà RKN4 ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ðàñ-÷åòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âûñîêèå êîíñåðâàòèâíûå ñâîéñòâà ýòîé ñõåìû íà àñèìïòîòè÷åñêèáîëüøèõ âðåìåíàõ. � 31 �



Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà, Â. Å. Øåìàðóëèí3. Èñïîëüçîâàíèå ñõåìû RKN4 ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü (íà 3-4 ïîðÿäêà) àìïëèòóäíóþ îøèáêó èäèñáàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìîé ðàñïðîñòðàíåííîé â ðàñ÷åòàõ ÌÄ ñõåìîéVerlet. Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðè ñîõðàíåíèè çàäàííîé òî÷íîñòè ñóùå-ñòâåííî óìåíüøàòü âðåìÿ ðàñ÷åòîâ.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Þ. À. Áîíäàðåíêî çà êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ è îáñóæäåíèåðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ò. 1. Ìåõàíèêà. Ì.: Íàóêà, 1973.2. Verlet L. Computer "experiments" on classical �uids. Thermodynamical properties of Lennard-Jones molecules // Phys. Rev. 1967. Vol. 159, No 1. P. 98�103.3. Rougier E., Munjiza A., John N. W. M. Numerical comparison of some explicit time integrationsñhemes used in DEM, FEM/DEM and molecular dynamics // Int. J. for Num. Methods in Eng.2004. Vol. 61. P. 856�879.4. Khakimov Z. M.New integrator for molecular dynamics simulation // Comp. Phys. Communications.2002. Vol. 147. P. 733�736.5. Omelyan I. P., Mryglod I. M., Folk R. Symplectic analytically integrable decomposition algorithms:classi�cation, derivation and application to molecular dynamics, quantum and celestial mechanicssimulations // Ibid. 2003. Vol. 151. P. 272�314.6. Omelyan I. P., Mryglod I. M., Folk R. Optimized Verlet-like algorithms for molecular dynamicssimulations // Phys. Rev. E. 2002. Vol. 65. P. 056707.7. Forest E., Ruth R. D. Forth-order symplectic integration // Physica D. 1990. Vol. 43. P. 105�117.8. Rosenbrock H. H. Some general implicit processes for the numerical solution of di�erential equations //Comp. J. 1963. Vol. 5, No 4. P. 329�330.9. Àëüøèí À. Á., Àëüøèíà Å. À., Êàëèòêèí Í. Í., Êîðÿêèíà À. Á. Ñõåìû Ðîçåíáðîêà ñ êîì-ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ æåñòêèõ è äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì //Æóð-íàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 2006. Ò. 46, � 8. Ñ. 1392�1414.10. Ìàðêóñ Ì., Ìèíê Õ. Îáçîð ïî òåîðèè ìàòðèö è ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ì.: Íàóêà, 1972.11. Ñóðèñ Þ. Á. Î êàíîíè÷íîñòè îòîáðàæåíèé, ïîðîæäàåìûõ ìåòîäàìè òèïà Ðóíãå�Êóòòû ïðèèíòåãðèðîâàíèè ñèñòåì x00 = �@U/@x // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1989. Ò. 29, � 2.Ñ. 202�211.12. Ñóðèñ Þ. Á. Ãàìèëüòîíîâû ìåòîäû òèïà Ðóíãå�Êóòòû è èõ âàðèàöèîííàÿ òðàêòîâêà // Ìà-òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 1990. Ò. 2, � 4. Ñ. 78�87.13. Butcher J. C. Coe�cients for study of Runge-Kutte integration process // J. Austral. Math. Soc.1963. Vol. 3. P. 185�201.14. Àëüøèíà Å. À., Çàêñ Å. Ì., Êàëèòêèí Í. Í. Îïòèìàëüíûå ñõåìû Ðóíãå�Êóòòû ñ ïåðâîãî ïîøåñòîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 2007. Ò. 47, � 9. Ñ. 1538�1549.15. Àðíîëüä Â. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ì.: Íàóêà, 1979.16. Õàéðåð Ý., Íåðñåòò Ñ., Âàííåð Ã. Ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Íåæåñòêèå çàäà÷è. Ì.: Ìèð, 1990.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21.01.11.


