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DSn-ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈßÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ,ÇÀÏÈÑÀÍÍÎÃÎ Â ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀ. È. Áî÷êîâ, Â. Â. Ñó÷êîâà, À. Ï. Òðóáèöûí(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ñôîðìóëèðîâàí ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî êèíåòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàííîãî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ âûïîëíåíà íà íåîðòîãîíàëüíûõ ÷åòûðåõóãîëü-íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòêàõ, ñòðîèòñÿ ïî ñõåìå ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìèè ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèéðàçðàáîòàí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå áåãóùåãî ñ÷åòà. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòûòåñòèðîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà íà îäíîìåðíîé çàäà÷å ñ èñòî÷íèêîì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñåâàÿ ñèììåòðèÿ, äâóìåðíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà, ñôåðè÷åñêàÿ ñè-ñòåìà êîîðäèíàò, ìåòîä ðåøåíèÿ. Ââåäåíèå×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíûõ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëååñëîæíûõ è òðóäîåìêèõ çàäà÷, òàê êàê ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèòîò áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â îñíîâå ìíîãèõ ìåòîäèê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàëåæàò ìåòîäû äèñêðåòíûõ îðäèíàò [1, 2] ñ àïïðîêñèìàöèåé ïî ñõåìàì òèïà DSn.Ïðè ðåøåíèè ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ñ îïòè÷åñêè òîíêèìè îáëàñòÿìè è ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûìèèñòî÷íèêàìè ïî DSn-ñõåìàì ïîëó÷àþòñÿ ðåçóëüòàòû ñ íåôèçè÷åñêèìè îñöèëëÿöèÿìè, èçâåñòíûìèêàê ëó÷åâûå ýôôåêòû [1, 3]. Ëó÷åâûå ýôôåêòû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíîóâåëè÷åíèÿ ÷èñëà íàïðàâëåíèé ïîëåòà ÷àñòèö. Èñïîëüçîâàíèå ïîäðîáíûõ óãëîâûõ ñåòîê õîòÿ èïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ëó÷åâûå ýôôåêòû, íî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óäîðîæàíèþ ðàñ÷åòîâ.Â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ðåøàåìûõ çàäà÷ óäîáíî èñïîëüçîâàòü òó èëè èíóþ ôîðìó çàïèñè óðàâíå-íèÿ ïåðåíîñà [1, 2]. Óäà÷íûé âûáîð ôîðìû çàïèñè óðàâíåíèÿ ìîæåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ.Îäíèì èç ïóòåé ìèíèìèçàöèè ëó÷åâûõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ îñåñèì-ìåòðè÷íûõ çàäà÷ ïåðåíîñà, è ïîâûøåíèÿ òåì ñàìûì òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ ìîæåò ÿâèòüñÿ ïðèìåíå-íèå ìåòîäà ðåøåíèÿ, îñíîâàííîãî íà çàïèñè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Îñîáåííîñòüþ ýòîé ôîðìû çàïèñè óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîäâèæíîãî áàçèñà óãëîâîéñèñòåìû êîîðäèíàò, îòâå÷àþùåé çà íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà ÷àñòèö. Ñðåäè ïåðâûõ ðàáîò, ãäå áûëàðàññìîòðåíà è òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàíà àïïðîêñèìàöèÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ñôåðè-÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ñëåäóåò îòìåòèòü [4].Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çà-ïèñàííîãî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ ñòðî-èòñÿ íà ïðîèçâîëüíûõ ÷åòûðåõóãîëüíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòêàõ ïî ñõåìå ñ äîïîëíèòåëüíûìèñîîòíîøåíèÿìè è ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé. Äàåòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî-ëó÷åííîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äàííîãî ìåòîäà íàîäíîìåðíîé çàäà÷å ñ èñòî÷íèêîì. � 44 �



DSn-ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. . .Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄâóìåðíîå íåñòàöèîíàðíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ÷àñòèö â îäíîãðóïïîâîì ïðèáëèæå-íèè, çàïèñàííîå â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
∂

∂t

(
N

υ

)
+ div

(
~ΩN

)
+ αN = F, (1)

div
(
~ΩN

)
=

µ

R2

∂
(
R2N

)

∂R
+

ξ

R sin θ

∂ (sin θN)

∂θ
+

1

R

∂
((
1− µ2

)
N
)

∂µ
−

ctg θ

R

∂ (ηN)

∂ϕ
, (2)

F =
1

2π

(
βn(0) +Q

)
, n(0) =

1∫

−1

dµ

π∫

0

Ndϕ.Çäåñü t � âðåìÿ; θ è R � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå: R =
∣∣∣~R
∣∣∣ �ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû äî íà÷àëà êîîðäèíàò, θ � óãîë ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~Rïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è îñüþ ~z; v (θ,R, t) � ñêîðîñòü ÷àñòèö; α (θ,R, t) � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ÷àñòèö; β (θ,R, t) � êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ ÷àñòèö; N = N (θ,R, t, µ, ϕ) � ïëîòíîñòü ïîòîêà÷àñòèö â òî÷êå (θ,R, t), ëåòÿùèõ â íàïðàâëåíèè ~Ω, ~Ω (µ,ϕ) � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèèïîëåòà ÷àñòèö; F (θ,R, t) � ïðàâàÿ ÷àñòü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ; Q (θ,R, t) � âíåøíèé èñòî÷íèê÷àñòèö.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Äëÿ íàãëÿäíîãî ïîíèìàíèÿ ñâÿçè ìåæäóñôåðè÷åñêèìè è öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè1 íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà òàêæå öèëèíäðè÷åñêàÿñèñòåìà êîîðäèíàò. Ñôåðè÷åñêèå (R, θ) è öèëèíäðè÷åñêèå (r, z) êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîéñëåäóþùèì îáðàçîì:
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z2 + r2. (3)Ñ êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êîé ñ êîîðäèíàòàìè R, θ äëÿ îïèñàíèÿ íàïðàâëåíèé ïîëåòà ÷àñòèöñâÿçàíà óãëîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå (R, θ), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Íàïðàâëåíèåïåðâîé îñè ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàäèóñà-âåêòîðà ~R. Âòîðàÿ îñü ~R⊥ëåæèò â ïëîñêîñòè OzR è ïåðïåíäèêóëÿðíà ~R: ~R⊥ = ~R×
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− ~zR. Òðåòüÿ îñü ~z⊥ïåðïåíäèêóëÿðíà ïåðâûì äâóì îñÿì: ~z⊥ = ~R× ~R⊥. Ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ðàäèóñó-âåê-

Ðèñ. 1. Ñôåðè÷åñêàÿ (R, θ, ϕ) è öèëèíäðè÷å-ñêàÿ (r, z, ϕ) ñèñòåìû êîîðäèíàò Ðèñ. 2. Óãëîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò1Çäåñü è äàëåå ñëåäóåò ðàçëè÷àòü R è r � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû äî íà÷àëà êîîðäèíàò è äî îñèñèììåòðèè ñîîòâåòñòâåííî. � 45 �



À. È. Áî÷êîâ, Â. Â. Ñó÷êîâà, À. Ï. Òðóáèöûíòîðó ~R, â êîòîðîé ëåæàò îñè ~R⊥ è ~z⊥, íàçîâåì àçèìóòàëüíîé. Òîãäà ϕ � óãîë ìåæäó ïðîåêöèåéâåêòîðà ~Ω íà àçèìóòàëüíóþ ïëîñêîñòü è îñüþ ~R⊥ (àçèìóòàëüíûé óãîë); ψ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~Ωè ~R (ïîëÿðíûé óãîë); µ = cosψ, ξ =√1− µ2 cosϕ è η =
√
1− µ2 sinϕ � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû.Óðàâíåíèå (1) ðåøàåòñÿ â îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà D = {(z, r) ∈ L; −1 ≤ µ ≤ 1; 0 ≤

≤ ϕ ≤ π}, ãäå îáëàñòü L � ïîëîâèíà ñå÷åíèÿ òåëà âðàùåíèÿ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü ~z èîáðàçóþùóþ Γ.Íà÷àëüíîå óñëîâèå:
N (t, θ,R, µ, ϕ)|t=0 = N0 (θ,R, µ, ϕ) .Ãðàíè÷íîå óñëîâèå çàäàåòñÿ íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïðè ~Ω·~n < 0 â âèäå ïîòîêà ÷àñòèö, âõîäÿùèõâ òåëî:

N(t, θ,R, µ, ϕ)(θ,R) ∈ Γ = NΓ(t, θΓ, RΓ, µ, ϕ),ãäå Γ � îáðàçóþùàÿ òåëà âðàùåíèÿ; ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáðàçóþùåé Γ; NΓ(t, θΓ, RΓ, µ, ϕ) �çàäàííàÿ ôóíêöèÿ (ïëîòíîñòü ïîòîêà).Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (1) ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíûå(âíóòðåííèå) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:� ïðè θ = 0 è θ = π
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tn + γ∆t (0,5 ≤ γ ≤ 1).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâûì è ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ñòðîèì ñåòêó â îá-ëàñòè D. Íà èíòåðâàëå [−1, 1] âûáèðàþòñÿ óçëîâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé µω (0 ≤ ω ≤ Nµ). Äëÿêàæäîãî èíòåðâàëà ω̂ ïåðåìåííîé µ èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ϕ ∈ [0, π] ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäûí-òåðâàëû ϕq−1 ≥ ϕ ≥ ϕq (1 ≤ q ≤ 2Nω̂), ãäå
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= 0.Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îáëàñòü L ïîêðûâàåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêîé.Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà çàäàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè âåð-øèí ÿ÷ååê (z, r). Ñôåðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿ-ìè (3). � 46 �



DSn-ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. . .Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû ïðèìåíÿåòñÿ èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä è ìåòîääîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé.Ïðîèçâîäíûå ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì µ è ϕ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ÿ÷åéêó â ïëîñêî-ñòè Ozr, âåðøèíû êîòîðîé îïðåäåëåíû öèëèí-äðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (ðèñ. 3).Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ýëåìåíò ôàçîâîãîîáúåìà R2 sin θ 5dR dθ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ñ÷åò-íîé ÿ÷åéêå, ãðàíèöû êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé îòðåçêè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò. Îñóùåñòâëÿÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãðèíàïåðåõîä ê èíòåãðàëó ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó (ïîãðàíèöå ÿ÷åéêè) è èñïîëüçóÿ êâàäðàòóðíûå ôîð-ìóëû òèïà öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïî-ëó÷àåì â ðåçóëüòàòå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîê-ñèìàöèè ñëåäóþùåå óðàâíåíèå áàëàíñà ÷àñòèö âñ÷åòíîé ÿ÷åéêå: Ðèñ. 3. Ñ÷åòíàÿ ÿ÷åéêà â ïëîñêîñòè Ozr

V

(
N

υ

)n+1

−

(
N

υ

)n

∆t
+

4∑

`=1

χ`N` + χµ
IIN

µ
2 − χµ

IN
µ
1 + χϕ

IIN
ϕ
2 − χϕ

IN
ϕ
1 + V αN0 = V F, (7)ãäå V � îáúåì âðàùåíèÿ ÿ÷åéêè â ïëîñêîñòè Ozr âîêðóã îñè ñèììåòðèè ~z; χ` = 2π

(
µω̂χ

µ
`−

−
√
1− µ2

ω̂
cosϕq̂(ω̂)χ

ξ
`

) � êîýôôèöèåíò îñâåùåííîñòè ñòîðîíû ÿ÷åéêè, µω̂ ∈ [µω, µω+1], ϕq̂(ω̂) ∈

∈ [ϕq(ω̂), ϕq(ω̂)+1];

χµ
` =

(r`+1 − r`) (R`+1 −R`)M`

L2
`

−
|z`+1 − z`|M

2
`

L3
`

B`,

χξ
` =

1

2

[
R`+1r`+1 −R`r` −

(z`+1 − z`) (R`+1 −R`)M`

L2
`

−
|r`+1 − r`|M

2
`

L3
`

C`

]
,

B` = ln

∣∣∣∣
R`+1 |z`+1 − z`|L` + z`+1L

2
` − (r`+1 − r`)M`

R` |z`+1 − z`|L` + z`L
2
` − (r`+1 − r`)M`

∣∣∣∣ ,

C` = ln

∣∣∣∣
R`+1 |r`+1 − r`|L` + r`+1L

2
` + (z`+1 − z`)M`

R` |r`+1 − r`|L` + r`L
2
` + (z`+1 − z`)M`

∣∣∣∣ ,

M` = z`r`+1 − r`z`+1, L` =

√
(r`+1 − r`)

2 + (z`+1 − z`)
2;

χµ
II = 2π

W µ
ω+1Sµ

∆µω̂
; χµ

I = 2π
W µ

ωSµ
∆µω̂

;

χϕ
II = 2π

√
1− µ2

ω̂
Wϕ

q(ω̂)+1Sϕ

∆ϕq̂(ω̂)
; χϕ

I = 2π

√
1− µ2

ω̂
Wϕ

q(ω̂)Sϕ

∆ϕq̂(ω̂)
;� 47 �
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W µ

ω è W µ
ω+1 èìåþò ñìûñë ôóíêöèè 1− µ2 ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ µω è µω+1; ∆µω̂ = µω+1 −µω;

Sµ =
1

2

4∑
`=1

χµ
` ; W

ϕ

q(ω̂) è Wϕ

q(ω̂)+1 èìåþò ñìûñë ôóíêöèè sinϕ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ ϕq(ω̂) è ϕq(ω̂)+1;
∆ϕq̂(ω̂) = ϕq(ω̂) − ϕq(ω̂)+1; Sϕ = −

4∑
`=1

χξ
` ; N` (` = 1,4) � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íàñòîðîíàõ ÿ÷åéêè â ïëîñêîñòè Ozr; N0 � çíà÷åíèå â öåíòðå ÿ÷åéêè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà;

Nµ
2 = N

∣∣∣µω+1 ; Nµ
1 = N

∣∣∣µω
; Nϕ

2 = N
∣∣∣ϕq(ω̂)+1

; Nϕ
1 = N

∣∣∣ϕq(ω̂)
; n(0) =

∑

ω̂

∑

q̂(ω̂)

N0∆ϕq̂(ω̂)∆µω̂.Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â òî÷êàõ l + k òîæäåñòâåííû çíà÷åíèÿì â òî÷êàõ mod (l + k, 4).Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ íà òåõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ χ` < 0
(
~Ω · ~n < 0

).Íà îñè ñèììåòðèè ~z χ` = 0, òàê êàê ïëîùàäü âðàùåíèÿ ñòîðîíû ÿ÷åéêè âîêðóã îñè ~z ðàâíàíóëþ. Îäíàêî äëÿ îðãàíèçàöèè áåãóùåãî ñ÷åòà [5] ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ÿ÷åéêàì íóæíî çíàòü çíàêñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ~Ω · ~n. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çíàê ~Ω · ~n íà îñè ñèììåòðèè ~zîïðåäåëÿåòñÿ êàê
sign(~Ω · ~n) = sign

(√
1− µ2

ω̂
cosϕq̂(ω̂)(R` −R`+1)

)
.Ðàññìîòðèì òåïåðü àïïðîêñèìàöèþ âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4)�(6).Ïðè θ = 0 è θ = π (îñü ñèììåòðèè ~z) óñëîâèå ∂N

∂ϕ
= 0 àïïðîêñèìèðóåòñÿ êàê N ∣∣∣ϕ = N

∣∣∣π−ϕ.Ïðè µ = −1 ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä (5). Àïïðîêñèìàöèÿ ýòîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ óäîâëå-òâîðÿåò àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè ïîëîæèòü χµ
I = 0; χµ

II = 4πSµ.Ïðè ϕ = π ãðàíè÷íîå óñëîâèå èìååò âèä (6). Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè ϕ = π óäîâëåòâîðÿåò àïïðîê-ñèìàöèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè χϕ
I = 0; χϕ

II = 2πSϕ

√
1− µ2

ω̂
.Äëÿ çàìûêàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (7) åå íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñîîòíî-øåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â ðàçíûõ òî÷êàõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè DSn-ìåòîäà.Ïî ïåðåìåííîé âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçè:

N0

υ
= γ

(
N

υ

)n+1

+ (1− γ)

(
N

υ

)n

, 0,5 ≤ γ ≤ 1.Àïïðîêñèìàöèÿ ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì µ è ϕ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâîé ïåðåìåí-íîé µ èñïîëüçóåòñÿ WDD-ñõåìà èç ðàáîòû [4].Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî íóëÿ ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ µω WDD-ñõåìà îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè W µ, µω̂ è δµω̂
(âåñ àïïðîêñèìàöèè):

W µ
ω −W µ

ω+1 = 2µω̂∆µω̂; δµω̂
=
µω̂ − µω
∆µω̂

;ïðè µ > 0

W µ
Nµ

= W |µ=1 = 0; µω̂ =
µω +

√
µ2ω + 3(1−W µ

ω+1)

3
; (8)ïðè µ < 0

W µ
0 = W |µ=−1 = 0; µω̂ =

µω+1 −
√
µ2ω+1 + 3(1 −W µ

ω )

3
. (9)Çíà÷åíèÿ |µω̂| è W µ ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî µ = 0; δµ<0 = 1− δµ>0.� 48 �



DSn-ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. . .Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ïàðàìåòðû àïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì äëÿ äâóõ âèäîâ ñåòîê:ðàâíîìåðíûõ è çàäàâàåìûõ ESn-êâàäðàòóðîé [1].Ïðè ðàâíîìåðíîé ñåòêå â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé µ ∈ [−1, 1] âûáèðàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèåîäèíàêîâîé äëèíå èíòåðâàëîâ óçëîâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé µω. Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ω̂ ïåðåìåí-íîé µ îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ϕ ∈ [0, π] ðàçáèâàåòñÿ íà îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàâíûõ èíòåðâàëîâ.×èñëî èíòåðâàëîâ ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì çàäàåòñÿ êðàòíûì 2. Ïàðàìåòðû ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:
µω = −1 + 2

ω

Nµ
, ω = 0, 1, . . . , Nµ; ϕω = π

2Nω̂ − q(ω̂)

2Nω̂

, q (ω̂) = 0, 1, . . . , 2Nω̂;

cosϕq̂(ω̂) = cos

(
ϕq(ω̂)+1 + ϕq(ω̂)

2

)
; Wϕ

0 = 0; Wϕ

q(ω̂)+1 =Wϕ

q(ω̂) − cosϕq̂(ω̂)∆ϕq̂(ω̂). (10)Ñåòêà, çàäàâàåìàÿ ESn-êâàäðàòóðîé, îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì � ïîëîæèòåëüíûì öå-ëûì ÷åòíûì ÷èñëîì n (ïîðÿäîê êâàäðàòóðû). Ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé ïîëóñôåðû ðàçáèâàåòñÿíà n (n+ 2)

2
ÿ÷ååê îäèíàêîâîé ïëîùàäè. Ïàðàìåòðû ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µω =





−1 + 4
ω̂ (ω̂ + 1)

n(n+ 2)
, ω̂ = 0, 1, . . . ,

n

2
;

1− 4
(n− ω̂) (n− ω̂ + 1)

n(n+ 2)
, ω̂ =

n

2
+ 1, . . . , n;

Nω̂ =





ω̂, ω̂ = 1, 2, . . . ,
n

2
;

n− ω̂ + 1, ω̂ =
n

2
+ 1, . . . , n;

ϕω = π
2Nω̂ − q(ω̂)

2Nω̂

, q(ω̂) = 0, 1, . . . , 2Nω̂;

cosϕq̂(ω̂) = cos

(
ϕq(ω̂)+1 + ϕq(ω̂)

2

)
; Wϕ

0 = 0; Wϕ

q(ω̂)+1 =Wϕ

q(ω̂) − cosϕq̂(ω̂)∆ϕq̂(ω̂).Äëÿ ESn-êâàäðàòóð â ñîñåäíèõ èíòåðâàëàõ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé µ ñîäåðæèòñÿ ðàçíîå ÷èñëîèíòåðâàëîâ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ, ïîýòîìó ïåðåõîä îò îäíîãî èíòåðâàëà ïî µ ê äðóãîìó ñîïðî-âîæäàåòñÿ ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé çíà÷åíèé Nµ ïî ïåðåìåííîé ϕ.Â îáùåì ñëó÷àå íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî ïåðåìåííîé µ çíà÷åíèå ïîä êîðíåì â (8) è (9) ìîæåòáûòü îòðèöàòåëüíûì, à µω̂ ìîæåò âûéòè çà ãðàíèöû èíòåðâàëà [µω, µω+1]. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííûõ ñåòîê ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ýòîãî íå ïðîèñõîäèò.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ âìåñòî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (10)äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ Wϕ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëà [6]
Wϕ

q(ω̂) = sinϕq(ω̂)

∆ϕq̂(ω̂)

2

sin

(
∆ϕq̂(ω̂)

2

) .Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíè-òåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ DSn-ìåòîäà:
N0 = δϕN

ϕ
2 + (1− δϕ)N

ϕ
1 , 0,5 ≤ δϕ ≤ 1; N0 = δµω̂

Nµ
2 + (1− δµω̂

)Nµ
1 .Ïðè àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) è (6) âåñà àïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ñëå-äóåò ïîëîæèòü ðàâíûìè 1.Ðàññìîòðåííûå ñåòêè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì µ è ϕ îáåñïå÷èâàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1) ñèììåòðè÷íîñòü ñåòêè ïî µ îòíîñèòåëüíî µ = 0;2) ∆µ∆ϕ = const; � 49 �
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(
~ΩN

)
=

1

V

(
4∑

`=1

χ`N` + χµ
IIN

µ
2 − χµ

IN
µ
1 + χϕ

IIN
ϕ
2 − χϕ

IN
ϕ
1

)
≡ 0 ïðè N = const;4) ∣∣∣~Ω∣∣∣ = 1.Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ñåòêè îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå ñâîéñòâà äèôôóçèîííîãî ïðåäåëà.Äëÿ WDD-ñõåìû âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

∑
µ2ω̂∆µω̂∑
∆µω̂

=
1

3ïîêàçàíî â ðàáîòå [4].Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ âûïîëíÿåòñÿ òàêæå
∑
ω̂

(
1− µ2ω̂

)
∆µω̂

∑
q̂(ω̂)

cos2 ϕq̂(ω̂)∆ϕq̂(ω̂)

∑
ω̂

∆µω̂
∑
q̂(ω̂)

∆ϕq̂(ω̂)
=

1

3
.Îïðåäåëèì ñóììó

∑
cos 2ϕq̂(ω̂)∆ϕq̂(ω̂) = 2∆ϕq̂(ω̂)

[
cos 2

∆ϕq̂(ω̂)

2
+ cos 2

(
∆ϕq̂(ω̂)

2
+ ∆ϕq̂(ω̂)

)
+ . . .+

+cos 2
(
∆ϕq̂(ω̂)

2
+ (Nω̂ − 1)∆ϕq̂(ω̂)

)]
.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå k =

∆ϕq̂(ω̂)

2
=

π

4Nω̂

. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñóììîé ðÿäà n∑
i=1

cos2 ix =
n

2
+

+
cos (n+ 1)x sinnx

2 sinx
, ïîëó÷èì

cos2 k + cos2(3k) + . . . + cos2
(
(2Nω̂ − 1)k

)
=
[
cos2 k + cos2(2k) + . . .+ cos2

(
(2Nω̂ − 1)k

)]
−

−
[
cos2(2k)+cos2(4k)+ . . . + cos2

(
2(Nω̂−1)k

)]
=
Nω̂

2
+
cos 2Nω̂k

2 sin k

[
sin
(
(2Nω̂ − 1)k

)
− sin

(
2(Nω̂ − 1)k

)]
=

=
Nω̂

2
+

cos π/2

2 sin k

[
sin
(
(2Nω̂ − 1)k

)
− sin

(
2(Nω̂ − 1)k

)]
=
Nω̂

2
.Â ðåçóëüòàòå, íåçàâèñèìî îò ÷èñëà èíòåðâàëîâ â ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ, èìååì

∑
cos2 ϕq̂(ω̂)∆ϕq̂(ω̂) =

π

2
.Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì

∑
ω̂

(
1− µ2ω̂

)
∆µω̂

∑
q̂(ω̂)

cos2 ϕq̂(ω̂)∆ϕq̂(ω̂)

∑
ω̂

∆µω̂
∑
q̂(ω̂)

∆ϕq̂(ω̂)
=

1

4

∑

ω̂

(
1− µ2ω̂

)
∆µω̂ =

1

3
.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå ñåòêè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì µ è ϕ îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèåâàæíîãî ñâîéñòâà � ñâîéñòâà äèôôóçèîííîãî ïðåäåëà.Àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè è çàìûêàíèÿñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíûå ñî-îòíîøåíèÿ [7, 8]. � 50 �



DSn-ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. . .Íàçîâåì îñâåùåííûìè ñòîðîíû ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åé-êè, íà êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû χ` < 0. Íàïðîòèâ, ñòîðîíû,ãäå χ` ≥ 0, áóäåì íàçûâàòü íåîñâåùåííûìè. ×èñëî äîïîë-íèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé è èõ âèä îïðåäåëÿþòñÿ îñâåùåííî-ñòüþ ñòîðîí ÿ÷åéêè.Ïîäâèæíûé îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè áàçèñóãëîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äåëàåò âîçìîæíûì øåñòü âàðè-àíòîâ îñâåùåííîñòè ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíîé ÿ÷åéêè, èçîá-ðàæåííîé íà ðèñ. 4. Ðèñ. 4. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÿ÷åéêàÂàðèàíò 1. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñâåùåíû òðè ñòîðîíû ÿ÷åéêè: l+ 1, l+ 2 è l+ 3. Â ýòîìñëó÷àå èçâåñòíû Nl+1, Nl+2 è Nl+3. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ïî ïðîñòðàíñòâåí-íûì ïåðåìåííûì ââîäèòñÿ îäíî äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå:
N0 = δNl + (1− δ)Nl+2, 0,5 ≤ δ ≤ 1.Âàðèàíò 2. Îñâåùåíû äâå ñìåæíûå ñòîðîíû l è l+3 � èçâåñòíû Nl è Nl+3. Ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

N0 = δNl+2 + (1− δ)Nl, N0 = δNl+1 + (1− δ)Nl+3, 0, 5 ≤ δ ≤ 1.Âàðèàíò 3. Îñâåùåíà òîëüêî îäíà ñòîðîíà l � èçâåñòíî Nl. Ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûìèñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
Nl+1 = Nl+3 = N0; N0 = δNl+2 + (1− δ)Nl, 0,5 ≤ δ ≤ 1.Âàðèàíò 4. Îñâåùåíû äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû l + 1 è l + 3 � èçâåñòíû Nl+1 è Nl+3. Ïîïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè:

Nl = Nl+2 = N0.Âàðèàíò 5. Íå îñâåùåíà íè îäíà èç ñòîðîí ÿ÷åéêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-ìåííûì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
Nl = Nl+1 = Nl+2 = Nl+3 = N0.Âàðèàíò 6. Îñâåùåíû âñå ñòîðîíû ÿ÷åéêè. Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íå ââîäÿòñÿ.Åñëè âåñîâîé ìíîæèòåëü δ ïîëîæèòü ðàâíûì 0,5, òî äëÿ âàðèàíòîâ 1 è 2 ââåäåííûå ïî ïðîñòðàí-ñòâåííûì ïåðåìåííûì äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Äëÿâàðèàíòîâ 3�5 èñïîëüçóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿâ ÿ÷åéêå â âèäå êîíñòàíòû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òîëüêî ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Îäíàêî îòìå-òèì, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ âàðèàíò 2, ÷òî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿâ öåëîì íà áëèçêèé êî âòîðîìó ïîðÿäîê òî÷íîñòè.Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (1), (2) ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé êàê îòíî-ñèòåëüíî ïåðåíîñà ÷àñòèö, òàê è îòíîñèòåëüíî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñî ñðåäîé. Ïðè ýòîì ðàçíîñò-íàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ íåìîíîòîííîé, ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä áàëàíñíîãî çàíóëåíèÿ [8].Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿÐàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ áàëàíñà, äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïî óãëîâûì, ïðîñòðàíñòâåííûì èâðåìåííîé ïåðåìåííûì, à òàêæå ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùèå íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ, âìåñòå îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà� 51 �



À. È. Áî÷êîâ, Â. Â. Ñó÷êîâà, À. Ï. Òðóáèöûíèòåðàöèé ïî èñòî÷íèêó ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà ïî àëãîðèòìó òèïà àëãîðèòìà áåãóùåãîñ÷åòà, êîòîðûé ôîðìóëèðóåòñÿ íèæå.Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàí-íîãî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïðè ïåðåõîäå ðàäèóñà-âåêòîðà ~R ÷åðåç îñü ~r (z = 0) ïðîèñõîäèò ñìåíà íàïðàâëåíèÿ ïî óãëîâîéïåðåìåííîé ϕ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè ñèììåòðèè. Ïðè àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ ýòîâûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè ~r ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê êîýôôèöèåíòû Sϕáóäóò ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Ïðè ýòîì Sϕ > 0 äëÿ ÿ÷ååê,êîòîðûå íàõîäÿòñÿ "ñïðàâà" îò îñè ~r (z > 0).Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííûå ÿ÷åéêè ðàç-áèâàþòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Sϕ ≥ 0 è Sϕ < 0.Ñ÷åò ïîäîáëàñòåé âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò îáìåí èõ èòåðàöè-îííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Â ðåçóëüòàòå íà òåêóùåé èòåðàöèè ïî ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìà ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ îòäåëüíîâçÿòîé ïîäîáëàñòè ðåøàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:1. Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ðàçðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ µ) äëÿêàæäîãî µω̂ èç ìíîæåñòâà çàäàííûõ èíòåðâàëîâ, ïðè÷åì ñíà÷àëà äëÿ ôèêòèâíîãî íàïðàâëå-íèÿ µ = −1.2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî µω̂ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîäëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ϕq̂(ω̂). Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ðåøåíèÿ ïîäûí-òåðâàëîâ ïî ϕ.Äëÿ ïîäîáëàñòè ÿ÷ååê, ãäå Sϕ ≥ 0, ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ϕ = π.Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ϕq̂(ω̂) îò π äî 0. Äëÿïîäîáëàñòè ÿ÷ååê, ãäå Sϕ < 0, ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé ïîðÿäîê ðàçðåøåíèÿ ïîäûíòåðâàëîâ, ò. å.ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ϕ = 0, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòûâàþò-ñÿ óðàâíåíèÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ϕq̂(ω̂) îò 0 äî π.3. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèêñèðîâàííûì çíà÷å-íèÿì µω̂ è ϕq̂(ω̂), îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ê áëî÷íî-òðåóãîëü-íîìó âèäó ïîñðåäñòâîì îáîáùåíèÿ àëãîðèòìà áåãóùåãî ñ÷åòà [5].Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (1), (2) õàðàêòåðèñòèêè âïëîñêîñòè Ozr íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðàðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîìó âèäó íå âñåãäà âîçìîæ-íî. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïîäîáíî [9], â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñ÷åòà âñåõ ÿ÷ååê ïîäîáëàñòè îðãàíèçóåòñÿèòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïî áëîêàì, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâåííûõ ÿ÷ååê,êîòîðîå ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ãðàíèöå áëîêà ìîæåò áûòü ðàçðåøåíîìåòîäîì áåãóùåãî ñ÷åòà.4. Ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà îñâåùåííîé ïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâàóðàâíåíèå áàëàíñà ÷àñòèö (7) è ââåäåííûå äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäå-ëèòü çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â öåíòðå ÿ÷åéêè è íà íåîñâåùåííûõ ãðàíÿõ.Òåñòèðîâàíèå ìåòîäàÒåñòèðîâàíèå ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàííîãî âñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðîâîäèëîñü íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è ñ èñòî÷íèêîì. Ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ôèçè÷åñêèõ îáëàñòåé, îãðà-íè÷åííûõ ðàäèóñàìè 0,1 ñì è 2 ñì. Ïàðàìåòðû α = β = 0, v = 1. Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ðà-äèóñîì 0,1 ñì, çàäàâàëñÿ èñòî÷íèê ÷àñòèö Q = 1, â îñòàëüíîé ÷àñòè ñèñòåìû Q = 0. Ãðàíè÷íîåóñëîâèå � äëÿ íóëåâîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà.Ñåòêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì çàäàâàëàñü ðàâíîìåðíîé è ñîäåðæàëà ñîîòâåòñòâåííî160 ñòðîê è 100 ñòîëáöîâ. Âåñ àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì δ = 0,5. Äëÿàïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì èñïîëüçîâàëàñü ES10-êâàäðàòóðà. Âåñ àïïðîêñèìàöèè δϕçàäàâàëñÿ ðàâíûì 0,5. � 52 �



DSn-ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. . .Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äî ìîìåíòà âðåìåíè 2,0 ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0,0125. Âåñ àïïðîêñèìàöèèïî âðåìåíè γ = 1. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòèïîòîêà ÷àñòèö (n(0)) îò ïðîñòðàíñòâåííîãî óãëà.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê íà ìî-ìåíò îêîí÷àíèÿ ðàñ÷åòîâ, õàðàêòåðèçóþùèéñèììåòðèþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ: ïðèâåäåíàôóíêöèÿ ε =
n
(0)
max − n

(0)
min

n
(0)
min

· 100%, ãäå n(0)max è
n
(0)
min � ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíîå è ìèíè-ìàëüíîå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö âñòðîêå ñåòêè. Ïðèâåäåííàÿ çàâèñèìîñòü ïî-êàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿïåðåíîñà, çàïèñàííîãî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò, îáëàäàåò õîðîøåé ñèììåòðèåé:ðàçíèöà ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëü-íûì çíà÷åíèÿìè ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö âêàæäîé èç ñòðîê ñ÷åòíîé ñåòêè íå ïðåâûøà-åò 0,35%. Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ε = n

(0)
max − n

(0)
min

n
(0)
min

· 100% îò ðàäèóñàÂ òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ñðåäíèå ïî ñòðîêå ñåòêè çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö, ïîëó÷åííûåíà ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ðàñ÷åòîâ çàäà÷è ñ ðåøåíèåì äâóìåðíîãî è îäíîìåðíîãî óðàâíåíèé ïåðåíî-ñà. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ ðåøåíèåì äâóìåðíûõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà î÷åíüõîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ.Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö â îòäåëüíûõ ñòðîêàõ ñ÷åòíîé ñåòêè (íóìåðàöèÿ ñòðîê îò öåíòðà)Íîìåð n(0)ñòðîêè 1D [10]∗ 2D ε =
n
(0)
2D − n

(0)
1D

n
(0)
1D

· 100%9 4,0831 · 10−2 4,0841 · 10−2 0,02%80 3,4955 · 10−4 3,4963 · 10−4 0,02%160 3,1433 · 10−5 3,1378 · 10−5 −0,17%

∗Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé µ ïðèìåíÿëàñü ES10-êâàäðàòóðà â ñî÷åòàíèè ñ WDD-ñõåìîé.Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýòîé æå çàäà÷è, ïîëó÷åííûå ïðèðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé [7]2 ñèñòåìàõ êîîðäèíàò: äëÿ 9-é(R ∼ 0,1 ñì), 80-é (R ∼ 1,0 ñì) è 160-é (R ∼ 2,0 ñì) ñòðîê ñ÷åòíîé ñåòêè èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòèïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö îò óãëà θ (j � íîìåð ñòîëáöà). Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâó-þò î òîì, ÷òî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàííîãî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,äëÿ ìèíèìèçàöèè ëó÷åâûõ ýôôåêòîâ òðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî íàïðàâëåíèé ïîëåòà ÷àñòèö.Ñðàâíèâàÿ âðåìåííûå õàðàêòåðèñòèêè äâóõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàññìîò-ðåííîé çàäà÷è ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòÿâëÿåòñÿ â äâà ðàçà áîëåå äîðîãîñòîÿùèì, ÷åì ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà âöèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ [7]. Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ ïåðåíîñà,îñíîâàííûé íà ðåøåíèè äâóìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàííî-ãî â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðåäëîæåííàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ2Ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ϕ èñïîëüçîâàëàñü óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ [6].� 53 �
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âÐèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö îò ïðîñòðàíñòâåííîãî óãëà θ: à � 9-ÿ ñòðîêà; á � 80-ÿñòðîêà; â � 160-ÿ ñòðîêà; � ES10, ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò; ��� � ES10, öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìàêîîðäèíàò; �•� � ES20, öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò� 54 �
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