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ÓÄÊ 519.6:536.71ÐÅØÅÍÈÅ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÌÅÒÎÄÎÌ ÓÑÐÅÄÍÅÍÍÛÕ ÊÎÑÈÍÓÑÎÂÀ. Ñ. Åãîðîâà, Í. Ã. Êàðëûõàíîâ(Èâàíîâñêèé ÃÓ, ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, îñíî-âàííûé íà óñðåäíåíèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ïîëó÷åííûõóðàâíåíèé ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå ñõåìû íà îñíîâå íåÿâíûõ TVD-ïîäõîäîâ. Ïðèìåíè-ìîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà èññëåäîâàëàñü íà ðåøåíèè ðÿäà ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, TVD-ïîäõîä, îäíîìîìåíòíûå óðàâíåíèÿ ïåðå-íîñà ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí ïîäõîä äëÿ ðàñ÷åòà ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ, îñíîâàííûé íà óñðåäíå-íèè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé.×àñòî èñïîëüçóåìûé êâàçèäèôôóçèîííûé ïîäõîä [1, 2] îáëàäàåò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Îñíîâíîé èçíèõ: ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, è ñîãëàñíî òåî-ðåìå Ãîäóíîâà äëÿ íåå íåëüçÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ìîíîòîííóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ äàííîãî íåäîñòàòêà ïðèìåíÿþòñÿ ëèáî êîìáèíèðîâàííûå ñõåìû [3], ëèáî TVD-ïîäõîäû (Total Variation Diminishing) [4]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàçèäèôôóçèè çàïèñûâà-åòñÿ â èíâàðèàíòàõ [5]. Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòîâ íà ðàçíîñòíîì óðîâíå ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûåòðóäíîñòè äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íå ãîâîðÿ óæå î äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì. Ïðèìåíÿåìûéàâòîðàìè ïîäõîä ñóùåñòâåííî ïðîùå ìåòîäà èíâàðèàíòîâ äëÿ êâàçèäèôôóçèè è ëåãêî îáîáùàåòñÿíà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.Â îòëè÷èå îò êâàçèäèôôóçèîííîãî ïîäõîäà [1, 2], ãäå èñïîëüçóþòñÿ äâóõìîìåíòíûå óðàâíåíèÿ ñçàìûêàíèåì ÷åðåç êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèè, ïîñòðîåíî îäíîìîìåíòíîå óðàâíåíèå ñ çàìûêàíè-åì ÷åðåç óñðåäíåííûé êîñèíóñ íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà ôîòîíîâ. Óñðåäíåííûå êîñèíóñû ðàññ÷èòûâà-þòñÿ ïî àíàëîãèè ñ êîýôôèöèåíòîì êâàçèäèôôóçèè èñõîäÿ èç ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿïî ïðîñòûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ðàíåå äàííûé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿäëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìáèíèðîâàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ âäâóìåðíîì ñëó÷àå [3].Äëÿ ïîëó÷åííûõ îäíîìîìåíòíûõ óðàâíåíèé ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, îñíîâàííàÿ íà íåÿâíûõTVD-ïîäõîäàõ [4]. Áûëè èññëåäîâàíû îãðàíè÷èòåëè òèïà minmod è ×àêðàâàòè�Îøåðà [6]. Âîòëè÷èå îò ðàáîòû [4] îãðàíè÷èòåëè áðàëèñü êàê ñ n-ãî âðåìåííîãî øàãà (ëèíåéíàÿ TVD-ñõåìà), òàêè ñ (n+1)-ãî (íåëèíåéíàÿ TVD-ñõåìà). Äëÿ íåëèíåéíîé TVD-ñõåìû ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàëàñü ìåòîäîì Íüþòîíà.� 29 �



À. Ñ. Åãîðîâà, Í. Ã. ÊàðëûõàíîâÏîñòàíîâêà çàäà÷èÄëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå â íåïîäâèæíîé ñðåäå.Â ýòîì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:1c @I@t + �@I@x + (�a + �s) I � �s2 1Z�1 I ��0� d�0 = Q; (1)ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà; t � âðåìÿ; I � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ; � � êîñèíóñ óãëà ïîëåòà ôîòî-íà îòíîñèòåëüíî îñè x; �a � êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ; �s � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿèçëó÷åíèÿ; Q � èçîòðîïíûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ.Óðàâíåíèå (1) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:I (xleft; � > 0) = fleft (�; t) íà ëåâîé ãðàíèöå; I (xright; � < 0) = fright (�; t) íà ïðàâîé ãðàíèöå;I (x; �; t = 0) = ' (x; �). Çäåñü fleft (�; t), fright (�; t), ' (x; �) � çàäàííûå ôóíêöèè.Åñëè óðàâíåíèå (1) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé ñ âåñîì, ðàâíûì åäèíèöå, òî åãîìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:@U@t + @ h�i cU@x + c�aU = 2Q: (2)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ U = 1c 1Z�1 Id�; h�i = 1R�1 �Id�1R�1 Id� ;ãäå U � ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ; h�i � ñðåäíèé êîñèíóñ íàïðàâëåíèÿ ïîëåòà ôîòîíîâ.Óðàâíåíèå (2) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà: Uleft == 1c 1R0 fleft (�; t)d� íà ëåâîé ãðàíèöå, åñëè h�i > 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèå íå ñòàâèòñÿ;Uright = 1c 0R�1 fright (�; t)d� íà ïðàâîé ãðàíèöå, åñëè h�i < 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàíè÷íîå óñëîâèåíå ñòàâèòñÿ; U (t = 0) = 1c 1R�1 ' (x; �; t0)d� �fleft (�; t), fright (�; t), ' (x; �; t0) � çàäàííûå ôóíêöèè�.Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìèÎïðåäåëèì ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ U â öåíòðàõ è íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê (ðèñ. 1). Â ýòîì ñëó÷àåíåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ïðèìåò âèä
Ðèñ. 1. Ðàçíîñòíûé øàáëîí (N � ÷èñëî ãðàíåéÿ÷ååê)

Un+1i+1=2 � Uni+1=2 + c�h �h�i+1iUn+1i+1 �� h�iiUn+1i �+ c��aUn+1i+1=2 = 2�Qi+1=2: (3)Â óðàâíåíèè (3) èíäåêñ i ìåíÿåòñÿ îò 1 äîN � 1. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì h�1i çíà÷åíèå Un+11îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ïðè îòðèöà-òåëüíîì h�N i çíà÷åíèå Un+1N òàêæå îïðåäåëÿåòñÿãðàíè÷íûì óñëîâèåì.Â ñîîòâåòñòâèè ñ TVD-ìåòîäîëîãèåé óðàâíåíèå (3) äîïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè ñëåäóþùåãîâèäà: � 30 �



Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ� äëÿ h�i > 0Un+1i+1 = Un+1i+1=2 + 0;5�i+1=2 �Un+1i+1=2 � Un+1i�1=2� ;�i+1=2 = L ��Ui�1=2;�Ui+1=2��Ui�1=2 = L �Ui+1=2 � Ui�1=2; Ui+3=2 � Ui+1=2�Ui+1=2 � Ui�1=2 = L �1; �i+1=2� ; (4)�i+1=2 = �Ui+1=2�Ui�1=2 = Ui+3=2 � Ui+1=2Ui+1=2 � Ui�1=2 ;� äëÿ h�i < 0Un+1i = Un+1i+1=2 � 0;5�i�1=2 �Un+1i+3=2 � Un+1i+1=2� ;�i�1=2 = L ��Ui+1=2;�Ui�1=2��Ui+1=2 = L �Ui+3=2 � Ui+1=2; Ui+1=2 � Ui�1=2�Ui+3=2 � Ui+1=2 = L �1; �i�1=2� ; (5)�i�1=2 = �Ui�1=2�Ui+1=2 = Ui+1=2 � Ui�1=2Ui+3=2 � Ui+1=2 :Äëÿ óðàâíåíèé (4), (5) èíäåêñ i ìåíÿåòñÿ îò 2 äî N � 2. Ïðè i = 1 èëè i = N � 1 êîýôôèöèåíò �ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, ò. å. â ïðèãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Åñëè ôóíêöèÿ � (�) èçâåñòíà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3)�(5) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ Un+1i+1=2, Un+1i+1 . ×èñëî óðàâíåíèé ðàâíî 2N � 1.Ïåðåíóìåðàöèÿ íåèçâåñòíûõ ïðîèçâîäèòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:1U1; 2U3=2; 3U2; :::; 2i� 1Ui; 2iUi+1=2; :::; 2N � 3UN�1; 2N � 2UN�1=2; 2N � 1UN :Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé íóìåðàöèåé ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3)�(5) áóäåò èìåòüñåìèäèàãîíàëüíûé âèä.Åñëè â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ âçÿòü minmod, òî ôóíêöèÿ � (�) ïðèìåò âèä [4]�i+1=2 = 1 + sign ��i+1=2�2 min �1; ���i+1=2��� :Åñëè â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ âçÿòü îãðàíè÷èòåëü ×àêðàâàòè�Îøåðà [6], òî ôóíêöèÿ � (�) ïðèìåòâèä �i+1=2 = (1� Æ)minmod �1; ��i+1=2�+ (1 + Æ)minmod ��; �i+1=2�2 ;ãäå minmod(a; b) = 0;5 (sign (a) + sign (b))min (jaj ; jbj); �, Æ � ïàðàìåòðû îãðàíè÷èòåëÿ ×àêðàâàòè�Îøåðà. Ðåêîìåíäîâàííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: � = 3; Æ = 1=3.Òàê êàê ôóíêöèÿ � èìååò äðîáíî-ëèíåéíûé õàðàêòåð, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îíà ñëàáî ìåíÿåòñÿçà øàã � . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ-îãðàíè÷èòåëü � (�) ìîæíî âçÿòü ñ n-ãî øàãà [4].Ôîðìàëüíî TVD-ñõåìà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Åñëè áðàòü ôóíêöèþ � ñ n-ãî øàãà, òî íå òðåáóåò-ñÿ äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèé ïî íåëèíåéíîñòè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äàííóþ TVD-ñõåìó áóäåìíàçûâàòü ëèíåéíîé.Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, êîãäà ôóíêöèÿ � (�) áåðåòñÿ íå ñ n-ãî øàãà, êàê îïèñàíî â [4], à ñ(n+1)-ãî øàãà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ (4), (5) áóäóò èìåòü íåëèíåéíûé õàðàêòåð. Äëÿ ðåøåíèÿñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿåì ìåòîä Íüþòîíà. Ôóíêöèè � (�) (ðèñ. 2) íå èìåþò íåïðå-ðûâíûõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî �. Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ôóíêöèé ïðè îðãàíèçàöèè íüþòîíîâñêîãîèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà íå öåëåñîîáðàçíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü ýòèôóíêöèè, èõ íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü íåêèìè âûðàæåíèÿìè, êîòîðûå èìåëè áû íåïðåðûâíûå� 31 �
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè ôóíêöèé � (�): à � îãðàíè÷èòåëü minmod; á � îãðàíè÷èòåëü ×àêðàâàòè�Îøåðàïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Â êà÷åñòâå òàêèõ âûðàæåíèé èñïîëüçîâàëèñü ïîëèíîìû òðåòüåãî ïîðÿäêà âòî÷êàõ âáëèçè èçëîìîâ ôóíêöèé � (�), êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé è èõ ïåðâûõïðîèçâîäíûõ. Äëÿ êàæäîé òî÷êè èçëîìà ôóíêöèè � (�) ðàçìåð îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ñòðîèëñÿòàêîé ïîëèíîì, ñîñòàâëÿë 10% îò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà �. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèåñãëàæåííûõ ôóíêöèé îò òî÷íûõ ôóíêöèé â íîðìå L1 ñîñòàâëÿåò äîëè ïðîöåíòà.Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ (4), (5) â ñëó÷àå, êîãäà � (�) áåðåòñÿ ñ (n+1)-ãî øàãà, ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíû-ìè, òî äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ èõ íåîáõîäèìî ëèíåàðèçîâàòü. Ëèíåàðèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿïóòåì ðàçëîæåíèÿ âñåõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòÿõ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿñ òî÷íîñòüþ äî ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (3) ïðèìåò ñëåäóþùèéâèä: �US+1i+1=2 + USi+1=2 � Uni+1=2 + c�h �h�i+1i�US+1i+1 � h�ii�US+1i �++ c�h �h�i+1i�USi+1 � h�ii�USi �+ c��a ��US+1i+1=2 + USi+1=2� = 2�Qi+1=2: (6)Ëèíåàðèçîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (4), (5) ïðèìóò âèä:� äëÿ h�i > 0 �US+1i+1 +��1 + 0;5 ��� (1 + �) @�@� ���US+1i+1=2 + 0;5��� �@�@���US+1i�1=2 �� 0;5@�@��US+1i+3=2 = USi+1=2 + 0;5��USi+1=2 � USi�1=2�� USi+1; (7)� äëÿ h�i < 0 �US+1i +��1 + 0;5 ��� (1 + �) @�@� ���US+1i+1=2 + 0;5��� �@�@���US+1i+3=2 �� 0;5@�@��US+1i�1=2 = USi+1=2 + 0;5��USi+3=2 � USi+1=2�� USi : (8)Çäåñü �US+1 = US+1 � US , ãäå S � íîìåð íüþòîíîâñêîé èòåðàöèè. Ôîðìàëüíî ïðè çàïèñè ôîð-ìóë (6)�(8) â ðÿä Òåéëîðà ðàçëîæåíû íå òîëüêî íåëèíåéíûå ÷ëåíû, íî è ëèíåéíûå. Ìàòðèöàñèñòåìû ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé (6)�(8) òàêæå èìååò ñåìèäèàãîíàëüíûé âèä. Äàííóþ ìîäè-ôèêàöèþ TVD-ñõåìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü íåëèíåéíîé.Èòåðàöèè ïî íåëèíåéíîñòè ïðîâîäÿòñÿ äî ñõîäèìîñòè. Ñõîäèìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìóêðèòåðèþ: ���US+1�� < " ���US+1 + ���� : (9)Êðèòåðèé (9) ïðîâåðÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ ïî ïðîñòðàíñòâó. Â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñüçíà÷åíèÿ " = 10�5, � = 10�3. � 32 �



Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâÏðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â âàêóóìåÑ öåëüþ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ áûëè ïðîèçâåäåíû ñåðèè ðàñ÷åòîâ çàäà÷ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè â øåñòè ïîñòàíîâêàõ, ñâîäèìûõ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ:1) êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè;2) óðàâíåíèÿ êâàçèäèôôóçèè ïî ñõåìå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâó è ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîâðåìåíè;3) óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè ïî ñõåìå TVD ñ îãðàíè÷èòåëåì minmod, ëèíåéíûéñëó÷àé;4) óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè ïî ñõåìå TVD ñ îãðàíè÷èòåëåì minmod, íåëèíåéíûéñëó÷àé;5) óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè ïî ñõåìå TVD ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà,ëèíåéíûé ñëó÷àé;6) óðàâíåíèÿ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè ïî ñõåìå TVD ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà,íåëèíåéíûé ñëó÷àé.Êîýôôèöèåíòû êâàçèäèôôóçèè è óñðåäíåííûå êîñèíóñû ðàññ÷èòûâàëèñü íà îñíîâå ðåøåíèÿ êèíå-òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) ïî ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà.Áûëè ðàññìîòðåíû çàäà÷è:1) î ïåðåíîñå ïðÿìîóãîëüíîãî ïðîôèëÿ â âàêóóìå äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè;2) î ðàñïðîñòðàíåíèè èçîòðîïíîãî èçëó÷åíèÿ îò ãðàíèö ñèñòåìû â âàêóóìå;3) î ðàñïðîñòðàíåíèè èçîòðîïíîãî èçëó÷åíèÿ â âàêóóìå îò çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ.Äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è èìåþò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íèæå.Çàäà÷à 1. Ïåðåíîñ ïðÿìîóãîëüíîãî ïðîôèëÿ â âàêóóìå äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Ðàñ-ñìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â íåïîãëîùàþùåé è íåðàññåèâàþùåé ñðåäå (�a == �s = 0), ñêîðîñòü ñâåòà ïîëîæèì ðàâíîé c = 1. Â ñèñòåìå ðàçìåðîì L = 200 â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà íóëþ. Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîîðäèíàòàìè x = 50 èx = 70, çàäàíà åäèíè÷íàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ òîëüêî äëÿ � = 1, äëÿ îñòàëüíûõ óãëîâ èíòåí-ñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà íóëþ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è êîýôôèöèåíò êâàçèäèôôóçèè èñðåäíèé êîñèíóñ ðàâíû åäèíèöå. Äàííàÿ çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.Çàäà÷à ðàññ÷èòûâàëàñü ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì Êóðàíòà k = c�=h = 0;5 ñ ðàçíûìè øàãàìè ïîïðîñòðàíñòâó. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ïîñòàíîâêàõ 1�6 (ñì. âûøå) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Çàäà÷à 1. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ãðóáîé (à) è ïîäðîáíîé (á ) ñåòêàõ ïî ïðî-ñòðàíñòâó, t = 50: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòàíîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6� 33 �
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Ðèñ. 4. Çàäà÷à 1. Ñõîäèìîñòü â íîðìå L1 ïî âðåìåííîéïåðåìåííîé ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå Êóðàíòà: �ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � � ïîñòàíîâêà 3;� � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòàíîâêà 5; � � � � � � �ïîñòàíîâêà 6

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ñêîðîñòü ñõîäè-ìîñòè èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èñ-õîäíîãî óðàâíåíèÿ (N � ÷èñëî òî÷åê ñåòêèïî ïðîñòðàíñòâó).Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, êâàçèäèôôóçèîí-íûé ïîäõîä äàåò íåìîíîòîííîå ðåøåíèå.Íà ïîäðîáíûõ ñåòêàõ ñõåìû âòîðîãî ïîðÿä-êà äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò.Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøå-íèþ, îñîáåííî íà ãðóáûõ ñåòêàõ, èìååò ìå-òîä óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâ ïî íåëèíåéíîéTVD-ñõåìå ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà (ïîñòàíîâêà 6).Îòìåòèì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ ÷èñëî íüþòî-íîâñêèõ èòåðàöèé íå ïðåâûøàëî 3-4.Çàäà÷à 2. Ðàñïðîñòðàíåíèå èçîòðîïíîãî èçëó÷åíèÿ îò ãðàíèö ñèñòåìû â âàêóóìå.Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â íåïîãëîùàþùåé è íåðàññåèâàþùåé ñðåäå (�a == �s = 0), ñêîðîñòü ñâåòà ïîëîæèì ðàâíîé åäèíèöå. Â ñèñòåìå ðàçìåðîì L = 100 â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà íóëþ. Íà ëåâîé ãðàíèöå çàäàíà èçîòðîïíàÿ èí-òåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå äëÿ � > 0, íà ïðàâîé ãðàíèöå èçîòðîïíàÿ èíòåíñèâíîñòüèçëó÷åíèÿ ðàâíà åäèíèöå äëÿ � < 0.Â ðàñ÷åòå ñ ïîñòàíîâêîé 1 ñ ïàðàìåòðîì k = 0;5, ÷èñëîì òî÷åê ïî ïðîñòðàíñòâó N = 101 è ÷èñëîìòî÷åê ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé M = 8 áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 5. Íà ðèñóí-êå âèäíà íåìîíîòîííîñòü äàæå äëÿ ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äàííàÿ íåìîíîòîííîñòü îáóñëîâëåíàíå êà÷åñòâîì ðàçíîñòíîé ñõåìû, à îñîáåííîñòüþ ðàçìàçûâàíèÿ ôðîíòà âîëíû ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñ-ëàõ Êóðàíòà. Ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñ. 6, ãäå ïðåäñòàâëåíû ïðîôèëè èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿíà ìîìåíò âðåìåíè t = 50 äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ óãëîâ. Âèäíî, ÷òî èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ìîíî-òîííû, íî èìåþò ðàçëè÷íûå ðàçìàçûâàíèÿ ôðîíòà âîëíû. Òàê, ïðè � = 1 ôðîíò ðàçìàçàëñÿ íàñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî òî÷åê, ÷åì ïðè � = 1=7. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè äàííûõ ïðîôèëåé ïîóãëîâîé ïåðåìåííîé ïîëó÷àåòñÿ íåìîíîòîííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ.

Ðèñ. 5. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, t = 50; � = 0;25 (ñïðàâà � ôðàãìåíò ïðîôèëåé âóâåëè÷åííîì ìàñøòàáå): � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòàíîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6� 34 �



Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì óñðåäíåííûõ êîñèíóñîâÐàññ÷èòàííûå ïî ïðåäñòàâëåííûì âûøå ïðî-ôèëÿì ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôó-çèè è ñðåäíèõ êîñèíóñîâ òàêæå èìåþò íåìîíî-òîííûé õàðàêòåð (ðèñ. 7). Äàííàÿ íåìîíîòîí-íîñòü èñ÷åçàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà òî÷åê ïîóãëîâîé ïåðåìåííîé. Óæå ïðè M = 32 íåìî-íîòîííîñòü ïðàêòè÷åñêè íå íàáëþäàåòñÿ.Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ñ ïîñòîÿí-íûì ÷èñëîì Êóðàíòà k = 0;5 ñ ðàçíûìè øàãàìèïî ïðîñòðàíñòâó. ×òîáû íå ïðîÿâëÿëàñü íåìî-íîòîííîñòü, äàííàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ ïðîâîäèëàñüñ ÷èñëîì óãëîâ M = 64. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8, 9.Èç ðèñ. 9 âèäíî, ÷òî âñå ñõåìû âòîðîãî ïî-ðÿäêà òî÷íîñòè äàþò ïðèìåðíî îäíî è òî æå ðå-øåíèå, êîòîðîå èìååò ñëàáóþ íåìîíîòîííîñòü.Íà ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíû ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè Ðèñ. 6. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè èíòåíñèâíîñòè èçëó÷å-íèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ óãëîâ, t = 50: ��� � � == 1=7; � � � � = 3=7; �N� � � = 5=7; �H� �� = 1

Ðèñ. 7. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè êîýôôèöèåíòà êâàçèäèôôóçèè (à) è ñðåäíåãî êîñèíóñà (á ), t = 50

Ðèñ. 8. Çàäà÷à 2. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ãðóáîé (à) è ïîäðîáíîé (á ) ñåòêàõ ïî ïðî-ñòðàíñòâó, t = 50: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòàíîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6� 35 �
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Ðèñ. 9. Çàäà÷à 2. Ôðàãìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-ñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ïîäðîáíîé ñåòêå ïî ïðî-ñòðàíñòâó, t = 50: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;� ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòà-íîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6 Ðèñ. 10. Çàäà÷à 2. Ñõîäèìîñòü â íîðìå L1 ïî âðå-ìåííîé ïåðåìåííîé ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå Êóðàíòà:� ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòà-íîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ â íîðìå L1 (N � ÷èñëî òî÷åêñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íà ãðóáîé ñåòêå ïî ïðîñòðàíñòâó íàèëó÷øåå ðå-øåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïî ìåòîäó ñðåäíèõ êîñèíóñîâ ïî ëèíåéíîé TVD-ñõåìå ñ îãðàíè÷èòåëåì minmod.Íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðîÿâëÿþò íåìîíîòîííûé õàðàêòåð, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé ïåðâîãî ïîðÿäêà.Çàäà÷à 3. Ðàñïðîñòðàíåíèå èçîòðîïíîãî èçëó÷åíèÿ â âàêóóìå îò çàäàííîãî íà÷àëü-íîãî ïðîôèëÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ â íåïîãëîùàþùåé è íåðàññåèâà-þùåé ñðåäå (�a = �s = 0), ñêîðîñòü ñâåòà ïîëîæèì ðàâíîé åäèíèöå. Â ñèñòåìå ðàçìåðîì L = 200â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ðàâíà íóëþ, êðîìå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîéêîîðäèíàòàìè x = 80 è x = 120. Â äàííîé îáëàñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíî èçîòðîïíîåèçëó÷åíèå ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ.Çàäà÷à ðàññ÷èòûâàëàñü ñ ïîñòîÿííûì ÷èñëîì Êóðàíòà k = 0;5, ñ ðàçíûì ÷èñëîì òî÷åê ïî ïðî-ñòðàíñòâó: îò N = 101 äî N = 801. ×èñëî òî÷åê ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé M = 64.Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 11. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, äëÿ êâàçèäèôôóçèîííîãîìåòîäà ïðîÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ íåìîíîòîííîñòü, â òî âðåìÿ êàê ïðè ìåòîäàõ ñ óñðåäíåííûìè êîñèíó-ñàìè èìåþòñÿ ïî÷òè ìîíîòîííûå ðåøåíèÿ è íà ïîäðîáíîé ñåòêå ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâûåðåçóëüòàòû.Èç ðèñ. 12 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äàþò íåáîëüøóþ íåìîíîòîí-íîñòü, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ñêàçûâàåòñÿ íà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó. Ýòîòôàêò îòðàæåí íà ðèñ. 13, èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî äëÿ äàííîé çàäà÷è íàèõóäøàÿ ñõîäèìîñòü èç-çàíåìîíîòîííûõ ñâîéñòâ èìååò ìåñòî â êâàçèäèôôóçèîííîì ïîäõîäå. Ïîäõîäû ñ óñðåäíåííûìè êî-ñèíóñàìè ïðîÿâëÿþò ñëàáóþ íåìîíîòîííîñòü, ÷òî òàêæå ñêàçûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ. Ñõåìàïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé.Çàêëþ÷åíèåÄëÿ îäíîìîìåíòíûõ óðàâíåíèé ñ óñðåäíåííûìè êîñèíóñàìè ïîñòðîåíû íåÿâíûå ðàçíîñòíûå ñõå-ìû íà îñíîâå TVD-ïîäõîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷èòåëåé òèïà minmod è ×àêðàâàòè�Îøåðà.Ïðè ýòîì îãðàíè÷èòåëè, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïîäõîäîâ, áðàëèñü êàê ñ n-ãî, òàê è ñ(n+ 1)-ãî âðåìåííîãî øàãà. Ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàçèäèôôóçèîííûì ïîäõîäîì ðàññìîòðåííûå ñõåìûèìåþò ïðàêòè÷åñêè ìîíîòîííûé õàðàêòåð. � 36 �
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Ðèñ. 11. Çàäà÷à 3. Ïðîôèëè ïëîòíîñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ãðóáîé (à) è ïîäðîáíîé (á ) ñåòêàõ ïî ïðî-ñòðàíñòâó, t = 50: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; � ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòàíîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6

Ðèñ. 12. Çàäà÷à 3. Ôðàãìåíò ïðîôèëåé ïëîòíî-ñòè ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ íà ïîäðîáíîé ñåòêå ïî ïðî-ñòðàíñòâó, t = 50: � àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;� ïîñòàíîâêà 1; � � � � � ïîñòàíîâêà 2; � � �ïîñòàíîâêà 3; � � � ïîñòàíîâêà 4; � ïîñòà-íîâêà 5; � � � � � � � ïîñòàíîâêà 6
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