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ÓÄÊ 681.324ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÅ ÑÕÅÌÛ ÌÎËÅÊÓËßÐÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ.2. ÑÈÑÒÅÌÀ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÒÅÑÒÎÂÂ. Å. Øåìàðóëèí, Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Äàåòñÿ îïèñàíèå ñèñòåìû òåñòîâ, ñôîðìèðîâàííîé àâòîðàìè äëÿ âåðèôèêàöèè êîäîâ,ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Äàííàÿ ñèñòåìà òåñòîâïðåäñòàâëåíà ñïèñêîì òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ õîðîøî èçâåñòíûõ, çà îäíèì èñêëþ÷åíè-åì, ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñáîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòèö. Ýòà ïðîáëåìà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé äëÿ êëàñòåðíîéäèíàìèêè, íî â îáùåé ïîñòàíîâêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòîé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, ïîòåíöèàë Íüþòîíà, êëàññè÷åñêèé è ìî-äèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàëû Ìîðçå, ïîòåíöèàë Ëåííàðäà�Äæîíñà, çàäà÷à ìíîãèõòåë, àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ î äâèæåíèè ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî-÷åê, êîëëèíåàðíûå ðåøåíèÿ Ýéëåðà, òðåóãîëüíûå ðåøåíèÿ Ëàãðàíæà, òî÷êè ëèáðàöèèè ïðîáëåìà èõ óñòîé÷èâîñòè, óñëîâèå Ðàóññà.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ òåñòèðîâàíèå ñòàëî íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäèê è êîì-ïëåêñîâ ïðîãðàìì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé âåðèôèêàöèè ìåòîäèê ñîçäàâàåìûå ñèñòåìûòåñòîâ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü çàðàíåå ñôîðìóëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì, êîòîðûå äèêòóþòñÿ îñîáåí-íîñòÿìè èñïîëüçóåìûõ â ýòèõ ìåòîäèêàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îáùèå ïðèíöèïû ôîðìèðîâàíèÿñèñòåì òåñòîâ áûëè ðàçðàáîòàíû â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ ïðèìåíèòåëüíî ê êîäàì, îðèåíòèðîâàííûì íàðåøåíèå çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè è òåïëîïðîâîäíîñòè [1�3].Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ åñòåñòâåííî âûáèðàòü çàäà÷è, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè, ñõîäíûìè ñî ñâîé-ñòâàìè íàèáîëåå òèïè÷íûõ çàäà÷, âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðàêòèêå ðàñ÷åòîâ, è ïî âîçìîæíîñòè èìåþùèåàíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Íàáîð òåñòîâûõ çàäà÷ äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ïîëíûì, ÷òîáû èõ ðàñ÷åòïîçâîëÿë ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î òàêèõ âàæíûõ ñâîéñòâàõ ìåòîäèêè, êàê� êîíñåðâàòèâíîñòü;� òî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü;� ñîõðàíåíèå ñâîéñòâ ñèììåòðèè ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îäíîìåðíîñòè è äâóìåðíîñòè;� áåçàâîñòíîñòü, ýêîíîìè÷íîñòü.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ñôîðìèðîâàííîé àâòîðàìè ñèñòåìû òåñòîâ äëÿ ìåòîäèêè ïðîãðàìì, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Äàííàÿ ñèñòåìà òåñòîâïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè, òî÷íîñòè è êîíñåðâàòèâíûõ ñâîéñòâ ðàçíîñòíûõ ñõåìè ïðåäñòàâëåíà ñïèñêîì òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, Ìîðçå, ìîäèôèöèðîâàííîãîïîòåíöèàëà Ìîðçå è ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà�Äæîíñà. Êëþ÷åâûå òåñòû ïîñòðîåíû íà îñíîâå ðå-øåíèé Ýéëåðà è Ëàãðàíæà äëÿ ïîòåíöèàëà Íüþòîíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûìè ïðèí-öèïàìè íàðÿäó ñ äâóìåðíûìè ðåøåíèÿìè ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ðÿäà îäíîìåðíûõ çàäà÷.
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Â. Å. Øåìàðóëèí, Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíà1. Çàäà÷è î äâèæåíèè òåë â ïîëå ñèë ïîòåíöèàëà ÍüþòîíàÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ äâóìåðíûå òåñòû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåøåíèÿ çàäà÷è íåñêîëüêèõòåë. Äàííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïèñàíèè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïîä äåéñòâèåì ñèë âçàèìíîãîïðèòÿæåíèÿ. Âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà.1.1. Î çàäà÷å îäíîãî òåëà. Çàäà÷à î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå(çàäà÷à îäíîãî òåëà) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè [4, 5].Âñÿêîå öåíòðàëüíîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî, à åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿ-íèÿ r äî öåíòðà: U = U(r): Îðáèòà òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé,è èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Âñåîðáèòû çàêðó÷èâàþòñÿ âîêðóã öåíòðà.Óðàâíåíèå ëþáîé òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååòñëåäóþùèé âèä: ' = Z M drr2p2m (E � V (r)) ; (1)ãäå M è E � ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè; M � êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò îò-íîñèòåëüíî öåíòðà; E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ; V (r) � ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë, V (r) = U(r) + M22mr2 ,U(r) � èñõîäíûé ïîòåíöèàë öåíòðàëüíîãî ïîëÿ. Çàâèñèìîñòü r îò t îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòóðîéZ dt = Z drr 2m (E � V (r)) :Äëÿ êåïëåðîâîé çàäà÷è, ò. å. â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà Íüþòîíà U = �k=r, îáùàÿ ôîðìóëà (1) äëÿóðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó îáû÷íîãî ôîêàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿr = r (') = p1 + e cos'; p = M2mk ; e =r1 + 2EM2mk2 ;ãäå p � ôîêàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé; e � ýêñöåíòðèñèòåò (0 < e < 1 äëÿ ýëëèïñà; e = 1 äëÿïàðàáîëû; e > 1 äëÿ ãèïåðáîëû). Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿêðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Êîíñòàíòû m, M è E îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò îðáèòó ÷àñòèöû. Õàðàêòåðîðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïîëíîé ýíåðãèè:� ïðè E < 0 � ýëëèïòè÷åñêàÿ îðáèòà;� ïðè E = 0 � ïàðàáîëè÷åñêàÿ îðáèòà;� ïðè E > 0 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îðáèòà.Ñëåäóåò îòìåòèòü çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà, ïîä÷åðêèâàþùåå åãî èñêëþ÷è-òåëüíîñòü. Â [4] ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: âñå îãðàíè÷åííûå îðáèòûâ öåíòðàëüíîì ïîëå çàìêíóòû òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ:U = �r2; U = ��r�1; � = const � 0:1.2. Çàäà÷à äâóõ òåë. Ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë (ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê) 1 è 2 ñ ìàññàìè m1 èm2 ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è îäíîãî òåëà (äëÿ òîãî æå ïîòåíöèàëà) c ïðèâåäåííîé ìàññîém � ïîëîâèíîé ãàðìîíè÷åñêîãî ñðåäíåãî ìàññ m1 è m2 [4, 5]: 1m = 1m1 + 1m2 :Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷åê 1 è 2 èìåþò âèä~r1 (t) = ~rc (t)� m2m1 +m2~r; ~r2 (t) = ~rc (t) + m1m1 +m2~r;� 4 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâãäå ~rc � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ; ~r = ~r (t) � ðåøåíèå çàäà÷è î äâèæåíèè ìàññû m; ~r1 è ~r2 �ðàäèóñû-âåêòîðû ïåðâîé è âòîðîé òî÷åê, ~r = ~r2 � ~r1.Äëÿ íüþòîíîâà ïîòåíöèàëà â áàðèöåíòðè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõî-äèòñÿ â öåíòðå ìàññ, îðáèòàìè òî÷åê ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûå êîíè÷åñêèå ñå÷åíèÿ ñ ôîêóñàìè â íà÷àëåêîîðäèíàò.1.3. Çàäà÷à òðåõ òåë. Çàäà÷à òðåõ òåë, íåñìîòðÿ íà áîëåå ÷åì 200-ëåòíèå óñèëèÿ ìíîãèõâûäàþùèõñÿ àíàëèòèêîâ, íå ðåøåíà äî ñèõ ïîð.Â òå÷åíèå ïåðâûõ 150 ëåò óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû â ñòîðîíó ôîðìàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-íåíèé äâèæåíèÿ ([6], ñ. 432). Íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåõ òåë â ýòîìòðàäèöèîííîì ýëåìåíòàðíîì ñìûñëå îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî, êàê áûëî äîêàçàíî â êîíöå19-ãî âåêà Ã. Áðóíñîì è À. Ïóàíêàðå, åå îáùåå ðåøåíèå íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç àëãåáðàè÷åñêèå èëèîäíîçíà÷íûå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé òåë [7]. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà Áðóíñà(1888 ã.) óòâåðæäàåò ([8], ñ. 42), ÷òî çàäà÷à òðåõ òåë íå èìååò íè îäíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èíòåãðàëà,íå çàâèñèìîãî îò äåñÿòè êëàññè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ � äâèæåíèÿ öåíòðà èíåðöèè, èìïóëüñà, ìîìåíòàèìïóëüñà è ýíåðãèè.Ïîñëå ýòîãî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòàëà àêòóàëüíîé çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ïðîáëåìûòðåõ òåë â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ïåðåìåííîé t. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà ôèíñêèì ìàòåìàòèêîìÊ. Çóíäìàíîì â 1912 ã. Îäíàêî â 1933 ã. âîïðîñ î ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ðÿäîâ Çóíäìàíà áûëðåøåí â îòðèöàòåëüíîì ñìûñëå ôðàíöóçñêèì ó÷åíûì Ä. Áåëîðèöêèì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ðåøåíèåÇóíäìàíà ïðåäñòàâëÿåò ëèøü ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ è íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ èññëåäî-âàíèÿ âîïðîñîâ ïðàêòè÷åñêîé àñòðîíîìèè. Ñëàáàÿ ïðèãîäíîñòü âñåîáúåìëþùèõ ôîðìóë Çóíäìàíàäëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ âûðàæàåòñÿ â êðàéíå ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ([6],ñ. 437; [7]).Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è òðåõ òåë äî ñèõ ïîð ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, óæå áîëååäâóõñîò ëåò õîðîøî èçâåñòíû äâà êëàññà åå òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé � êîíôèãóðàöèè Ýéëåðà èËàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð, [6, 7, 9]). Â äâèæåíèÿõ êàæäîãî èç ýòèõ êëàññîâ òî÷êè âçàèìíî ïðè-òÿãèâàþòñÿ ïî çàêîíó Íüþòîíà è äâèæóòñÿ ïî ïîäîáíûì êåïëåðîâûì òðàåêòîðèÿì. Â äâèæåíèÿõÝéëåðà òðè òî÷êè âñå âðåìÿ íàõîäÿòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ â ôèêñèðîâàííîéïëîñêîñòè âîêðóã öåíòðà ìàññ, â îáùåì ñëó÷àå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èçìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì.Â äâèæåíèÿõ Ëàãðàíæà òðè òî÷êè âñå âðåìÿ íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-êà. Òðåóãîëüíèê ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ â ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè âîêðóã öåíòðà ìàññ. Â îáùåìñëó÷àå äëèíà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì.1.3.1. Êîëëèíåàðíûå äâèæåíèÿ Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàñïî-ëîæåííûõ íà îäíîé ïðÿìîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíòð ìàññ G ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.Ïóñòü òî÷êè 1, 2, 3 èìåþò ìàññû m1, m2, m3 è àáñöèññû òî÷åê â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ r1 = x1 < r2 = x2 < r3 = x3:Îáîçíà÷èâ óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ÷åðåç !, çàïèøåì óñëîâèÿ ðàâåíñòâà öåíòðîáåæíûõ ñèë èñèë ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà êàæäóþ òî÷êó, â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( � ãðàâèòàöèîí-íàÿ ïîñòîÿííàÿ):!2r1=�  m2(r2�r1)2�  m3(r3�r1)2 ; !2r2=�  m3(r3�r2)2+  m1(r2�r1)2 ; !2r3=  m1(r3�r1)2+  m2(r3�r2)2 : (2)Ïîëîæèì R1 = r3�r2; R2 = r3�r1; R3 = r2�r1; � = r3 � r2r2 � r1 . Òîãäà â ñèëó (2) ïîëó÷àåì óðàâíåíèåïÿòîé ñòåïåíè äëÿ �:(m1 +m2) �5+(3m1 + 2m2) �4+(3m1 +m2) �3�(m2 + 3m3) �2�(2m2 + 3m3) ��(m2 +m3) = 0: (3)Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü òîëüêî îäíà ïåðåìåíà çíàêà. Ïîýòîìóñîãëàñíî òåîðåìå Äåêàðòà äàííîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü [10]. Ïðè� 5 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíàçàäàííûõ ìàññàõ òåë ðåøåíèå óðàâíåíèé (2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì, íàïðèìåðR3 (� � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (3)):r1 = �m2 + (�+ 1)m3m1 +m2 +m3 R3; r2 = m1 � �m3m1 +m2 +m3R3; r3 = (�+ 1)m1 + �m2m1 +m2 +m3 R3;!2 = R33 � 1(�+ 1)3m1 + �2 + 1�2 (�+ 1)m2 + 1(�+ 1)3m3� :1.3.2. Òðåóãîëüíûå äâèæåíèÿ Ëàãðàíæà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òðåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (÷àñòèö)A1, A2, A3, êîòîðûå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà cïîñòîÿííûìè ñòîðîíàìè, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåãîñÿ â ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè âîêðóã íåïîäâèæ-íîãî öåíòðà ìàññ G. Êàê è ïðåæäå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ìàññ G ñèñòåìû òî÷åê ñîâïàäàåò ñíà÷àëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îðáèòàìè òî÷åê ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòè.Íà÷àëüíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê (â ìîìåíò âðåìåíè t = 0) â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ èçîáðàæåíî íàðèñ. 1: l1 = const, l2 = const, l3 = const � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè A1,A2, A3; H � öåíòð ìàññ ÷àñòèö A1 è A2.Ïóñòü òî÷êè A1, A2, A3 èìåþò ìàññû m1, m2, m3 ñîîòâåòñòâåííî; óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ! = const. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òî÷êó A3 ñî ñòîðîíû òî÷åê A1 è A2, âñåãäàäîëæíà ðàâíÿòüñÿ öåíòðîáåæíîé ñèëå m3GA3!2 è áûòü íàïðàâëåíà â öåíòð G, ïîýòîìó äîëæíûâûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:m2l21 sin�1 = m1l22 sin�2; GA3!2 =  �m2l21 cos�1 + m1l22 cos�2� : (4)Î÷åâèäíî, ÷òî l1sin�1l2sin�2 = A2HA1H = m1m2 . Ïîýòîìó èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâîl1 = l2. Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå ÷àñòèöû A2 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó l1 = l3. Ñëåäîâàòåëüíî,òðåóãîëüíèê A1A2A3 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì: l1 = l2 = l3 = l.Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó óðàâíåíèþ (4). Ïóñòü îòðåçîê HK ïàðàëëåëåí ñòîðîíå A1A3 (ñì. ðèñ. 1).Òîãäà, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê A1A2A3 ðàâíîñòîðîííèé,HK = HA2 = m1m1 +m2 l; KA3 = A1H = m2m1 +m2 l:Ñëåäîâàòåëüíî, HA3 = HKcos�2 +KA3cos�1 = (m1cos�2 +m2cos�1) lm1 +m2 :

Ðèñ. 1. Òðåóãîëüíîå êðóãîâîå äâèæåíèå Ëàãðàíæà,l1 = l2 = l3. Ðàñïîëîæåíèå òî÷åê â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t = 0

Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâà l1 = l2 = l âòîðîåóðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèäGA3!2 = l2 (m1 +m2)HA3l : (5)Òàê êàê òî÷êà G ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû,èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèåGA3 = (m1 +m2)HA3m1 +m2 +m3 :Îòñþäà è èç (5) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ óãëî-âîé ñêîðîñòè:!2 =  (m1 +m2 +m3)l3 :� 6 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâÏîíÿòíî, ÷òî ê ýòîìó æå âûâîäó ïðèäåì, ðàññìîòðåâ äâå äðóãèå ÷àñòèöû. Ýòî äîêàçûâàåò ñóùå-ñòâîâàíèå êðóãîâîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, ðàñïîëîæåííûõ â âåðøèíàõ íåèçìåííîãî ðàâíîñòîðîííåãîòðåóãîëüíèêà, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåãîñÿ â ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè âîêðóã íåïîäâèæíîãî öåí-òðà ìàññ G. Ïðè çàäàííûõ ìàññàõ ÷àñòèö äâèæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ïðîèçâîëüíûìïàðàìåòðîì � äëèíîé l ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Îðáèòû ÷àñòèö � îêðóæíîñòè ðàäèóñàìè GAi,i = 1; 2; 3.1.3.3. Òî÷êè ëèáðàöèè è ïðîáëåìà èõ óñòîé÷èâîñòè. Âàæíåéøåé ðàçíîâèäíîñòüþ çàäà÷è òðåõòåë ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé îäíî èç òåë èìååò áåñêîíå÷íî ìàëóþ ìàññó m3 è,ñëåäîâàòåëüíî, íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå äâóõ äðóãèõ òåë ñ ìàññàìè m1 è m2.Â îãðàíè÷åííîé çàäà÷å êîíå÷íûå ìàññû m1 è m2 äâèæóòñÿ ïî êåïëåðîâûì îðáèòàì, îïðåäåëÿåìûìðåøåíèåì çàäà÷è äâóõ òåë.Â êîíôèãóðàöèÿõ Ýéëåðà è Ëàãðàíæà â ñîîòâåòñòâóþùåé âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ìàññàm3 íàõîäèòñÿ â òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ (ïîêîÿ). Â êîíôèãóðàöèè Ýéëåðà òàêèõ òî÷åê òðè � L1, L2,L3, âñå îíè íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè m1 è m2. Â êîíôèãóðàöèè Ëàãðàíæàòàêèõ òî÷åê äâå � L4, L5, îíè íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, îäíîé ñòî-ðîíîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ìàññû m1 è m2. Òî÷êè L1, L2, L3 íàçûâàþòñÿïðÿìîëèíåéíûìè, èëè êîëëèíåàðíûìè, òî÷êè L4, L5 � òðåóãîëüíûìè, èëè ëàãðàíæåâûìè [7, 11].Ãðàâèòàöèîííàÿ è öåíòðîáåæíàÿ ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî, ïîìåùåííîå â òî÷êè Li, i = 1; 5,óðàâíîâåøèâàþòñÿ. Â ñèëó ýòîãî òåëî c áåñêîíå÷íî ìàëîé ìàññîé m3, ïîìåùåííîå â òî÷êó Li ñíóëåâîé (âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò) ñêîðîñòüþ, îñòàíåòñÿ íåïîäâèæíûì (â òîé æå ñèñòåìåêîîðäèíàò). Ïîýòîìó òî÷êè Li, i = 1; 5, íàçûâàþò òî÷êàìè ëèáðàöèè, èëè ëèáðàöèîííûìè öåíòðàìè.Ñõåìàòè÷åñêè ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ëèáðàöèè ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2, ãäå èçîáðàæåíà ÷àñòü ïëîñ-êîñòè �12, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû îðáèòû òåë ñ ìàññàìèm1 èm2; òî÷êèM1 èM2 � ñîîòâåòñòâóþùèåïîëîæåíèÿ ýòèõ òåë, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî m1 � m2. Íà ðèñóíêå O � öåíòð ìàññ ñèñòåìû äàííûõòåë è â òî æå âðåìÿ � íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò; ïðè ýòîì äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxy âïëîñêîñòè �12 "æåñòêî" ñâÿçàíà ñ m1 è m2, âðàùàåòñÿ âîêðóã öåíòðà O (âî âíåøíåì "íåïîäâèæíîì"ïðîñòðàíñòâå R3) è âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü àáñöèññ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè M1 è M2 è íà-ïðàâëåíà â ñòîðîíó M2, à îñü îðäèíàò íàïðàâëåíà òàê, ÷òî êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò îñè Ox ê îñè Oyñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ òåëà M2 îòíîñèòåëüíî òåëà M1; � è � � êîîðäèíàòû Íåõâèëà[11], ñâÿçàííûå ñ äåêàðòîâûìè ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñîîòíîøåíèÿìè x = r�, y = r�, ãäår � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1 è M2, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè êåïëåðîâñêîãî äâèæåíèÿ ýòèõòî÷åê. Èç ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòû Íåõâèëà òî÷åê M1 è M2 ïîñòîÿííû,îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò íåèçìåííîñòü ïîëîæåíèÿ òî÷åê ëèáðàöèè Li, i = 1; 5, â ïëîñêîñòèO��. Ïîäðîáíîñòè çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [11].Îòêðûòèå â 1906 ã. ãðóïï àñòåðîèäîâ, äâè-æóùèõñÿ â îêðåñòíîñòè ëàãðàíæåâûõ òî÷åê ëèá-ðàöèè ñèñòåìû Ñîëíöå�Þïèòåð (Ãðåêè è Òðî-ÿíöû), ïîêàçàëî áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷è-ìîñòü ýòèõ òî÷åê äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèé êîñ-ìè÷åñêèõ òåë â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå. Â 1961 ã.áûëè îòêðûòû òàêæå îáëàêà Êîðäûëåâñêîãî �òóñêëûå îáëàêîïîäîáíûå ñïóòíèêè â îêðåñòíî-ñòè òðåóãîëüíîé òî÷êè ëèáðàöèè L5 ñèñòåìûÇåìëÿ�Ëóíà; ïîçäíåå àíàëîãè÷íîå îáëàêî áûëîîòêðûòî îêîëî òî÷êè L4.Ñ îáùåòåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæ-íîñòü âîïðîñà î òî÷êàõ ëèáðàöèè îãðàíè-÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë ïîä÷åðêèâàåòñÿ òåì,÷òî ïðè ðåøåíèè ðÿäà òðóäíûõ ïðèíöè-ïèàëüíûõ âîïðîñîâ îá ýòèõ òî÷êàõ áûëèñîçäàíû íîâûå êà÷åñòâåííûå, àíàëèòè÷åñêèå Ðèñ. 2. Ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ëèáðàöèè Li, i = 1; 5,â ïëîñêîñòè �12 äâèæåíèÿ òî÷åê M1 è M2 ñ ìàñ-ñàìè m1 è m2, m1 � m2� 7 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíàè ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ íåëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå ïðèìåíÿ-þòñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè è ìàòåìàòèêè.Íàèáîëåå âàæíûìè âîïðîñàìè íåáåñíîé ìåõàíèêè â çàäà÷å î òî÷êàõ ëèáðàöèè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñûîá óñòîé÷èâîñòè ñàìèõ ýòèõ òî÷åê è î ñóùåñòâîâàíèè, óñòîé÷èâîñòè è ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè-÷åñêèõ è óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò â èõ îêðåñòíîñòè. Âîïðîñû îá óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ëèáðàöèèïîäðîáíî èññëåäóþòñÿ â [11]. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî âñå òðè ïðÿìîëèíåéíûå òî÷êè ëèáðàöèè êðóãîâîéîãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâû [11].Çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè äëÿ íåîãðàíè-÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà U(r) � r�(n�1) ðåøèë Ý. Ðàóññ: òðåóãîëüíûå òî÷êèëèáðàöèè íåóñòîé÷èâû ïðè n > 3 , à äëÿ n < 3 óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî ïðè âûïîëíåíèè íåðà-âåíñòâà 3�n+ 1n� 3�2 < (m1 +m2 +m3)2m1m2 +m1m3 +m2m3 : (6)Çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òðåóãîëüíûõ òî÷åê ëèáðàöèè äëÿ íåîãðàíè÷åí-íîé ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è òðåõ òåë ðåøèë òàêæå À. Ëÿïóíîâ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Ý. Ðàóñ-ñîì, ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ À. Ëÿïóíîâà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé [11].Óñëîâèå Ý. Ðàóññà (6) äëÿ ïëîñêîé êðóãîâîé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë è äëÿ n = 2 ïðèíèìàåòâèä 0 < � = m2m1 +m2 < 9�p6918 = 0;0385208965: (7)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (7), êàê îêàçàëîñü, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè áûëè ïîëó÷åíû òîëüêî ïîñëå ñîçäàíèÿ ÊÀÌ-òåîðèè (òåîðèè Êîëìîãîðîâà�Àðíîëüäà�Ìîçåðà) [7, 12, 13]: òðåóãîëüíûå òî÷êè ëèáðàöèè óñòîé÷èâû ïðè âñåõ � èç èíòåðâà-ëà (7), çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ çíà÷åíèé �1 = 15�p21330 , �2 = 45�p183390 :1.4. Çàäà÷à ìíîãèõ òåë. Ãîìîãðàôè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Êîíôèãóðàöèè, àíàëîãè÷íûå òðå-óãîëüíûì êðóãîâûì êîíôèãóðàöèÿì Ëàãðàíæà, òî÷íåå, ñîõðàíÿþùèå ïðè äâèæåíèè ôîðìó (âñåãäàïîäîáíûå íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè), ñóùåñòâóþò è â ñëó÷àå äâèæåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà N ìàòåðèàëü-íûõ òî÷åê c ïðîèçâîëüíûìè ìàññàìè. Òàêèå êîíôèãóðàöèè è ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿãîìîãðàôè÷åñêèìè [8].Ðàññìîòðèì ñèñòåìó N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (÷àñòèö) Ak, êîòîðûå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæå-íèÿ ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ ìíîãîóãîëüíèêà ïîñòîÿííîé ôîðìû, âðàùàþùåãîñÿ â ôèêñèðîâàííîéïëîñêîñòè âîêðóã íåïîäâèæíîãî öåíòðà ìàññ G. Êàê è ïðåæäå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ìàññ Gñèñòåìû òî÷åê ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, îðáèòàìèòî÷åê â ãîìîãðàôè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèÿõ ÿâëÿþòñÿ êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà � ïîäîáíûå ýëëèïñû,ïàðàáîëû èëè ãèïåðáîëû.Áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû ÷àñòèö Ak ÷åðåç (xk, yk), à ñàìè ÷àñòèöû îòîæäåñòâëÿòü ñ òî÷êàìèêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C: zk = xk + iyk = �kq; k = 1; 2; : : : ; N;ãäå �k (k = 1; 2; : : : ; N) � ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå, à q = q(t) 6= 0 � íåèçâåñòíàÿ êîì-ïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t. Äëÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè èìååì âûðàæåíèårkl = jzk � zlj = j�k � �lj jqj : (8)Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â êîìïëåêñíîé ôîðìå:d2zkdt2 =Xl 6=k ml zl � zkr3kl ; k = 1; 2; : : : ; N: (9)� 8 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâÏîäñòàâëÿÿ (8) â (9), ïîëó÷àåì�k d2qdt2 = q jqj�3Xl 6=k ml �l � �kj�l � �kj3 ; k = 1; 2; : : : ; N:Òàê êàê íå âñå �k ðàâíû íóëþ, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå�qq1=2q3=2 = c; (10)ãäå q � âåëè÷èíà, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ñ q; c � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò t, è ñïðàâåäëèâûðàâåíñòâà äëÿ âåêòîðîâ �k �kc =Xl 6=k ml �l � �kj�l � �kj3 ; k = 1; 2; : : : ; N: (11)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ãîìîãðàôè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è N òåë ñâåäåíà ê ðåøåíèþäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10), íå çàâèñÿùåãî îò N , è ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé (11).Â ñëó÷àå N = 2 ïîëó÷àåòñÿ îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë, ïîñêîëüêó îòðåçîê A1A2 î÷åâèäíûìîáðàçîì âñåãäà îñòàåòñÿ ïîäîáíûì ñåáå. Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå m1�1 +m2�2 = 0, òî �1 = m2�, �2 == �m1� ñ íåêîòîðûì êîìïëåêñíûì � 6= 0, è èç (11) ñëåäóåò, ÷òî êîíñòàíòà c = �(m1+m2)�2j�j�3áóäåò äåéñòâèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé.Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë èçâåñòíî. Òîãäà z = x + iy = q� ñ êîìïëåêñíûì � 6= 0 ïðåä-ñòàâëÿåò êîíè÷åñêîå ñå÷åíèå â ïëîñêîñòè R2 (x; y), åñëè q = q (t) ÿâëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (10) ñ îòðèöàòåëüíîé ïîñòîÿííîé c, ïðè÷åì îäèí èç ôîêóñîâ ýòîãî êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.Ïóñòü òåïåðü N ïðîèçâîëüíî è N ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë �k, k = 1; 2; : : : ; N , óäîâëåòâîðÿ-þò ñèñòåìå óðàâíåíèé (11) ïðè c < 0. Òîãäà êàæäîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (10) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü÷àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è N òåë. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî êîíè÷åñêîìó ñå÷åíèþ è ìíî-ãîóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ýòèìè N òî÷êàìè, â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ ïîäîáíûìñåáå. Åñëè q = q (t) � ýëëèïñ, òî ïîëó÷àåòñÿ ôèíèòíîå (ïåðèîäè÷åñêîå) ðåøåíèå çàäà÷è.Â ñëó÷àå N = 3 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ âñå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ Ëàãðàíæà, â êîòîðûõ îð-áèòû îòëè÷íû îò êðóãîâûõ. Ïðè q = exp (i!t) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷àþòñÿ êðóãîâûå ðåøåíèÿËàãðàíæà. Äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé � ðåøåíèÿ Ýéëåðà � ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà òî÷êè �k, k = 1; 2; 3,ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.2. Çàäà÷à î äâèæåíèè òåë â ïîëå ñèë ïîòåíöèàëà ÌîðçåÏîòåíöèàë Ìîðçå, êàê è ïîòåíöèàë Íüþòîíà, ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì:UM (r) = D he�2�(r�a) � 2e��(r�a)i ; (12)ãäå D = const > 0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè ÷àñòèö; a = const > 0 � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöà-ìè; � = const > 0 � ïàðàìåòð.Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äâèæåíèå äâóõ ÷àñòèö ñ ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ (12). ×àñòèöûèìåþò ðàâíûå ìàññû: m1 = m2 = m. Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàäàíà ñêîðîñòü ðàçëåòà ÷àñòèö,íàïðàâëåííàÿ âäîëü ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè ÷àñòèöû. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåòðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþr1 = 0;5a; r2 = �0;5a; u1 = u0 > 0; u2 = �u0:� 9 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíàßâíûé âèä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðîùå âñåãî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿèìïóëüñà è ýíåðãèè:m (u1 + u2) = 0; m2 �u21 + u22�+ UM (r) = E0 = mu20 �D; r = r1 � r2:Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿdrdt = u = u1 � u2 = �2rE0 � UM (r)m :Ââåäåì íîâóþ áåçðàçìåðíóþ ôóíêöèþ & = exp (� (r � a)) è áåçðàçìåðíóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåí-íóþ � = 2�rDmt. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèéâèä: d&d� = �p(b2 � 1) &2 + 2& � 1; b2 = mu20D ; & (0) = 1:Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü â îáùåì âèäå.Âîçìîæíû òðè ñöåíàðèÿ ïîâåäåíèÿ ÷àñòèö:1) åñëè íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö áîëüøå ðàçìåðà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, b > 1, òî÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ � ïðè óäàëåíèè íà áåñêîíå÷íîñòüñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê îòëè÷íîìó îò íóëÿ êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ;2) çíà÷åíèþ b = 1 ñîîòâåòñòâóåò ðåæèì ðàçëåòà, ïðè êîòîðîì ÷àñòèöû îñòàíàâëèâàþòñÿ íà áåñ-êîíå÷íîñòè � ïðè óäàëåíèè íà áåñêîíå÷íîñòü ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ;3) ïðè b < 1 ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ.1. b > 1 (E0 > 0; ÷àñòèöû ðàçëåòàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü).& (�) = (Z � 1)2 + �b2 � 1�2Z (b2 � 1) ; Z = b�b+pb2 � 1� exp��pb2 � 1� ;u (t) = 2u0 �Z2 � b2�pb2 � 1bh(Z � 1)2 + (b2 � 1)i ; r (t) = a+ 1� ln (&) = a+ 1� ln (Z � 1)2 + �b2 � 1�2Z (b2 � 1) ! :Ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàçëåòà ÷àñòèö u (t!1) = 2u0pb2 � 1b . Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íàôàçîâîé ïëîñêîñòè R2 (p = mu; r) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì�(p; r) = p� 2mu0 �Z2 � b2�pb2 � 1bh(Z � 1)2 + (b2 � 1)i = 0;ãäå Z = Z(r) îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ r = r(t):Z = 1 + �b2 � 1� exp�� (r � a)�+rh1 + (b2 � 1) exp�� (r � a)�i2 � b2:2. b = 1 (E0 = 0, ÷àñòèöû îñòàíàâëèâàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè).& (�) = 1 + (1 + �)22 ; u (t) = 4u0 (1 + 2t�u0)1 + (1 + 2t�u0)2 ; r(t) = a+ 1� ln 1 + (1 + 2t�u0)22 ! :Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2 (p = mu; r) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì�(p; r) = p� 2mu0r2exp�� (r � a)�� 1exp�� (r � a)� = 0:� 10 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâ3. b < 1 (E0 < 0, ÷àñòèöû êîëåáëþòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ).& (�) = 1 + bsin (')1� b2 ; ' = �p1� b2 � arcsin (b) ;u (t) = 2u0p1� b2 cos (')1 + bsin (') ; r (t) = a+ 1� ln (&) = a+ 1� ln�1 + bsin (')1� b2 � :Ïåðèîä êîëåáàíèé T = �b�u0p1� b2 ; àìïëèòóäà êîëåáàíèé �r = 1� ln�1 + b1� b�; a � 1� ln (1 + b) << r (t) < a� 1� ln (1� b) ; óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö: u0 <rDm�exp (�a)� 1�.Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè R2 (p = mu; r) çàìêíóòà è îïðåäåëÿåòñÿóðàâíåíèåì �(p; r) = � bp2mu0�2 + h1� exp��� (r � a)�i2 � b2 = 0:3. Çàäà÷è î äâèæåíèè òåë â ïîëå ñèë ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà ÌîðçåÌîäèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë Ìîðçå íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, òàê êàê çàâèñèò íå òîëüêî îòðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, íî è îò ïîëÿðíîãî óãëà:UMì (r; ') = UM (r) � (') ; UM (r) = D �e�2�(r�a) � 2e��(r�a)� ;� (') = d+ bcos2'; d; b 2 R; d � 0; b > 0; d+ b = 1: (13)Íàä ëþáîé îêðóæíîñòüþ r = r0 ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè ' = 0, ' = � èíàèìåíüøåå çíà÷åíèå � ïðè ' = �=2, ' = 3�=2. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ UMìôîðìà ëèíèé óðîâíÿ ïîòåíöèàëà UMì = const ïðèáëèæàåòñÿ ê "âîñüìåðêå". Ðèñ. 3, à (ñì. òàêæåöâåòíóþ âêëàäêó) èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå UMì â êðóãå{0 � r � 2; 0 � ' � 2�}.Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m â ïîëå ñèë ïîòåíöèàëà (13).3.1. Òî÷êè ïîêîÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå. Â òî÷êàõ ïîêîÿ îòñóòñòâóþòñèëû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó: F = �rUMì = 0. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàòrS è 'S ýòèõ òî÷åê èìååò âèä dUM (r)dr � (') = 0; UM (r) d� (')d' = 0:Õàðàêòåð ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà d:1. Â ñëó÷àå d 6= 0 ñóùåñòâóþò ÷åòûðå èçîëèðîâàííûå òî÷êè ïîêîÿ: äâå òî÷êè óñòîé÷èâîãî ðàâ-íîâåñèÿ � (a; 0), (a; �) è äâå òî÷êè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ � (a; �=2), (a; 3�=2) (ðèñ. 3, á;ñì. òàêæå öâåòíóþ âêëàäêó).2. Â ñëó÷àå d = 0 ñóùåñòâóþò äâå èçîëèðîâàííûå òî÷êè ïîêîÿ (a; 0), (a; �) è äâà ëó÷à ïîêîÿ(r; �=2) è (r; 3�=2), r > 0. Ïðè ýòîì (a; 0) è (a; �) � òî÷êè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, à ëó÷è(r; �=2) è (r; 3�=2) ñîñòîÿò èç òî÷åê íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ.3.2. Äâèæåíèÿ âäîëü ëó÷åé. Äâèæåíèå ÷àñòèöû âäîëü ëó÷åé ' = '0 = const, âûõîäÿùèõ èçíà÷àëà ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âîçìîæíî òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè óãëîâîé êîìïîíåíòû ñèëû,ò. å. òîëüêî âäîëü ëó÷åé '0 = 0, '0 = �=2, '0 = �, '0 = 3�=2, ÿâëÿþùèõñÿ îñÿìè ñèììåòðèèïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè. Äâèæåíèÿ ïî ëó÷àì ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè äâèæåíèÿìè ïîä äåéñòâèåìöåíòðàëüíûõ ñèë ïîòåíöèàëà Ìîðçå U (r) = UM (r) � ('0), ðàññìîòðåííûìè â ðàçä. 2.� 11 �
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå (D = 1; a = 1; � = 4; d = b = 0;5): à � â îáëàñòè{0 � r � 2; 0 � ' � 2�}; á � â îáëàñòè {0;9 � r � 1;15; 0 � ' � 2�}, ñîäåðæàùåé âñå òî÷êè ïîêîÿ3.3. Äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðèì äðóãîé âèä äâèæåíèÿ ÷àñòèöû � ïî îêðóæíîñòèðàäèóñîì r = r0, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ ðàäèóñà r0 è äèôôåðåíöèàëüíî-ìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâîé êîîðäèíàòû ' = ' (t) ÷àñòèöû (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ íà ïîëÿðíîé îñè):r0dUM (r0)dr0 = �2UM (r0) > 0; �d'dt �2 = �2UM (r0)r20 � (') ; ' (0) = 0: (14)Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (14) èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Ïðè ýòîì óñëîâèþ UM (r0) < 0óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî áîëüøèé èç åãî êîðíåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðóãîâàÿ îðáèòà ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí áîëüøåìó êîðíþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (14). Äâèæåíèå ïîîêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì.Â ñèëó íåðàâåíñòâà (14) ðàäèóñ îêðóæíîñòè r0 � a. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îòëè÷èòåëüíîé îñîáåí-íîñòüþ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû.Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ÿâíîì âèäå:' (t) = 8>>>>><>>>>>: arcsin�sn (!t)�; 0 � t � T4 ;� � arcsin�sn (!t)�; T4 � t � 3T4 ;2� + arcsin�sn (!t)�; 3T4 � t � T:Çäåñü snz � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè (ñèíóñ àìïëèòóäû z); ! = �r�10 p�2UM (r0), çíàêè "+"è "�" îïðåäåëÿþò ñèììåòðè÷íûå äâèæåíèÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ; T = 4K �pb�! �ïåðèîä îáðàùåíèÿ ïî îêðóæíîñòè, ãäå K �pb� = F ��=2;pb� = �=2Z0 d p1� bsin2 � ïîëíûé íîð-ìàëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà.Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå b = 0 (d = 1) (ñòàíäàðòíûé ïîòåíöèàë Ìîðçå) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîsn (!t) = sin (!t) è äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ !: ' (t) == !t. � 12 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâÝëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé è â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àåb = 1 (d = 0): sn(!t) = th(!t). Â ýòîì ñëó÷àå '(t) = arcsin(th(!t)) è òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ,íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå (r; ') = (r0; 0) ; ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðòüþ îêðóæíîñòè; ÷àñòèöà, ñòðåìÿñü ê òî÷êàì(r0;��=2), íèêîãäà íå äîñòèãàåò èõ: limt!+1' (t) = ��2 :Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷êè (r0;��=2) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîòåíöèà-ëà (13) (ñì. ïîäðàçä. 3.1, ï. 2), ÷òî èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîãî ðåøå-íèÿ â êà÷åñòâå òåñòà. Î÷åâèäíî, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ ÷àñòè êðóãîâîé òðà-åêòîðèè, ñèììåòðè÷íîé ðàññìîòðåííîé (ðàñïîëîæåííîé â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè �=2 < ' < 3�=2).4. Çàäà÷à î äâèæåíèè ñèñòåìû òåë, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà�ÄæîíñàÏîòåíöèàë Ëåííàðäà�Äæîíñà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì. Â êëàññè÷åñêîé ôîðìå îí îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùåé ôîðìóëîé [14]: ULD (r) = ar6 � br12 ; a; b = const:Â ðàáîòå [15] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîòåíöèàë òèïà Ëåííàðäà�ÄæîíñàU (r) = u0 � 1n �r0r �n � 1m �r0r �m� ; u0 = U0 nmn�m;n;m = const; U0 = const; r0 = const; (15)ãäå r = r0 � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, è äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (n = 2, m = 1) ïðèâîäèòñÿ òî÷íîåðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ñëåäóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïî êîíôèãóðàöèè (îäíîìåðíîé ïîñóùåñòâó) çàäà÷è î äâèæåíèè ñèñòåìû ñåìè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ îïèñû-âàåòñÿ ýòèì ïîòåíöèàëîì.Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà èç ñåìè èäåíòè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,èìåþùèõ ìàññû mi = m0, i = 1; 7. Öåíòðàëüíàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, îñòàëüíûåøåñòü òî÷åê ðàñïîëîæåíû íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ � íà êàæäîé îñè ïî äâå òî÷êè. Â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t = 0 êîîðäèíàòû òî÷åê, îòëè÷íûõ îò öåíòðàëüíîé, îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè(�rn; 0; 0), (0;�rn; 0), (0; 0;�rn); íà÷àëüíûå ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê ðàâíû íóëþ.Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîòåí-öèàëà (15). Î÷åâèäíî, öåíòðàëüíàÿ òî÷êà âñåãäà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, ðàññòîÿíèÿ äðóãèõ øåñòèòî÷åê îò íà÷àëà êîîðäèíàò â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè îñòàþòñÿ ðàâíûìè äðóã äðóãó, èõ âðåìåííàÿäèíàìèêà, êàê ëåãêî âèäåòü, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì�Æ = d2Ædt2 = �24 " 1Æn+1  1 + 12n+1 + 2�p2�n!� 1Æm+1  1 + 12m+1 + 2�p2�m!# ;�24 = u0m0r20 ; Æ = rr0 : (16)Òî÷íî òàê æå ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèììåòðè÷íûå îäíîìåðíóþ (êîëëèíåàðíóþ) è äâóìåðíóþ (êîì-ïëàíàðíóþ) ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî èç òðåõ è ïÿòè èäåíòè÷íûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê c îäèíàêî-âûìè ìàññàìè. Äèíàìèêà êîëëèíåàðíîé è êîìïëàíàðíîé ñèñòåì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, àíà-ëîãè÷íûì (16), îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â êîýôôèöèåíòàõ: äëÿ êîëëèíåàðíîé ñèñòåìû îíè ðàâíûan = 1 + 12n+1 , bm = 1 + 12m+1 ; äëÿ êîìïëàíàðíîé an = 1 + 12n+1 + 1�p2�n , bm = 1 + 12m+1 + 1�p2�m :Óðàâíåíèå (16) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ�Æ = aÆ� � bÆ� (17)� 13 �



Â. Å. Øåìàðóëèí, Â. Í. Ñîôðîíîâ, Ê. Ñ. Ìîêèíàïðèa = �24  1 + 12n+1 + 2�p2�n! ; b = �24  1 + 12m+1 + 2�p2�m! ; � = � (n+ 1) ; � = � (m+ 1) :Ñòàíäàðòíîé ïîäñòàíîâêîé _Æ = w (Æ) ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (17) ïîíèæàåòñÿ äî ïåðâîãî:_Æ = dÆdt = �s 2a� + 1Æ�+1 � 2b�+ 1Æ�+1 + C1; C1 = const: (18)Èç (18) ïîëó÷àåòñÿ íåÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) :Z dt = �Z dÆr 2a� + 1Æ�+1 � 2b�+ 1Æ�+1 + C1 : (19)Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñêîðîñòü _Æ = _Æ0 = 0, à ïîëîæåíèå òî÷åê Æ = Æ0, òîC1 = 2b�+ 1Æ�+10 � 2a� + 1Æ�+10 : (20)Äëÿ ðàññìîòðåííîãî â [15] ñëó÷àÿ � + 1 = �2, �+ 1 = �1 è èíòåãðàë (19) ïðèíèìàåò âèäZ dt = �Z ÆdÆp�a+ 2bÆ +C1Æ2 :Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé � åãî çíà÷åíèå ìîæíî íàéòè â ëþáîì ñïðà-âî÷íèêå (ñì., íàïðèìåð, [16]).×òîáû ðåøèòü âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé � è � ðåøåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîéôóíêöèåé â ñëó÷àå C1 = 0, âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé.Òåîðåìà ×åáûøåâà [16]. Èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîãî áèíîìà Z Æm1 (a1 + b1Æn1)p1 dÆ,ãäå a1, b1 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, m1, n1, p1 � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (a1b1n1 6= 0), ìîæåòáûòü âûðàæåí â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíî èç ÷èñåë p1, m1 + 1n1 ,m1 + 1n1 + p1 ÿâëÿåòñÿ öåëûì.Ïîäñòàíîâêè, ïðèâîäÿùèå èíòåãðàë (19) ïðè C1 = 0 â ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ ê èíòåãðàëàì îòðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, óêàçàíû â [16].Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (20) óñëîâèå C1 = 0 îïðåäåëÿåò íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òî÷åê Æ = Æ0 ïðèíóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè _Æ = _Æ0 = 0.Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà�Äæîíñà n = 6, m = 12 è íè îäíî èç ÷èñåë p1, m1 + 1n1 ,m1 + 1n1 +p1 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷èíå ìîæåò áûòü âûðàæåíî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü òàêæå, ÷òî ýòî ðåøåíèåíå âûðàæàåòñÿ è ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû.Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) ïðèâåäåíî â [17].Çàêëþ÷åíèåÌîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:1. Ñôîðìèðîâàíà ñèñòåìà òåñòîâ äëÿ âåðèôèêàöèè êîäîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. � 14 �



Ðàçíîñòíûå ñõåìû ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. 2. Ñèñòåìà äâóìåðíûõ òåñòîâ2. Äàííàÿ ñèñòåìà òåñòîâ ïðåäñòàâëåíà ñïèñêîì òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ Íüþòîíà, Ìîð-çå, ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà Ìîðçå è ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà�Äæîíñà. Êëþ÷åâûå òåñòûïîñòðîåíû íà îñíîâå ðåøåíèé Ýéëåðà è Ëàãðàíæà äëÿ ïîòåíöèàëà Íüþòîíà.3. Ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû òðåõ òåë. Â îáùåé ïîñòàíîâêå â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ ýòà ïðîáëåìà îñòàåòñÿ îòêðûòîé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áîíäàðåíêî Þ. À., Âîðîíèí Á. Ë., Äåëîâ Â. È. è äð. Îïèñàíèå ñèñòåìû òåñòîâ äëÿ äâóìåðíûõãàçîäèíàìè÷åñêèõ ìåòîäèê è ïðîãðàìì. ×àñòü 1. Òðåáîâàíèÿ ê òåñòàì. Òåñòû 1�7 // Âîïðîñûàòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1991.Âûï. 2. Ñ. 3�9.2. Áîíäàðåíêî Þ. À., Âîðîíèí Á. Ë., Äåëîâ Â. È. è äð. Îïèñàíèå ñèñòåìû òåñòîâ äëÿ äâóìåðíûõãàçîäèíàìè÷åñêèõ ìåòîäèê è ïðîãðàìì. ×àñòü 2. Òåñòû 8�15. // Òàì æå. Ñ. 10�14.3. Áîíäàðåíêî Þ. À., Âîðîíèí Á. Ë., Ãîðåâ Â. Â. è äð. Îïèñàíèå íàáîðà òåñòîâ äëÿ ìåòîäèêè ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè // Òàì æå.1992. Âûï. 2. Ñ. 14�20.4. Àðíîëüä Â. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ì.: Íàóêà, 1979.5. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëèôøèö Å. Ì. Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ò. 1. Ìåõàíèêà. Ì.: Íàóêà, 1973.6. Ñóááîòèí Ì. Ô. Ââåäåíèå â òåîðåòè÷åñêóþ àñòðîíîìèþ. Ì.: Íàóêà, 1968.7. Ìàðêååâ À. Ï. Çàäà÷à òðåõ òåë è åå òî÷íûå ðåøåíèÿ // Ñîðîñîâñêèé îáðàçîâàòåëüíûé æóðíàë.1999. � 9. Ñ. 112�117.8. Çèãåëü Ê., Ìîçåð Þ. Ëåêöèè ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå. Èæåâñê: ÍÈÖ "Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿìåõàíèêà", 2001.9. Ïàðñ Ë. À. Àíàëèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1971.10. Ìèøèíà À. Ï., Ïðîñêóðÿêîâ È. Â. Âûñøàÿ àëãåáðà. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà, ìíîãî÷ëåíû, îáùàÿàëãåáðà. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1962.11. Ìàðêååâ À. Ï. Òî÷êè ëèáðàöèè â íåáåñíîé ìåõàíèêå è êîñìîäèíàìèêå. Ì.: Íàóêà, 1978.12. Ìîçåð Þ. Ëåêöèè î ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ. Ì.: Ìèð, 1973.13. Ãðåáåíèêîâ Å. À., Êîçàê-Ñêîâîðîäêèíà Ä.×èñëåííûå îöåíêè äëÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ëàãðàí-æåâûõ ðåøåíèé îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òðåõ òåë // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 2007.Ò. 47, � 9. Ñ. 1538�1549.14. ßâîðñêèé Á. Ì., Äåòëàô À. À. Ñïðàâî÷íèê ïî ôèçèêå äëÿ èíæåíåðîâ è ñòóäåíòîâ âóçîâ. Ì.:Íàóêà, 1968.15. Àëåéíèêîâ À. Þ., Áàðàáàíîâ Ð. À., Áóòíåâ Î. È. è äð. Ïðîãðàììà ÌÄÏ-ÑÎÂÖ ðåøåíèÿçàäà÷ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè íà ïàðàëëåëüíûõ ÝÂÌ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ // Âîïðîñûàòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2001.Âûï. 1. Ñ. 3�13.16. Áðîíøòåéí È. Í., Ñåìåíäÿåâ Ê. À. Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ è ó÷àùèõñÿâòóçîâ. Ì.: Íàóêà, 1986.17. Çàéöåâ Â. Ô., Ïîëÿíèí À. Ä. Ñïðàâî÷íèê ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 09.11.10.


