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ÓÄÊ 519.6ßÂÍÀß ÏÎËÍÎÑÒÜÞ ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÀß ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÀßÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÑÕÅÌÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉÃÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ Â ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ ËÀÃÐÀÍÆÀÀ. Ì. Ñòåíèí(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûì (ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó) âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïîëó-÷åíà ÿâíàÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ îïðåäåëåíèåì âñåõ ñåòî÷íûõ âåëè÷èííà îäíè è òå æå ìîìåíòû âðåìåíè ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòèðàññìàòðèâàþòñÿ òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé âàðèàöèîííûé ìåòîä, êîíñåðâàòèâíàÿ ñõå-ìà, ñõåìà òèïà êðåñò, òðåõìåðíàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà, îáúåì øåñòèãðàííîé ÿ÷åéêè.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí äèñêðåòíûé ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿðàçíîñòíûõ ìîäåëåé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ïîëó÷åíèÿêëàññè÷åñêîé ðàçíîñòíîé ñõåìû êðåñò [2] äëÿ ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, ðàç-íîñòíîé ñõåìû Ä [3] â äâóìåðíîì ñëó÷àå è íåêîòîðûõ äðóãèõ ñõåì. Ïîçäíåå ýòîò ìåòîä ðàçâèâàëñÿâ ðàáîòàõ [4�6] è ìíîãèõ äðóãèõ.Êàê îòìå÷àåòñÿ â [1], ïðåäëîæåííûé ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé âàðèàöèîííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ åñòå-ñòâåííûì îáîáùåíèåì âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿóðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, ðàçâèòîãî â ðàáîòàõ Â. Ì. Ãîëîâèçíèíà, À. À. Ñàìàðñêîãî, À. Ï. Ôà-âîðñêîãî è äð. [7�10] (ñïèñîê äàëåêî íå ïîëíûé).Èìååòñÿ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüå [1], îò âàðèà-öèîííîãî ìåòîäà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ [7�10]. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîì ñëó-÷àå ïîëó÷àþòñÿ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿâ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ, à âî âòîðîì � äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõîïðåäåëåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, íî ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè çàïèñàíû â äèôôåðåí-öèàëüíîì âèäå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû â ýòîì ñëó÷àå íóæíî åùå âûáðàòü ðàçíîñòíóþàïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è çàôèêñèðîâàòü èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé ìîìåíòâðåìåíè (â ïðåäåëàõ äàííîãî ñ÷åòíîãî øàãà), íà êîòîðûé âû÷èñëÿþòñÿ ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîïðîñòðàíñòâó. Îò ýòîãî âî ìíîãîì çàâèñÿò ñâîéñòâà ðàçíîñòíîé ñõåìû.Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åí âàðèàíò ðàçíîñòíîé ñõåìû êðåñò, â êîòîðîì èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è óðàâíå-íèÿ äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè. Îäíàêî ïðè ýòîì êèíåòè÷å-ñêàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé ñêîðîñòè íà ñîñåäíèõ ñëîÿõ ïî âðåìåíè [11].Íåäîñòàòêîì òàêîãî îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ìîæåò ïðèíèìàòü îòðè-öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, åñòü íåêîòîðîå ïðîòèâîðå÷èå â òîì, ÷òî â ðàçíîñòíîì ôóíêöèîíàëåäåéñòâèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êâàäðàò ñêîðîñòè.Ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû ñ îïðåäåëåíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷åðåç êâàäðàò ñêîðî-ñòè [12], ïîëó÷åííûå â [1] ñ ïðèìåíåíèåì äèñêðåòíîãî âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà, � ýòî íåÿâíûå ñõåìû.Â äàííîé ðàáîòå ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì [1] ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõå-ìà ñ îïðåäåëåíèåì âñåõ ñåòî÷íûõ âåëè÷èí ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè íà îäíè è òå æå ìîìåíòû� 3 �



À. Ì. Ñòåíèíâðåìåíè. Ýòà ñõåìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñ îïðåäåëåíèåì êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ÷åðåç êâàäðàò ñêîðîñòè.×òîáû â ôîðìóëàõ äëÿ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå îãðà-íè÷èâàòüñÿ çàïèñüþ ïðîèçâîäíûõ îò àáñòðàêòíîãî îáúåìà ÿ÷åéêè ñåòêè ïî êîîðäèíàòàì åå âåðøèí,äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíóþ îáëàñòü òå÷åíèÿ. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷èáåðåòñÿ ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà ñ øåñòèãðàííûìè ÿ÷åéêàìè.ÄèñêðåòèçàöèÿÐàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêèd~Rdt = ~U ; (1)d�dt = ��div ~U ; (2)d~Udt = �1� gradP ; (3)dEdt = �P 1� div ~U ; (4)P = P (�;E) (5)â òðåõìåðíîé îáëàñòè O, îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ G. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: � �ïëîòíîñòü; P � ãàçîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå; E � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Íåçàâèñèìàÿ ïå-ðåìåííàÿ t � âðåìÿ; ~R = (x; y; z) � ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê ïðîñòðàíñòâà;âåêòîð ñêîðîñòè ~U = (u; v; w) èìååò ñîñòàâëÿþùèå u, v, w âäîëü îñåé OX, OY , OZ ñîîòâåòñòâåííî.Íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíî äàâëåíèå eP èëè íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè Un.Îñíîâíîå îòëè÷èå âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ [1] è [7�10] ïîëó÷åíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(5) îáóñëîâëåíî ñïîñîáîì äèñêðåòèçàöèè è âàðüèðîâàíèÿ ôóíêöè-îíàëà äåéñòâèÿ � = t1Zt0 � (t) dt; (6)ðàññìàòðèâàåìîãî â èíòåðâàëå âðåìåíè (t0; t1), ãäå � � ëàãðàíæèàí, îïðåäåëåííûé â ïðîñòðàí-ñòâåííîé îáëàñòè O: � = Z0 � �0;5U2 �E� dV : (7)Â ïîäõîäå [7�10] íà âûáðàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêå ñòðîèòñÿ ðàçíîñòíûé àíàëîã ëàãðàíæèà-íà (7), à ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ áåðåòñÿ â âèäå (6). Çàòåì âìåñòî íåïîñðåäñòâåííîãî âàðüèðîâàíèÿôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óñëîâèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà ñòà-öèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà (6). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ.Â îòëè÷èå îò ýòîãî â ðàáîòå [1] ñòðîèòñÿ ñàì ðàçíîñòíûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ �, ÿâëÿþùèéñÿïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (6). Çàòåì ñ ó÷åòîì îïðåäå-ëåííîãî âèäà ñâÿçåé ìåæäó ñåòî÷íûìè ôóíêöèÿìè íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ ïåðâàÿ âàðèàöèÿÆ� ýòîãî ôóíêöèîíàëà. Ïðèðàâíèâàÿ Æ� íóëþ è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü âîçìóùåíèé êîîðäèíàò,ïîëó÷àþò ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé, âïîëíå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (3). Ýòè óðàâíåíèÿ äîïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèåì äëÿóäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè E, àïïðîêñèìèðóþùèì óðàâíåíèå (4).Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (6) ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè O ïîñòðîåíà ðåãó-ëÿðíàÿ ñåòêà ñ øåñòèãðàííûìè ÿ÷åéêàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âíåøíèõ ãðàíåé ÿ÷ååê� 4 �



ßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. . .ñåòêè eG äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóþò ãðàíèöó G îáëàñòè O, à îáúåäèíåíèå ÿ÷ååê çàïîë-íÿåò îáëàñòü O áåç çàçîðîâ è ïåðåêðûòèé è îáðàçóåò ñ÷åòíóþ îáëàñòü eO. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíàÿ÷åéêà ñåòêè 
i�1=2; j�1=2; k�1=2, i = 2; : : : ; Ni, j = 2; : : : ; Nj , k = 2; : : : ; Nk. Öèôðàìè 1�8 ïðåä-ñòàâëåíà ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí ÿ÷åéêè, ñèìâîëàìè i, j, k (i = 1; 2; : : : ; Ni, j = 1; 2; : : : ; Nj ,k = 1; 2; : : : ; Nk) � ãëîáàëüíàÿ èíäåêñàöèÿ óçëîâ ñåòêè.Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäàÿ èç øåñòè ãðàíåé ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòüþ, íàòÿíóòîé íàñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðå âåðøèíû. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå, íàïðèìåð, ãðàíè ~R1 ~R2 ~R3 ~R4 ìîæíîçàïèñàòü â âèäå ~R = 0;25� ~RA + ~RB�+ ~RC� + ~RD��� ; �1 � � � 1; �1 � � � 1; (8)~RA = ~R1 + ~R2 + ~R3 + ~R4; ~RB = ~R1 � ~R2 � ~R3 + ~R4;~RC = ~R1 + ~R2 � ~R3 � ~R4; ~RD = ~R1 � ~R2 + ~R3 � ~R4:Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ îñòàëüíûõ ãðàíåé. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, âñå ðåáðà øåñòè-ãðàííèêà ïîëó÷àþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè.Âåêòîðíûå âåëè÷èíû ~Rni; j; k,~Uni; j; k ñ÷èòàþòñÿ îïðåäåëåííû-ìè â óçëàõ ñåòêè, à ñêàëÿðíûå�ni�1=2; j�1=2; k�1=2, Eni�1=2; j�1=2; k�1=2,P ni�1=2; j�1=2; k�1=2 � â ÿ÷åéêàõ ñåòêè.Âåðõíèì èíäåêñîì n îòìå÷àþòñÿ çíà÷å-íèÿ âåëè÷èí íà ìîìåíò âðåìåíè t = tn,ãäå n = 0; 1; 2; : : : � íîìåð øàãà ïîâðåìåíè; �n+1=2 = tn+1 � tn � çíà÷åíèåøàãà ïî âðåìåíè. Êðîìå òîãî, âåðõíèìèíäåêñîì n + 1=2 îòìå÷àþòñÿ çíà÷åíèÿâåëè÷èí íà ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòûâðåìåíè tn+1=2 = 0;5 �tn+1 + tn�.Àïïðîêñèìèðóÿ ôóíêöèîíàë äåé-ñòâèÿ (6), ïîìèìî âåëè÷èí íà ìîìåíòâðåìåíè t = tn, áóäåì ñ÷èòàòü îïðåäå- ß÷åéêà ñåòêè 
i�1=2; j�1=2; k�1=2ëåííûìè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ �n+1=2i�1=2; j�1=2; k�1=2, En+1=2i�1=2; j�1=2; k�1=2, à òàêæå, èç óðàâíåíèÿ ñî-ñòîÿíèÿ (5), çíà÷åíèå P n+1=2i�1=2; j�1=2; k�1=2.Åñëè â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ñ÷åòíîé îáëàñòè, íàïðèìåð â óçëàõ ~Ri; j;1, çàäàíû íîðìàëüíûå ñîñòàâ-ëÿþùèå âåêòîðà ñêîðîñòè, òî îíè ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè íà âåðõíåì ñëîå ïî âðåìåíè: (Un)n+1i; j; 1.Ãðàíè÷íûå äàâëåíèÿ eP n+1=2i�1=2; j�1=2; Nk çàäàþòñÿ íà âíåøíèõ ãðàíÿõ ïðèãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê, íàïðèìåðíà ãðàíÿõ Gi�1=2; j�1=2; Nk , è ñ÷èòàþòñÿ îïðåäåëåííûìè íà ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t == tn+1=2.Çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò óçëîâ ëàãðàíæåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðå-ìåíè t = tn+1=2 ñâÿæåì ñ êîîðäèíàòàìè è ñêîðîñòÿìè íà ìîìåíòû âðåìåíè t = tn, t = tn+1 ñîîòíî-øåíèÿìè ~Rn+1=2i; j; k = ~Rni; j; k + 0;5�n+1=2 ~Uni; j; k; (9)~Rn+1i; j; k = ~Rn+1=2i; j; k + 0;5�n+1=2 ~Un+1i; j; k: (10)Îáúåì ÿ÷åéêèÈç ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåé÷àòîñòè ãðàíåé îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ îáúåì ÿ÷åéêè ñåòêè. Èìå-þò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà øåñòèãðàííèêà ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòíûõ� 5 �



À. Ì. Ñòåíèíèíòåãðàëîâ: V = 6Xm=1 ZGm xdydz; V = 6Xm=1 ZGm ydzdx; V = 6Xm=1 ZGm zdxdy; (11)ãäå Gm, m = 1; 2; : : : ; 6, � ëîêàëüíî ïåðåíóìåðîâàííûå ãðàíè ÿ÷åéêè 
i�1=2; j�1=2; k�1=2.Ïîëüçóÿñü ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ãðàíåé ÿ÷åéêè (8), âû÷èñëèì ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðà-ëû â ôîðìóëàõ (11):I(m)Y Z = ZGm xdydz = 1Z�1 d� 1Z�1 x(m) (�; �) D (y; z)D (�; �)d� = x(m)C S(m)Y Z ++ 112"�x(m)1 � x(m)3 ��S(m)Y Z (�124)� S(m)Y Z (�342)�+ �x(m)2 � x(m)4 ��S(m)Y Z (�231)� S(m)Y Z (�413)�#; (12)I(m)ZX = ZGm ydzdx = 1Z�1 d� 1Z�1 y(m) (�; �) D (z; x)D (�; �)d� = y(m)C S(m)ZX ++ 112"�y(m)1 � y(m)3 ��S(m)ZX (�124)� S(m)ZX (�342)�+ �y(m)2 � y(m)4 ��S(m)ZX (�231)� S(m)ZX (�413)�#; (13)I(m)XY = ZGm zdxdy = 1Z�1 d� 1Z�1 z(m) (�; �) D (x; y)D (�; �)d� = z(m)C S(m)XY ++ 112"�z(m)1 � z(m)3 ��S(m)XY (�124)� S(m)XY (�342)�+ �z(m)2 � z(m)4 ��S(m)XY (�231)� S(m)XY (�413)�#: (14)Ôîðìóëû (12)�(14) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé èç øåñòè ãðàíåé Gm ÿ÷åéêè ñåòêè ïðè óñëîâèè, ÷òîíà êàæäîé ãðàíè èñïîëüçóåòñÿ ñâîÿ ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí ~R(m)� , � = 1; 2; 3; 4, ïðîòèâ ÷à-ñîâîé ñòðåëêè äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà âíåøíåé ñòîðîíå ãðàíè. Òî÷êà ~R(m)C â ýòèõôîðìóëàõ � öåíòð ãðàíè Gm, êîîðäèíàòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ óñðåäíåíèåì êîîðäèíàò âåðøèíãðàíè: ~R(m)C = 0;25� ~R(m)1 + ~R(m)2 + ~R(m)3 + ~R(m)4 � :S(m)Y Z , S(m)ZX , S(m)XY îáîçíà÷àþò ïëîùàäè ïðîåêöèé ãðàíè Gm íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè Y OZ, ZOX,XOY ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî, S(m)Y Z (�124), S(m)ZX (�124), S(m)XY (�124) � ïëîùàäè ïðîåêöèé íàêîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ~R(m)1 ~R(m)2 ~R(m)4 , ïîñòðîåííîãî íà âåðøèíå ~R(m)1 ãðàíè Gm. Òîòæå ñìûñë èìåþò äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ïîäîáíîãî âèäà â ôîðìóëàõ (12)�(14).Ôîðìóëû V = 6Xm=1 I(m)Y Z ; V = 6Xm=1 I(m)ZX ; V = 6Xm=1 I(m)XY (15)ïî-ðàçíîìó âûðàæàþò îäèí è òîò æå îáúåì øåñòèãðàííîé ÿ÷åéêè ñåòêè 
i�1=2; j�1=2; k�1=2. Î÷åíüïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ îáúåìà ÿ÷åéêè ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé (15). Íåòðóäíîïîêàçàòü, ÷òî ñóììà âòîðûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (12)�(14) ðàâíà íóëþ. ÒîãäàV = 13 6Xm=1�x(m)C S(m)Y Z + y(m)C S(m)ZX + z(m)C S(m)XY �: (16)Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [10]. Òàì îíà çàïèñûâàåòñÿ ýìïèðè÷å-ñêè êàê àïïðîêñèìàöèÿ îáúåìà íåêîåãî "êðèâîëèíåéíîãî øåñòèãðàííèêà". Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî� 6 �



ßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. . .äðóãèõ âûðàæåíèé äëÿ îáúåìà øåñòèãðàííèêà áîëåå èëè ìåíåå ÷åòêî îïèñàííîé ôîðìû, ýêâèâà-ëåíòíûõ (16). Ôîðìóëà (16) òî÷íî âûðàæàåò îáúåì øåñòèãðàííèêà ñ ëèíåé÷àòûìè ãðàíÿìè ÷åðåçêîîðäèíàòû åãî âåðøèí è ïðèâëåêàåò ñâîåé ïðîñòîòîé.Ðàçíîñòíûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ è åãî âàðèàöèÿÐàçíîñòíûé ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ � ïîñòðîèì íà îñíîâå êîíòèíóàëüíîãî ôóíêöèîíàëà (6), (7).Çàìåíèâ èíòåãðàëû êîíå÷íûìè ñóììàìè, çàïèøåì� = NtXn=0 �n+1=28<:Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 12Mi; j; k"12 �un+1i; j; k�2 + �uni; j; k�2!+ 12 �vn+1i; j; k�2 + �vni; j; k�2!++ 12 �wn+1i; j; k�2 + �wni; j; k�2!#� Ni;Nj ;NkXi;j;k=2 Mi�1=2; j�1=2; k�1=2En+1=2i�1=2; j�1=2; k�1=29=; : (17)Çäåñü Mi�1=2;j�1=2;k�1=2 = �i�1=2;j�1=2;k�1=2Vi�1=2;j�1=2;k�1=2 (18)� ìàññà ÿ÷åéêè ñåòêè, ïîñòîÿííàÿ ïî âðåìåíè; Mi;j;k � ìàññà â óçëå ñåòêè, íàïðèìåð,Mi;j;k = 0;125 �Mi�1=2;j�1=2;k�1=2 +Mi+1=2;j�1=2;k�1=2 +Mi+1=2;j+1=2;k�1=2 +Mi�1=2;j+1=2;k�1=2 ++Mi�1=2;j�1=2;k+1=2 +Mi+1=2;j�1=2;k+1=2 +Mi+1=2;j+1=2;k+1=2 +Mi�1=2;j+1=2;k+1=2� :Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâîé âàðèàöèè Æ� ôóíêöèîíàëà (17) ó÷òåì, ÷òî ÆMi�1=2; j�1=2; k�1=2 = 0,ÆMi;j;k = 0. Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàëûå âîçìóùåíèÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèèè óäåëüíîãî îáúåìà � = 1=� ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ÆE = �PÆ�. Òî åñòü ñ ó÷åòîì (18)Mi�1=2;j�1=2;k�1=2ÆEn+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2 = �P n+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2ÆV n+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2:Êðîìå òîãî, èç ôîðìóë (9), (10) âûðàçèì âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòåé ÷åðåç âîçìóùåíèÿ êîîðäèíàò â âèäåÆun+1i;j;k = 2Æxn+1i;j;k � Æxn+1=2i;j;k�n+1=2 ; Ævn+1i;j;k = 2Æyn+1i;j;k � Æyn+1=2i;j;k�n+1=2 ; Æwn+1i;j;k = 2Æzn+1i;j;k � Æzn+1=2i;j;k�n+1=2 ;Æuni;j;k = 2Æxn+1=2i;j;k � Æxni;j;k�n+1=2 ; Ævni;j;k = 2Æyn+1=2i;j;k � Æyni;j;k�n+1=2 ; Æwni;j;k = 2Æzn+1=2i;j;k � Æzni;j;k�n+1=2 : (19)ÒîãäàÆ� = NtXn=0Ni;Nj ;NkXi; j; k=1Mi;j;k�un+1i;j;kÆxn+1i;j;k � uni;j;kÆxni;j;k + vn+1i;j;kÆyn+1i;j;k � vni;j;kÆyni;j;k +wn+1i;j;kÆzn+1i;j;k � wni;j;kÆzni;j;k��� NtXn=0Ni;Nj ;NkXi; j; k=1Mi;j;k"�un+1i;j;k � uni;j;k� Æxn+1=2i;j;k + �vn+1i;j;k � vni;j;k� Æyn+1=2i;j;k + �wn+1i;j;k � wni;j;k� Æzn+1=2i;j;k #++ NtXn=0 �n+1=2 Ni;Nj ;NkXi;j;k=2 P n+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2ÆV n+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2: (20)Áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ñâÿçåé (19) ïåðâàÿ ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (20) ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó åå ñëàãà-åìûå ïîñëåäîâàòåëüíî ñîêðàùàþòñÿ íà êàæäûõ äâóõ ñîñåäíèõ øàãàõ ïî âðåìåíè, è âûðàæåíèå äëÿÆ� ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. � 7 �



À. Ì. ÑòåíèíÂ ñëó÷àå, êîãäà íà ãðàíèöå eG îáëàñòè eO èëè íà åå ÷àñòè, íàïðèìåð íà ãðàíÿõ Gi�1=2; k�1=2;Nk ,çàäàíû ãðàíè÷íûå äàâëåíèÿ eP n+1=2i�1=2; k�1=2; Nk , ê ïåðâîé âàðèàöèè Æ� ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ íóæíîäîáàâèòü ðàáîòó ñèë ãðàíè÷íîãî äàâëåíèÿ íà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ (ïîäðîáíåå îá ýòîì ñì. [4]).Òî åñòü â ýòîì ñëó÷àåÆ� = � NtXn=0Ni;Nj ;NkXi; j; k=1Mi;j;k"�un+1i;j;k � uni;j;k� Æxn+1=2i;j;k + �vn+1i;j;k � vni;j;k� Æyn+1=2i;j;k + �wn+1i;j;k � wni;j;k� Æzn+1=2i;j;k #++ NtXn=0 �n+1=2 Ni;Nj ;NkXi;j;k=2 P n+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2ÆV n+1=2i�1=2;j�1=2;k�1=2 ++ NtXn=0 �n+1=2 Ni;NjXi; j=2 eP n+1=2i�1=2; j�1=2; Nk �ÆX (IY Z)n+1=2i�1=2;j�1=2;Nk ++ ÆY (IZX)n+1=2i�1=2;j�1=2;Nk + ÆZ (IXY )n+1=2i�1=2;j�1=2;Nk� ; (21)ãäå ÆX (IY Z), ÆY (IZX), ÆZ (IXY ) � âàðèàöèè ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ IY Z , IZX , IXY (12)�(14)ïðè âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ âäîëü îñåé OX, OY , OZ ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíè÷íûõ ãðàíÿõ ñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàíû íóëåâûå äàâ-ëåíèÿ. Âûðàçèâ âàðèàöèè îáúåìîâ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàòâåðøèí è ïåðåéäÿ âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè (21) ê ñóììèðîâàíèþ ïî óçëàìñåòêè, ïîëó÷èìÆ� = � NtXn=0Ni;Nj ;NkXi; j; k=1Mi;j;k"�un+1i;j;k � uni;j;k� Æxn+1=2i;j;k + �vn+1i;j;k � vni;j;k� Æyn+1=2i;j;k + �wn+1i;j;k � wni;j;k� Æzn+1=2i;j;k #++ NtXn=0 �n+1=2 Ni;Nj ;NkXi; j; k=1  Fxn+1=2i;j;k �P n+1=2� Æxn+1=2i;j;k + Fyn+1=2i;j;k �P n+1=2� Æyn+1=2i;j;k ++ Fzn+1=2i;j;k �P n+1=2� Æzn+1=2i;j;k !+ NtXn=0 �n+1=2 Ni;NjXi; j=1 Fxn+1=2i;j;Nk � eP n+1=2� Æxn+1=2i;j;Nk ++ Fyn+1=2i;j;Nk � eP n+1=2� Æyn+1=2i;j;Nk + Fzn+1=2i;j;Nk � eP n+1=2� Æzn+1=2i;j;Nk !: (22)Çäåñü ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:Fxn+1=2i;j;k �P n+1=2� = � X�2N(i;j;k)P n+1=2� @V n+1=2�@xn+1=2i;j;k ; (23)Fyn+1=2i;j;k �P n+1=2� = � X�2N(i;j;k)P n+1=2� @V n+1=2�@yn+1=2i;j;k ; (24)Fzn+1=2i;j;k �P n+1=2� = � X�2N(i;j;k)P n+1=2� @V n+1=2�@zn+1=2i;j;k : (25)Ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âîñüìè ÿ÷åéêàì 
i�1=2; j�1=2; k�1=2, äëÿ êîòîðûõ óçåë ñåòêè ~Ri;j;k ÿâëÿ-åòñÿ îáùåé âåðøèíîé. Ñîâîêóïíîñòü òðîéíûõ èíäåêñîâ ýòèõ ÿ÷ååê îáîçíà÷åíà ÷åðåç N (i; j; k) == fi� 1=2; j � 1=2; k � 1=2g. � 8 �



ßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. . .Äëÿ ãðàíè÷íûõ ãðàíåé, íà êîòîðûõ çàäàíû äàâëåíèÿ,Fxn+1=2i;j;Nk � eP n+1=2� = X�2N(i;j;Nk) eP n+1=2� @ (IY Z)n+1=2�@xn+1=2i;j;Nk ; (26)Fyn+1=2i;j;Nk � eP n+1=2� = X�2N(i;j;Nk) eP n+1=2� @ (IZX)n+1=2�@xn+1=2i;j;Nk ; (27)Fzn+1=2i;j;Nk � eP n+1=2� = X�2N(i;j;Nk) eP n+1=2� @ (IXY )n+1=2�@xn+1=2i;j;Nk : (28)Çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ÷åòûðåì ãðàíè÷íûì ãðàíÿìGi�1=2; k�1=2; Nk , äëÿ êîòîðûõ óçåë ~Ri;j;Nkÿâëÿåòñÿ îáùåé âåðøèíîé. Ñîâîêóïíîñòü èíäåêñîâ ýòèõ ãðàíåé îáîçíà÷åíà ÷åðåç N (i; j; Nk) == fi� 1=2; j � 1=2; Nkg.Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ÿ÷åéêàì ñåòêè è ê ãðàíè÷íûì ãðàíÿì ñ èíäåêñàìè i < 2, i > Ni; j < 2,j > Nj; k < 2, k > Nk â ôîðìóëàõ (23)�(28) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Æ� = 0 íà ïðîèçâîëüíûõ âîçìóùåíèÿõ êîîðäèíàò â ïðàâîé ÷àñòè (22)íóæíî ïðèðàâíÿòü íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè Æxn+1=2i; j; k , Æyn+1=2i; j; k , Æzn+1=2i; j; k . Â ðåçóëüòàòå â óçëàõ ñåòêèïîëó÷èì ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âèäà~Un+1i; j; k � ~Uni; j; k = ��n+1=2GRADn+1=2i; j; k �P n+1=2� : (29)ÎïåðàòîðGRADn+1=2i; j; k = �GRAD xn+1=2i; j; k ; GRAD yn+1=2i; j; k ; GRAD zn+1=2i; j; k �, ÿâëÿþùèéñÿ ðàçíîñòíûì àíà-ëîãîì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà (1=�) grad, âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-ñòâîì GRADn+1=2i; j; k �P n+1=2� = 1Mi; j; k ~F n+1=2i; j; k �P n+1=2� : (30)Êîìïîíåíòû âåêòîðà~F n+1=2i; j; k �P n+1=2� =  Fxn+1=2i; j; k �P n+1=2� ; F yn+1=2i; j; k �P n+1=2� ; F zn+1=2i; j; k �P n+1=2�!âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (23)�(25). Â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ñåòêè ñ èíäåêñîì k = Nk, ãäå çàäàíûäàâëåíèÿ, äîáàâëÿþòñÿ ñèëîâûå âêëàäû îò ãðàíè÷íûõ äàâëåíèéGRADn+1=2i; j;Nk �P n+1=2� = 1Mi; j;Nk ~F n+1=2i; j;Nk �P n+1=2�+ ~F n+1=2i; j;Nk � eP n+1=2�!: (31)Çäåñü âåêòîð~F n+1=2i; j;Nk � eP n+1=2� =  Fxn+1=2i; j;Nk � eP n+1=2� ; F yn+1=2i; j;Nk � eP n+1=2� ; F zn+1=2i; j;Nk � eP n+1=2�!îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (26)�(28).Åñëè íà ãðàíèöå ñ÷åòíîé îáëàñòè, íàïðèìåð â óçëàõ ñåòêè ~Ri; j; 1, çàäàíà íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþ-ùàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè (Un)n+1i; j;1, òî â ôîðìóëå (22) íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿ êîîðäèíàò,ïàðàëëåëüíûå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Íîðìàëüíûå âîçìóùåíèÿ êîîðäèíàò ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìèíóëþ: Æ (Rn)n+1=2i; j; 1 = 0 [4]. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó èçâåñòíîìó àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ ñêîðîñòè~Un+1i; j; 1 â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ñåòêè: ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü âåêòîðà ñêîðîñòè, âû÷èñëåí-íîãî ïî ôîðìóëå (29), ñêëàäûâàåòñÿ ñ çàäàííîé íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè, è âèòîãå ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå âåêòîðíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè.� 9 �



À. Ì. ÑòåíèíÐàçíîñòíûé îïåðàòîð äèâåðãåíöèèÐàçíîñòíûé îïåðàòîð DIV, àïïðîêñèìèðóþùèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1=�) div, ñòðîèòñÿêàê îïåðàòîð, ôîðìàëüíî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó (�GRAD) (30) â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñåòî÷-íûõ ôóíêöèé.Ïóñòü Hi; j; k � ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ñ âåêòîðíûìè çíà÷åíèÿìè (òèïà ñêîðîñòè), îïðå-äåëåííûìè â óçëàõ ñåòêè, êîòîðîå ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà U = n~Ui; j; ko = n(ui; j; k; vi; j; k; wi; j; k)o,i = 1; 2; : : : ; Ni, j = 1; 2; : : : ; Nj , k = 1; 2; : : : ; Nk, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåìDU (1); U (2)ER = Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 Mi; j; k �u(1)i; j; k u(2)i; j; k + v(1)i; j; k v(2)i; j; k + w(1)i; j; k w(2)i; j; k�; U (1); U (2) 2 Hi; j; k: (32)Êðîìå òîãî, Hi�1=2; j�1=2; k�1=2 � ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé ñî ñêàëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè, îïðå-äåëåííûìè â ÿ÷åéêàõ ñåòêè, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ P = �Pi�1=2; j�1=2; k�1=2	, i = 2; : : : ; Ni, j == 2; : : : ; Nj , k = 2; : : : ; Nk, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåìDP (1); P (2)E
 = Ni;Nj ;NkPi; j; k=2 Mi�1=2; j�1=2; k�1=2P (1)i�1=2; j�1=2; k�1=2P (2)i�1=2; j�1=2; k�1=2;P (1); P (2) 2 Hi�1=2; j�1=2; k�1=2: (33)Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð DIV: Hi; j; k ! Hi�1=2; j�1=2; k�1=2 ñòðîèòñÿ êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñîïðÿ-æåííûé ëèíåéíîìó ðàçíîñòíîìó îïåðàòîðó (�GRAD): Hi�1=2; j�1=2; k�1=2 ! Hi; j; k (30) â ñìûñëåñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (32), (33). Òî åñòü ýòî òàêîé îïåðàòîð, ÷òî 8P 2 Hi�1=2; j�1=2; k�1=2 è8U 2 Hi; j; k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî DU; �GRAD (P )ER = DP ; DIV (U)E
.Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (30), çàïèñûâàåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåDU; �GRAD (P )ER = Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 "ui;j;k��Fxi;j;k (P )�+ vi;j;k��Fyi;j;k (P )�+ wi;j;k��Fzi;j;k (P )�#:Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (23)�(25) è ïåðåõîäÿ ê ñóììèðîâàíèþ ïî ÿ÷åéêàì, ïîëó÷àåìDU; �GRAD (P )ER = Ni;Nj ;NkXi; j; k=2 Mi�1=2; j�1=2; k�1=2Pi�1=2; j�1=2; k�1=2DIVi�1=2; j�1=2; k�1=2 �~U� == �P ; DIV �~U��
 :Âåêòîð DIV �~U� 2 Hi�1=2; j�1=2; k�1=2 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâDIVß �~U� = 1Mß 8X�=1 @Vß@x� u� + 8X�=1 @Vß@y� v� + 8X�=1 @Vß@z� w�!: (34)Çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè íèæíèé èíäåêñ ¾ß¿ îáîçíà÷àåò ÿ÷åéêó ñ èíäåêñàìè i � 1=2,j � 1=2, k � 1=2; � = 1; : : : ; 8 � ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí ÿ÷åéêè 
ß (ñì. ðèñóíîê).Ôîðìóëîé (34) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòíûé îïåðàòîð DIV ñî çíà÷åíèÿìè â ÿ÷åéêàõ ñåòêè.� 10 �



ßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. . .Ôîðìóëû äëÿ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâÐàçíîñòíûé îïåðàòîð ãðàäèåíòà GRAD (30) â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ (29) îïðåäåëÿåòñÿ â îáùåìâèäå ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò îáúåìîâ ÿ÷åéêè (16) ïî êîîðäèíàòàì èõ âåðøèí (23)�(25). Íà ãðàíèöåîáëàñòè, ãäå çàäàíî äàâëåíèå, äîáàâëÿþòñÿ ñèëîâûå âêëàäû îò ãðàíè÷íûõ äàâëåíèé (31), êîòîðûåâûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå (26)�(28) îò ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ (12)�(14), âçÿòûõ ïî ãðà-íÿì ÿ÷ååê, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð äèâåðãåíöèè DIV (34) òàêæåçàïèñàí ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò îáúåìà ÿ÷åéêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû, ïðèãîäíûå äëÿïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû, íóæíî âû÷èñëèòü óêàçàííûå ïðîèçâîäíûå è ïîäñòàâèòüèõ â ôîðìóëû (30), (31) äëÿ GRAD è â ôîðìóëó (34) äëÿ DIV.Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ îò îáúåìà Vß (16)øåñòèãðàííîé ÿ÷åéêè ñåòêè 
i�1=2; j�1=2; k�1=2 ïî êîîðäèíàòàì åå âåðøèíû ñ ëîêàëüíûì íîìåðîì � == 1 (ñì. ðèñóíîê): @Vß@x1 = 16 (SY Z1234 + SY Z1872 + SY Z1458 + SY Z248) ; (35)@Vß@y1 = 16 (SZX1234 + SZX1872 + SZX1458 + SZX248) ; (36)@Vß@z1 = 16 (SXY 1234 + SXY 1872 + SXY 1458 + SXY 248) : (37)Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð â íèæíèõ èíäåêñàõ ïðè îáîçíà÷åíèè ïëîùàäåé ïðîåêöèé íà êîîðäèíàò-íûå ïëîñêîñòè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ôîðìóë îáîçíà÷àþò îðèåíòèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâåííûå ôè-ãóðû ñ ïðîíóìåðîâàííûìè, êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå, âåðøèíàìè. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç÷åòûðåõ öèôð îáîçíà÷àåò ÷åòûðåõóãîëüíèê, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òðåõ öèôð � òðåóãîëüíèê.Íàïðèìåð, SY Z1234 îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Y OZ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ~R1 ~R2 ~R3 ~R4,à SY Z248 � ïëîùàäü ïðîåêöèè òðåóãîëüíèêà ~R2 ~R4 ~R8.Çàìåòèì, ÷òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ôîðìóë (35)�(37) ôèãóðèðóþò âñå òðè ÷åòûðåõóãîëüíûå ãðàíèÿ÷åéêè ñåòêè Vß (ñì. ðèñóíîê), äëÿ êîòîðûõ äàííûé óçåë ñåòêè ~R1 ÿâëÿåòñÿ îáùåé âåðøèíîé, èïðîñòðàíñòâåííûé òðåóãîëüíèê ~R2 ~R4 ~R8, îáðàçîâàííûé äèàãîíàëÿìè ýòèõ ãðàíåé, êîòîðûå íå ñî-äåðæàò òî÷êè ~R1. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà íóìåðóþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äëÿ íàáëþäàòåëÿ,ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå ~R1.Ïðîèçâîäíûå îò îáúåìà ÿ÷åéêè ñåòêè ïî êîîðäèíàòàì îñòàëüíûõ ñåìè åå âåðøèí âû÷èñëÿþòñÿàíàëîãè÷íî.Ïðîèçâîäíûå îò ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ (12)�(14) ïî êîîðäèíàòàì, íàïðèìåð, âåðøèíû ñ ëî-êàëüíûì íîìåðîì � = 1 ãðàíè Gm, ðàñïîëîæåííîé íà ãðàíèöå îáëàñòè, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå@I(m)Y Z@x(m)1 = 16 �S(m)Y Z + S(m)Y Z (�124)� ; (38)@I(m)ZX@y(m)1 = 16 �S(m)ZX + S(m)ZX (�124)� ; (39)@I(m)XY@z(m)1 = 16 �S(m)XY + S(m)XY (�124)� : (40)Çäåñü ïðèíÿòû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è â ôîðìóëàõ (12)�(14).Ïðîèçâîäíûå îò ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ I(m)Y Z , I(m)ZX , I(m)XY ïî êîîðäèíàòàì îñòàëüíûõ òðåõ âåð-øèí ãðàíè Gm èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä. � 11 �



À. Ì. ÑòåíèíÍåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàçíîñòíîé ñõåìûÏðè çàïèñè ðàçíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (17) è âû÷èñëåíèè åãî ïåðâîé âàðèàöèè ïðåäïî-ëàãàëèñü èçâåñòíûìè ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ �n+1=2ß , En+1=2ß , P n+1=2ß â ÿ÷åéêàõ ñåòêè. Ðåàëüíîîíè âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñíà÷àëà ïî ôîðìóëå (9) âû÷èñëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå êîîðäèíàòû ~Rn+1=2i; j; k óçëîâ ñåòêè. Ñ ýòîãî èíà÷èíàþòñÿ âû÷èñëåíèÿ íà øàãå ïî âðåìåíè. Çàòåì èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû (18) âû÷èñëÿþòñÿçíà÷åíèÿ �n+1=2ß . Ïîñëå ýòîãî ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ (5) èòåðàöèÿìè ïî ìåòîäó Ýéëåðàðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ýíåðãèèP n+1=2ß = P ��n+1=2ß ; En+1=2ß � ; En+1=2ß = Enß � 0;5�n+1=2P n+1=2ß DIVn+1=2ß �~Un� : (41)Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè çäåñü äîñòàòî÷íî äâóõ-òðåõ èòåðàöèé. Äëÿ êîíñåðâàòèâíîñòèïî ïîëíîé ýíåðãèè íåîáõîäèìî çàâåðøàòü èòåðàöèè âû÷èñëåíèåì En+1=2ß .Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ äàâëåíèé èç óðàâíåíèé (29) âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿñêîðîñòè ~Un+1i;j;k . Äàëåå ïî ôîðìóëå (10) âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå êîîðäèíàòû ~Rn+1i;j;k óçëîâ ñåòêè, à çàòåì èçóñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû (18) � íîâûå ïëîòíîñòè �n+1ß â ÿ÷åéêàõ ñåòêè. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿþòñÿíîâûå çíà÷åíèÿ óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèèEn+1ß = En+1=2ß � 0;5�n+1=2P n+1=2ß DIVn+1=2ß �~Un+1� : (42)Íà ýòîì âû÷èñëåíèÿ íà øàãå ïî âðåìåíè çàâåðøàþòñÿ.Äëÿ ñêâîçíîãî ñ÷åòà óäàðíûõ âîëí â ñõåìó ââîäèòñÿ èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü, íàïðèìåð, â âèäåîáîáùåíèÿ ñêàëÿðíîé âÿçêîñòè Íåéìàíà�Ðèõòìàéåðà [2]. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èñêóññòâåííîéâÿçêîñòüþ â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî ðàñùåïëåíèå óðàâíåíèÿ ýíåðãèè, àíàëîãè÷íîå (41), (42), èñïîëüçóåòñÿ â ðàçíîñòíîéñõåìå òèïà êðåñò ñ ðàçíåñåííûìè ïî âðåìåíè ñåòî÷íûìè ôóíêöèÿìè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [13].Ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåìå òèïà êðåñò. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïðåäñòàâ-ëåííàÿ óðàâíåíèÿìè (9), (18), (41), (29), (10), (18), (42), ýêâèâàëåíòíà ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà êðåñò.Â óðàâíåíèè (10) óìåíüøèì íà åäèíèöó âåðõíèé èíäåêñ, èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ(9) èñêëþ÷èì çíà÷åíèÿ ~Rni; j; k � ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò óçëîâ ñåòêè~Rn+1=2i; j; k = ~Rn�1=2i; j; k + �n~Uni; j; k; �n = 0;5��n+1=2 + �n�1=2� : (43)Äàëåå èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìàññû (18) ìîæíî âû÷èñëèòü ïëîòíîñòè �n+1=2ß â ÿ÷åéêàõ ñåòêè. Çàòåì,óìåíüøèâ âåðõíèé èíäåêñ íà åäèíèöó â óðàâíåíèè ýíåðãèè (42), èñêëþ÷èì èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿè èç óðàâíåíèé (41) çíà÷åíèÿ Enß è ïîëó÷èì óðàâíåíèÿP n+1=2ß = P ��n+1=2ß ; En+1=2ß � ;En+1=2ß = En�1=2ß � �n �n+1=2P n+1=2ß DIVn+1=2ß �~Un�+ �n�1=2P n�1=2ß DIVn�1=2ß �~Un�!: (44)Çäåñü �n+1=2 = �n+1=2Æ��n+1=2 + �n�1=2�; �n�1=2 = �n�1=2Æ��n+1=2 + �n�1=2�. Òåïåðü, åñëè ê óðàâ-íåíèÿì (43), (18), (44) ïðèñîåäèíèòü ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (29), òî ïîëó÷èòñÿ ðàçíîñò-íàÿ ñõåìà òèïà êðåñò ñ îïðåäåëåíèåì âñåõ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, êðîìå ñêîðîñòè, íà ïðîìåæóòî÷íûåìîìåíòû âðåìåíè t = tn+1=2. Ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íà äèñêðåòíûå ìîìåíòû ñ öåëî÷èñëåííûìèèíäåêñàìè t = tn.Ïîëîæèì, ÷òî äëÿ n = 0 çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé fn�1=2 ðàâíû íà÷àëüíûì çíà÷åíè-ÿì, ò. å. f�1=2 = f0, à òàêæå ��1=2 = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé íà ìîìåíòû âðåìåíè� 12 �



ßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. . .t = tn+1, à òàêæå çíà÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåëè÷èí íà ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû t = tn+1=2, êîòîðûåáóäóò ïîëó÷åíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïî ñõåìå òèïà êðåñò (43), (18), (44), (29), ñ êîìïüþòåðíîéòî÷íîñòüþ ñîâïàäóò ñî çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûìè ïðè ðåøåíèè òîé æåçàäà÷è ïî âàðèàöèîííîé ñõåìå (9), (18), (41), (29), (10), (18), (42). Òî åñòü ýòè ñõåìû ýêâèâàëåíòíû.Êîíñåðâàòèâíîñòü. Ñîõðàíåíèå ìàññû â ÿ÷åéêàõ è óçëàõ ñåòêè ïîñòóëèðóåòñÿ åùå íà ñòàäèèïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ è ðåàëèçóåòñÿ â ðàçíîñòíîé ñõåìå ïðè âû÷èñëåíèèçíà÷åíèé ïëîòíîñòè êàê íà ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t = tn+1=2, òàê è íà ìîìåíòû âðåìåíèñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè t = tn+1.Âûïîëíåíèå ðàçíîñòíîãî àíàëîãà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ8X�=1 @Vß@x� = 8X�=1 @Vß@y� = 8X�=1 @Vß@z� = 0;êîòîðûå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ âèäà (35)�(37).Ðàçíîñòíûé àíàëîã çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè â ïîëó÷åííîé ñõåìå âûïîëíÿåòñÿ â äâóõâàðèàíòàõ.Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ çíà÷åíèé óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè Enß, îïðåäåëåííûõ íà ìîìåíòû âðå-ìåíè ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè, âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñ îïðåäåëåíèåìêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â óçëàõ ñåòêè ÷åðåç êâàäðàò ñêîðîñòè:Kni; j; k = 0;5Mi; j; k �~Uni; j; k�2 :Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ çíà÷åíèé óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè En+1=2ß , îïðåäåëåííûõ íà ìîìåíòûâðåìåíè ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè, êàê â ñõåìàõ òèïà êðåñò [11], âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿïîëíîé ýíåðãèè ñ îïðåäåëåíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â óçëàõ ñåòêè ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèéñêîðîñòè íà äâóõ ñîñåäíèõ ñëîÿõ ïî âðåìåíè:Kn+1=2i; j; k = 0;5Mi; j; k �~Un+1i; j; k ~Uni; j; k� :Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ñëîæèì óðàâíåíèÿ ýíåðãèè (41) è (42). Ïîëó÷èì èçìå-íåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè â ÿ÷åéêå ñåòêè çà øàã ïî âðåìåíè:En+1ß �Enß = ��n+1=2P n+1=2ß DIVn+1=2ß �~Un+1=2� ; ~Un+1=2 = 0;5�~Un+1 + ~Un� : (45)Çàòåì, óìíîæèâ ñêàëÿðíî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (29) íà Mi; j; k �~Un+1=2ik �, ïîëó÷èì óðàâíåíèå èçìåíå-íèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè óçëà ñåòêè:0;5Mi; j; k �~Un+1i; j; k�2 � �~Uni; j; k�2!= ��n+1=2Mi; j; k ~Un+1=2i; j; k GRADn+1=2i; j; k �P n+1=2� : (46)Èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè â ñ÷åòíîé îáëàñòè ñêëàäûâàåòñÿ èç ñóììàðíîãî èçìåíåíèÿ èíòåãðàëü-íîé âíóòðåííåé ýíåðãèè âî âñåõ ÿ÷åéêàõ ñåòêè è ñóììàðíîãî èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîâñåõ óçëàõ ñåòêè. Íà øàãå �n+1=2 ïî äèñêðåòíûì ìîìåíòàì âðåìåíè ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìèñ ó÷åòîì (45), (46) ïîëó÷èìXß Mß �En+1ß �Enß�+ Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 12Mi; j; k �~Un+1i;j;k �2 � �~Uni;j;k�2! == � �n+1=20@Xß MßP n+1=2ß DIVn+1=2ß �~Un+1=2�+ Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 ~Un+1=2i; j; k ~F n+1=2i;j;k �P n+1=2�1A++ �n+1=2 Ni;NjXi; j=1 ~Un+1=2i; j;Nk ~F n+1=2i; j;Nk � eP n+1=2�: (47)� 13 �



À. Ì. ÑòåíèíÇäåñü ó÷òåíî îïðåäåëåíèå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà GRAD âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè (30) è â óçëàõãðàíèöû ~Ri; j;Nk , íà êîòîðîé çàäàíî äàâëåíèå (31).Äëÿ çíà÷åíèé ýíåðãèè, îïðåäåëåííûõ íà ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, àíàëîãè÷íî, ñ ó÷åòîìóðàâíåíèé (44), (29), ïîëó÷èì èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñ÷åòíîé îáëàñòè íà øàãå �n ïî äèñêðåòíûììîìåíòàì âðåìåíè ñ ïîëóöåëûìè èíäåêñàìè:Xß Mß �En+1=2ß �En�1=2ß �+ Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 12Mi; j; k �~Un+1i;j;k ~Uni;j;k � ~Uni;j;k~Un�1i;j;k � == � �n 24�n+1=20@Xß MßP n+1=2ß DIVn+1=2ß �~Un�+ Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 ~Uni; j; k ~F n+1=2i;j;k �P n+1=2�1A ++ �n�1=20@Xß MßP n�1=2ß DIVn�1=2ß �~Un�+ Ni;Nj ;NkXi; j; k=1 ~Uni; j; k ~F n�1=2i;j;k �P n+1=2�1A35++ �n Ni;NjXi; j=1 ~Uni; j;Nk �n+1=2 ~F n+1=2i; j;Nk � eP n+1=2�+ �n�1=2 ~F n�1=2i; j;Nk � eP n�1=2�!: (48)Ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðà DIV (34) ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (47), (48) îá-ðàùàþòñÿ â íóëü. Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàáîòó, ïðîèçâåäåííóþ ãðàíè÷íûìèäàâëåíèÿìè íà øàãå ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, áàëàíñ ïîëíîé ýíåðãèè íà øàãå ïî ìîìåíòàìâðåìåíè ñ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�En+1 +Kn+1�� (En +Kn) = An+1=2Nk ;à íà øàãå ïî ïðîìåæóòî÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè � â âèäå�En+1=2 +Kn+1=2�� �En�1=2 +Kn�1=2� = AnNk ;ãäå E � èíòåãðàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, à K � èíòåãðàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñ÷åòíîéîáëàñòè.Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (26)�(28) âåêòîðîâ ~F n+1=2i; j;Nk � eP n+1=2� è ïåðåõîäÿ ê ñóììèðîâàíèþ ïî ãðà-íÿì, âûðàæåíèÿ äëÿ ðàáîòû íà ãðàíèöå, ñîîòâåòñòâóþùåé èíäåêñó k = Nk, ìîæíî çàïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:An+1=2Nk = �n+1=2X� eP n+1=2� 4X�=1 @ (IY Z)n+1=2�@xn+1=2� un+1=2� + @ (IZX)n+1=2�@yn+1=2� vn+1=2� + @ (IXY )n+1=2�@zn+1=2� wn+1=2� !;AnNk = �n "�n+1=2X� eP n+1=2� 4X�=1 @ (IY Z)n+1=2�@xn+1=2� un� + @ (IZX)n+1=2�@yn+1=2� vn� + @ (IXY )n+1=2�@zn+1=2� wn�! ++ �n�1=2X� eP n�1=2� 4X�=1 @ (IY Z)n�1=2�@xn�1=2� un� + @ (IZX)n�1=2�@yn�1=2� vn� + @ (IXY )n�1=2�@zn�1=2� wn�!# :Çäåñü íèæíèé èíäåêñ ¾�¿ îáîçíà÷àåò ãðàíü Gi�1=2; j�1=2; Nk ; � = 1; 2; 3; 4 � ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿâåðøèí ãðàíè. Âñå ïðîèçâîäíûå @ (IY Z)n�1=2�@xn�1=2� , @ (IZX)n�1=2�@yn�1=2� , @ (IXY )n�1=2�@zn�1=2� çàäàþòñÿ ôîðìóëàìèâèäà (38)�(40).Óñòîé÷èâîñòü. Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåííàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ýêâèâàëåíòíà ñõåìåòèïà êðåñò, òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì îïå-ðàòîðíûõ íåðàâåíñòâ â ðàáîòå [4] â âèäå îãðàíè÷åíèé íà øàã ïî âðåìåíè. Òàì ýòè óñëîâèÿ áûëè� 14 �



ßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ âàðèàöèîííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. . .ïîëó÷åíû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëàãðàíæåâûõ ñåòîê îáùåãî âèäà. Â ôîðìóëàõ ïðèñóòñòâóþò òîëüêîîáúåìû ÿ÷ååê è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì óçëîâ ñåòêè.Çàêëþ÷åíèåßâíàÿ ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ïîëó÷åííàÿ çäåñü äèñêðåòíûì âàðèàöèîííûììåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå [1], õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàëà â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ îäíîìåð-íûõ [14] è äâóìåðíûõ [15] çàäà÷, ïðîâåäåííûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòðèöû èñêóññòâåííûõ âÿçêîñòåé,ñïîñîáñòâóþùåé óìåíüøåíèþ ýíòðîïèéíîãî ñëåäà â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áîíäàðåíêî Þ. À. Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåò-íûõ ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûõ ìîäåëåé ãàçîäèíàìèêè. 1. Îïèñàíèå ìåòîäà íà ïðîñòåéøèõ ïðèìå-ðàõ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1985. Âûï. 2. Ñ. 68�75.2. Von Neumann J., Richtmyer R. D. A method for the numerical calculations of hydrodynamicshocks // J. Appl. Phys. 1950. Vol. 21, No. 3. P. 232�237.3. Äìèòðèåâ Í. À., Äìèòðèåâà Ë. Â., Ìàëèíîâñêàÿ Å. Â., Ñîôðîíîâ È. Ä. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòàäâóìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ãàçîäèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà: Ïðåïðèíò � 59.Ìîñêâà: ÈÏÌ ÀÍ ÑÑÑÐ èì. Ì. Â. Êåëäûøà, 1976.4. Áîíäàðåíêî Þ. À., Ñòåíèí À. Ì. Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûõ ìîäåëåé ãàçîäèíàìèêè. 2. Ãîëîíîìíûå ñâÿçè,êðàåâûå óñëîâèÿ è óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ðàçíîñòíûõ ñõåìàõ òèïà ¾êðåñò¿ // Âî-ïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1986. Âûï. 1. Ñ. 14�26.5. Áîíäàðåíêî Þ. À., Âèíîêóðîâ Î. À. Ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûõ ìîäåëåé ãàçîäèíàìèêè. 4. Èñïîëüçîâàíèå ãîëî-íîìíûõ ñâÿçåé äëÿ ïîääåðæàíèÿ êà÷åñòâà ëàãðàíæåâûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê // Òàì æå. 1988.Âûï. 2. Ñ. 29�39.6. Áîíäàðåíêî Þ. À. Âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì ãàçîâîéäèíàìèêè ñ ðàçíûìè âðåìåííûìè øàãàìè â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1989. Ò. 305,� 2. Ñ. 325�329.7. Ãîëîâèçíèí Â. Ì., Ñàìàðñêèé À. À., Ôàâîðñêèé À. Ï. Âàðèàöèîííûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ðàç-íîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè: Ïðåïðèíò � 65. Ìîñêâà: ÈÏÌ ÀÍÑÑÑÐ èì. Ì. Â. Êåëäûøà, 1976.8. Ãîëîâèçíèí Â. Ì., Ñàìàðñêèé À. À., Ôàâîðñêèé À. Ï. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþêîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìîäåëåé â ãèäðîäèíàìèêå // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1977. Ò. 236, � 6. Ñ. 1285�1288.9. Ôàâîðñêèé À. Ï. Âàðèàöèîííî-äèñêðåòíûå ìîäåëè óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè // Äèôôåðåí-öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 1980. Ò. 16, � 7. Ñ. 1308�1321.10. Âîëêîâà Ð. À., Èâàíîâ À. À., Ìèõàéëîâà Í. Â. è äð. Âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ çàäà÷òðåõìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ: Ïðåïðèíò � 112. Ìîñêâà: ÈÏÌÀÍ ÑÑÑÐ èì. Ì. Â. Êåëäûøà, 1982.11. Òðîùè¼â Â. Å. Î äèâåðãåíòíîñòè ñõåìû ¾êðåñò¿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíà-ìèêè // ×èñë. ìåòîäû ìåõ. ñïë. ñðåäû. 1970. Ò. 1, � 5. Ñ. 87�93.12. Ïîïîâ Þ. Ï., Ñàìàðñêèé À. À. Ïîëíîñòüþ êîíñåðâàòèâíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû // Æóðíàëâû÷èñë. ìàò. è ìàò. ôèç. 1969. Ò. 9, � 4. Ñ. 953�958.� 15 �
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