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ÓÄÊ 536.25ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÌ ÏÎËÅÂ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÅÑ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÌ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÌÑ ÏÎÌÎÙÜÞ ÁÛÑÒÐÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉÀ. Ä. ×åðíûøîâ, À. Í. Ìàð÷åíêî, Â. Â. Ãîðÿéíîâ(ÂÃÓÈÒ, ÃÀÑÓ, ã. Âîðîíåæ)Ñ ïîìîùüþ áûñòðûõ ðàçëîæåíèé ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â ÿâíîì àíàëèòè-÷åñêîì âèäå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà, õàðàêòå-ðèçóþùåãî òåïëîâûäåëåíèå è ïðîïîðöèîíàëüíîãî òåìïåðàòóðå, ðåøåíèå ïðèíöèïèàëü-íî èçìåíÿåò ñâîé âèä. Ïîëó÷åíû êðèâûå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è òåïëîâûõïîòîêîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òåìïåðàòóðà, âíóòðåííèé ñàìîðàçîãðåâ,ïðÿìîóãîëüíàÿ ôîðìà, áûñòðûå ðàçëîæåíèÿ.ÂâåäåíèåÇàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû â ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ñî ñâîéñòâàìè ñàìîðàçîãðåâàâîçíèêàåò â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ïðî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïîäîá-íûå ýëåìåíòû (îáøèâêà êîðàáëÿ, èëëþìèíàòîðû, ëîáîâûå ñòåêëà, ðàçëè÷íûå ìåõàíèçìû, äîðîæíûåïîêðûòèÿ è ò. ä.). Ðàçîãðåâàíèå ïëàñòèíû ìîæåò ïðîèñõîäèòü çà ñ÷åò âíóòðåííåãî òðåíèÿ, ñïåöè-àëüíîãî èçãîòîâëåíèÿ ñ âíóòðåííèì ïîäîãðåâîì, âñëåäñòâèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, à îòâîä òåïëà �çà ñ÷åò îõëàæäàþùåãî òåïëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöó ïëàñòèíû.Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðîöåññîâ � ñàìîðàçîãðåâà è îòòîêà òåïëà ÷åðåç ãðàíè-öó � ñèëüíî çàâèñèò íå òîëüêî îò èíòåíñèâíîñòè òåïëîâûäåëåíèÿ, íî è îò ôîðìû ïëàñòèíû, îòòåìïåðàòóðíûõ óñëîâèé íà åå ãðàíèöàõ. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî íåîãðàíè÷åí-íîå òåëî óãëîâîé ôîðìû ñ âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàçîãðåâàòüñÿ íåçàâèñèìîîò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, åñëè óãîë ðàñòâîðà áîëüøå èëè ðàâåí 90î. Åñëè æå óãîë ðàñòâîðà îñòðûé,òî òåìïåðàòóðà ïðè ñàìîðàçîãðåâå áóäåò îãðàíè÷åííîé. Â [2] ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèåçàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè â âåðòèêàëüíîì êàíàëå ñ äèñêðåòíûìè èñòî÷íèêàìè òåïëà íà ñòåíêàõ, â[3] èçó÷àåòñÿ òåïëîîáìåí â êðèîãåííîì òîïëèâíîì áàêå ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû ñ çàõîëàæèâàþùèìòåïëîîáìåííèêîì. Çàäà÷è äëÿ ïëàñòèíû ñ ñèíãóëÿðíûìè òî÷êàìè íà åå ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàþòñÿâ ðàáîòàõ [4, 5]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÇàïèøåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì:@2T@x2 + @2T@y2 +E0 +E1 (T � T0) = 0; (x; y) 2 
 = f[0; a]� [0; b]g; (1)ãäå T � òåìïåðàòóðà; T0 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà; âûðàæåíèå E0 + E1 (T � T0) îïðåäåëÿåò âíóò-ðåííèé èñòî÷íèê ñàìîðàçîãðåâàíèÿ. Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ áåç ó÷åòà âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [6]. � 53 �



À. Ä. ×åðíûøîâ, À. Í. Ìàð÷åíêî, Â. Â. ÃîðÿéíîâÃðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íà âåðòèêàëüíûõ ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 
 ïðåä-ñòàâèì â âèäå T jx=0 = T jx=a = T0: (2)Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè y = 0, y = b çàïèñàòü â âèäå êîíñòàíòû T jy=0 = T jy=b = T0, òîïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1) â óãëîâûõ òî÷êàõ ïðÿìîóãîëüíèêà,êîòîðîå íàçûâàþò ðàññîãëàñîâêîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàäêîãî ðåøåíèÿ èç êëàññàT (x; y) 2 L(2)2 íåîáõîäèìî èçìåíèòü ëèáî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), ëèáî óñëîâèÿ T jy=0 = T jy=b = T0,ëèáî óñëîâèÿ íà âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 
 îäíîâðåìåííî.Íàèáîëåå ïðîñòîé âàðèàíò � èçìåíèòü òîëüêî óñëîâèÿ T jy=0 = T jy=b = T0.Äëÿ ýòîãî ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 
 ïðè y = 0, y = b ðàçîáüåì íà òðè ó÷àñòêà ñ ïîìîùüþèñêóññòâåííî ââåäåííîé ìàëîé âåëè÷èíû ": 0 � x � " [ " � x � a� " [ a� " � x � a: Âïîñëåäñòâèèïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäåì ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó ïðè " ! 0. Îïóñêàÿ ïðîìåæóòî÷íûåïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâåäåì îäèí èç ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ ñîãëàñîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:T jy=0 = T jy=b = T0x = 8>>>>><>>>>>: T0 + E06 �"2 + 1" (x� ")3� ïðè 0 � x � ";T0 ïðè " � x � a� ";T0 + E06 �"2 � 1" (x� a+ ")3� ïðè a� " � x � a: (3)Â óñëîâèÿõ (3) â îêðåñòíîñòè êîíöîâ îòðåçêà x 2 [0; a] äîáàâëåíû ìàëûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ":E06 �"2 + 1" (x� ")3� ïðè 0 � x � " è E06 �"2 � 1" (x� a+ ")3� ïðè a � " � x � a, ÷òî ïîçâîëèëî ñî-ãëàñîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), (3) ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè èç (1) âóãëîâûõ òî÷êàõ îáëàñòè 
 è, êðîìå òîãî, îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü T (x; y) íà ãðàíèöå äî ïðîèçâîä-íûõ âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû ââèäå áûñòðîñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Ôóðüå. Ðåøåíèå çàäà÷èÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì áûñòðûå ðàçëîæåíèÿ, ðàçðàáîòàííûå â [7�9]. Â ñîîòâåòñòâèè ñáûñòðûìè ðàçëîæåíèÿìè ïðåäñòàâèì T (x; y) â âèäå ñóììû ãðàíè÷íîé ôóíêöèè M (T )2 (x; y) è ðÿäàÔóðüå ïî ñèíóñàì [7, 8]: T (x; y) = M (T )2 (x; y) + 1Xm=1 Tm (y) sin�m�xa�: (4)Ïî îïðåäåëåíèþ [7, 8] M (T )2 (x; y) èìååò âèäM (T )2 (x; y) = T (0; y)�1� xa�+ T (a; y) xa + Txx (0; y)�x22 � x36a � ax3 �+ Txx (a; y)�x36a � ax6 � :Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:T (0; y) = A1 (y) ; T (a; y) = A2 (y) ; Txx (0; y) = A3 (y) ; Txx (a; y) = A4 (y) :Òîãäà ðàçëîæåíèå (4) ïðèíèìàåò áîëåå óäîáíóþ ôîðìóT (x; y) = A1 (y)�1� xa�+A2 (y) xa +A3 (y)�x22 � x36a � ax3 �+A4 (y)�x36a � ax6 �++ 1Xm=1Tm (y) sin�m�xa� : (5)� 54 �



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òåìïåðàòóðíîì ïîëå â ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ñ ïåðåìåííûì. . .Ïîäñòàâèì T (x; y) èç (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2), (3):T jx=0 = T jx=a = A1 (y) = A2 (y) = T0; (6)T jy=0 = T0x = A1 (0)�1� xa�+A2 (0) xa +A3 (0)�x22 � x36a � ax3 �+A4 (0)�x36a � ax6 �++ 1Xm=1Tm (0) sin�m�xa�;T jy=b = T0x = A1 (b)�1� xa�+A2 (b) xa +A3 (b)�x22 � x36a � ax3 �+A4 (b)�x36a � ax6 �++ 1Xm=1Tm (b) sin�m�xa�: (7)
Èç äâóõ ðàâåíñòâ (7) ïðè x = 0 è x = a ñîîòâåòñòâåííî íàéäåìA1 (0) = A1 (b) = A2 (0) = A2 (b) = T0:Ïîñêîëüêó â ðàâåíñòâàõ (7) ðÿäû Ôóðüå äîïóñêàþò âû÷èñëåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî÷ëåííûìäèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííîé x, òî èç (7) ïîëó÷èìT 000x = A3 (0)�1� xa�+A4 (0) xa � 1Xm=1 Tm (0) m2�2a2 sin�m�xa�; x 2 [0; "] ;T 000x = A3 (b)�1� xa�+A4 (b) xa � 1Xm=1 Tm (b) m2�2a2 sin�m�xa�; x 2 [a� "; a] : (8)Òàê êàê T 000x (0) = T 000x (a) = �E0, òî èç (8) ïðè x = 0 è x = a èìååìA3 (0) = A4 (0) = A3 (b) = A4 (b) = �E0:Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì áûñòðûõ ðàçëîæåíèé óìíîæèì êàæäîå èç óðàâíåíèé (7) íà sin (n�x=a),n = 1; 2; : : :, è çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî x 2 [0; a]. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ áóäåì èñïîëüçîâàòüñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ:lim"!0 aZ0 T0x sin�n�xa� dx = lim"!0 "Z0 T0x sin�n�xa� dx+ lim"!0 a�"Z" T0 sin�n�xa� dx++ lim"!0 aZa�"T0x sin�n�xa� dx = aZ0 T0 sin�n�xa� dx = aT0n� h1� (�1)ni:Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èìTn (0) = Tn (b) = E0 2a2n3�3 h(�1)n � 1i; n = 1; 2; : : : : (9)Â ñóììå ðÿäà Ôóðüå (5) îãðàíè÷èìñÿ N ñëàãàåìûìè è âûðàæåíèå T (x; y) èç (5) ïîäñòàâèì âóðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (1):A3 (y)�1� xa�+A4 (y) xa � NXm=1 Tm (y) m2�2a2 sin�m�xa�+A001 (y)�1� xa�+A002 (y) xa ++A003 (y)�x22 � x36a� ax3 �+A004 (y)�x36a� ax6 �+ NXm=1T 00m (y) sin�m�xa�+E0�E1T0++E1"A1(y)�1�xa�+A2(y) xa+A3(y)�x22 � x36a� ax3 �+A4(y)�x36a� ax6 �+ NXm=1 Tm(y) sin�m�xa�# = 0: (10)� 55 �



À. Ä. ×åðíûøîâ, À. Í. Ìàð÷åíêî, Â. Â. ÃîðÿéíîâÎòñþäà ïðè x = 0 è x = a ñîîòâåòñòâåííî íàéäåìA3 (y) = A4 (y) = �E0: (11)Ñ ó÷åòîì (6) è (11) óðàâíåíèå (10) óïðîùàåòñÿ:� NXm=1 Tm (y) m2�2a2 sin�m�xa�+ NXm=1T 00m (y) sin�m�xa�� E1E02 �x2 � ax�++E1 NXm=1 Tm (y) sin�m�xa� = 0: (12)Â ñîîòâåòñòâèè ñ áûñòðûìè ðàçëîæåíèÿìè ðàâåíñòâî (12) óìíîæèì íà sin (n� x=a), n = 1; : : : ; N ,è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x 2 [0; a]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Tn (y):T 00n (y) + Tn(y)�E1 � n2�2a2 �+ 2a2n3�3E1E0h1� (�1)ni = 0; n = 1; : : : ; N: (13)Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) èñïîëüçóåì ÷àñòíîå ðåøå-íèå Tn(÷ð) = 2a2E1E0n3�3 (�1)n � 1E1 � n2�2a2 ; n = 1; : : : ; N:Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè óðàâíåíèÿ (13) èìåþò âèä�n1;2 = �pLn; Ln = n2�2a2 �E1: (14)Èç (14) âèäíî ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà E1 = E�1 , õàðàêòåðèçóþùåãî òåïëî-âûäåëåíèå: E1 = E�1 = �2a2 :Â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ E1 < E�1 , E1 = E�1 , E1 > E�1 ìåòîä áûñòðûõ ðàçëîæåíèé ïîçâîëÿåòïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, íî â êàæäîì ñëó÷àå îíî áóäåò èìåòü ïðèíöèïèàëüíî èíîé âèä.Îñòàíîâèìñÿ íà ïåðâîì âàðèàíòå, êîãäà òåïëîâûäåëåíèå â ïëàñòèíå ñëàáîå (E1 ìàëî) è âûïîë-íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E1 < �2=a2. Òîãäà âñå êîðíè �n1;2 áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè è îáùåå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåTn(y) = 2a2E1E0n3�3 � 1� (�1)nLn + C1ne ypLn + C2ne�ypLn ; n = 1; : : : ; N:Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C1n è C2n íàéäåì ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9). Ïîñëå ýòîãîðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûðàæåíèåìTn (y) = 2a2E0n3�3 h1� (�1)ni �E1Ln ��1 + E1Ln� � 11 + e bpLn e ypLn + 11 + e�bpLn e�ypLn�� : (15)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè A1 (y) è A2 (y) èç (6), A3 (y) è A4 (y) èç (11) è Tn (y) èç (15) â âûðàæåíèå (5)ïîëó÷èì èñêîìîå ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè:T (x; y) = T0 + E02 �ax� x2�+ NXm=1�2a2E0m3�3 h1� (�1)mi � E1Lm ��1 + E1Lm� ��� 11 + e bpLm e ypLm + 11 + e�bpLm e�ypLm��� sin�m�xa� : (16)� 56 �



Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òåìïåðàòóðíîì ïîëå â ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ñ ïåðåìåííûì. . .Çàïèøåì ôóíêöèþ T (x; y) â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì T (x; y) = T0 eT (ex; ey);E0 = T0 eE0=a2; E1 = eE1=a2; x = aex; y = bey; Ln = eLn=a2. Òîãäà çàâèñèìîñòü (16) ïðèíèìàåò âèäeT (ex; ey) = 1 + eE02 �ex� ex2�+ NXm=1( 2 eE0m3�3 h1� (�1)mi " eE1eLm�  1 + eE1eLm!�� 11 + e bapeLm e ba eypeLm + 11 + e� bapeLm e� ba eypeLm!#) sin (m�ex) : (17)ÐåçóëüòàòûÏîëó÷åíî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âíóòðåííåãî òåïëîâûäåëåíèÿ E�1=�2Æa2 è ïðè E1<E�1 ïîñòðîåíîàíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (17) çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû îò ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Âñëåäñòâèåñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â êàæäîé ÷åòâåðòè ïðÿìîóãîëüíèêà îäèíàêîâîå, îíî ïîêà-çàíî íà ðèñóíêå. Íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ eT = eTmax òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò â öåíòðå ïðÿìîóãîëüíèêà.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåéäëÿ òåìïåðàòóðû Æ eT (ex; ey) è åå ïðîèçâîäíûõÆ@ eT (ex; ey)@ex , Æ@ eT (ex; ey)@ey , îïðåäåëÿþùèõ òåïëîâûåïîòîêè, ïðè eE0 = 1, eE1 = 9, b=a = 10. Âýòîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà â öåí-òðå ïëàñòèíû ïðåâûøàåò òåìïåðàòóðó íà ãðà-íèöå â 2,5 ðàçà. Çíà÷åíèÿ ðÿäà äëÿ eT (ex; ey) è@ eT (ex; ey)@ey âñëåäñòâèå ñâîéñòâ ñèììåòðèè çàäà÷èïðè N = 1; 5; 9; : : : ïðèáëèæàþòñÿ ê ñâîåìó òî÷-íîìó çíà÷åíèþ ñâåðõó, à ïðè N = 3; 7; 11; : : : �ñíèçó. Âñå ñëàãàåìûå â ðÿäàõ ñ ÷åòíûìè çíà÷å-íèÿìè m îáðàùàþòñÿ â íóëü.Ïîãðåøíîñòè âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëàì Çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò êîîðäèíàòû ex âöåíòðàëüíîì ñå÷åíèè ïðè ey = 0;5
Æ eT (ex; ey) = ����� eT (ex; ey) ���N=N�+4�eT (ex; ey)���N=N����������� eT (ex; ey) ���N=N�+4����� � 100%; N� = 1; 2; : : : ;

Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòåé (%) äëÿ òåìïåðàòóðû è åå ïðîèçâîäíûõN Æ eT (ex; ey) Æ@ eT (ex; ey)@ex Æ@ eT (ex; ey)@ey(ex = 0;5; ey = 0;5) (ex = 0; ey = 0;5) (ex = 0;5; ey = 0)1 2 � 10�2 1;1 � 10�1 2,33 1;3 � 10�3 1;3 � 10�2 6;1 � 10�15 2 � 10�4 3;4 � 10�3 2;5 � 10�17 5 � 10�5 1;2 � 10�4 1;3 � 10�1� 57 �



À. Ä. ×åðíûøîâ, À. Í. Ìàð÷åíêî, Â. Â. ÃîðÿéíîâÆ@ eT (ex; ey)@ey = �����@ eT (ex; ey)@ey ���N=N�+4�@ eT (ex; ey)@ey ���N=N� ����������@ eT (ex; ey)@ey ���N=N�+4����� � 100%; N� = 1; 2; : : : ;
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