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ÓÄÊ 539.122:518.5 ÌÅÒÎÄ ÏÐÎÑÒÎÉ ÈÒÅÐÀÖÈÈÑÎ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÐÀÂÎÉ ×ÀÑÒÜÞÄ. Ã. Ìîäåñòîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèå ñõåìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíå-íèé, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïî óêàçàííîé ñõåìå äâóõ ïðîñòûõìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îöåíèâàåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ñõå-ìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìåòîäûÌîíòå-Êàðëî, ÷èñ-ëåííûå ìåòîäû, ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ìàð-êîâñêàÿ öåïü. ÂâåäåíèåÍàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì èç ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèéâèäà x = S (x) ; (1)ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè, èíà÷å íàçûâàåìûé ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðèåãî èñïîëüçîâàíèè ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòèxn = Sn (xn�1) (2)ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x0 è òàêîé ôóíêöèåé Sn, ÷òî êîðåíü óðàâíåíèÿ x = Sn (x) ðàâåíêîðíþ óðàâíåíèÿ (1). Íàïðèìåð: Sn (x) = (1� "n) x+ "nS (x) ; (3)ãäå "n � ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1] èëè [2]),äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êàê ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2), òàê è ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãîðåøåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ (Sn (x) = S (x)), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îòîáðàæåíèå Sn (x) � ñæè-ìàþùåå. Äàííîå óñëîâèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà òîò ñëó÷àé, êîãäà îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò íîìåðàèòåðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ x êàê ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è èíäóöèðóåìîé ïîñëåäíèì íîðìîékxk2 = (x; x) ; (4)òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ÷èñåë �n òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x è y ñïðàâåäëèâîkSn (x)� Sn (y)k � �n kx� yk ; 1Yn=0�n = 0: (5)� 59 �



Ä. Ã. ÌîäåñòîâÂ ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) ñõîäèòñÿ ê êîðíþ óðàâíåíèÿ (1), ïðè÷åì ýòîò êîðåíü åäèí-ñòâåííûé. Óäîáíî ââåñòè äëÿ íåãî ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå, íàïðèìåðx�: x� = S (x�) ; (6)êîòîðîå è áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Îäíàêî â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, îïèñàíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ñòàòüè, ïðà-âàÿ ÷àñòü (2) îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâåííîÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì çíà÷åíèåì íåêîòîðîé âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ óñëîâíûì ìàòåìà-òè÷åñêèì îæèäàíèåì Sn (xn). Ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì çíà÷åíèåì ìàð-êîâñêîé öåïè [3] ñ íåêîòîðîé, â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíîé ÿâíî, ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ pn (yjx),óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ Z y pn (yjx)dy = Sn (x) : (7)Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷å-ñêîãî îæèäàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5).Ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó íîðìû (4) ìîæíî ââåñòèïîíÿòèå óñëîâíîé äèñïåðñèè: Dn (x) = Z kyk2 pn (yjx)dy � kSn (x)k2 : (8)Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñëó÷àé, êîãäà óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ îãðàíè÷åíà, ò. å.supx Dn (x) = Dn;max <1: (9)Ñðàçó ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ïîñêîëüêó ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ òî÷êè òðàåêòîðèè ðåàëèçóþòñÿêàê ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïîëó÷àåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöè-îíàëüíîé îáúåìó âûáîðêè. Â ÷àñòíîñòè, óâåëè÷èâàÿ ýòîò îáúåì, ìîæíî ñäåëàòü äèñïåðñèþ (8) èñîîòâåòñòâåííî åå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå (9) ñêîëü óãîäíî ìàëûìè.Äëÿ îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìîé ìàðêîâñêîé öåïè óäîáíî ïðîàíàëèçèðîâàòü åå òðàåê-òîðèþ. Åñëè xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê òðàåêòîðèè, òî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà íîðìû (4), íåñëîæ-íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:kxn � x�k2 = �n + kSn (xn�1)� x�k2 ; (10)ãäå �n = kxn � Sn (xn�1)k2 + 2 (xn � Sn (xn�1); Sn (xn�1)� x�) : (11)Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (10), ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (5) è ñâîéñòâà êîðíÿ (6), ìîæíî ïîëó÷èòükxn � x�k2 � �n + �2n kxn�1 � x�k2 ; (12)èëè, ïîâòîðÿÿ n ðàç, kxn � x�k2 � nXk=1 e�2n�k�k + e�2n kx0 � x�k2 ;ãäå e�n = nQk=1�k, e�0 = 1: Êàê ìîæíî âèäåòü, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (11) ñó÷åòîì (8) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:M�n = M kxn � Sn (xn�1)k2 = MDn (xn�1) � Dn;max:� 60 �



Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþÏîýòîìó â ñèëó íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà [3] âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî n-ÿ òî÷êà òðàåêòîðèè ëåæèò âíåêðóãà ðàäèóñîì �, èìååò ñëåäóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ:P�kxn � x�k > �� � 1�2  nXk=1 e�2n�kDk;max + e�2n kx0 � x�k2! : (13)Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü êîíêðåòíûå òèïûïðîöåññîâ. Ñòàöèîíàðíàÿ öåïüÍàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ òîãäà, êîãäà ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü íå çàâèñèò îò ìîìåí-òà âðåìåíè n: pn (yjx) � p (yjx), ò. å. ìàðêîâñêàÿ öåïü ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. Ñëåäóåò îòìå-òèòü, ÷òî ôàêòè÷åñêè ñòàöèîíàðíàÿ öåïü âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà â ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè äåòåð-ìèíèñòè÷åñêèé ïîäõîä çàìåíÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Òàê, â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ðàáîòû ñîòðóäíèêîâ ÈßÐ ÐÍÖ "Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò"Ì. À. Êàëóãèíà, Ä. À. Øêàðîâñêîãî è äð., êîòîðûå ïîñâÿùåíû ðàñ÷åòó ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿðåàêòîðà ÂÂÝÐ ñ ó÷åòîì îáðàòíûõ ñâÿçåé ïî òåïëîãèäðàâëè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì, à òàêæå àíà-ëîãè÷íûå ðàáîòû ñîòðóäíèêîâ ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ Ã. Í. Ìàëûøêèíà, àâòîðà ýòîé ñòàòüè è äð. Âî âñåõýòèõ ðàáîòàõ äëÿ îöåíêè ðàäèàöèîííîãî ýíåðãîâûäåëåíèÿ â êðèòè÷åñêîé ñèñòåìå ïðèìåíÿëñÿ ìåòîäïîêîëåíèé ñ çàäàííûì ÷èñëîì ïîêîëåíèé è ðàçìåðîì ïîêîëåíèÿ. Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ òåïëîãèä-ðàâëèêîé, â êîòîðîé ýíåðãîâûäåëåíèå ðàññìàòðèâàëîñü êàê èñòî÷íèê òåïëà, èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîäïðîñòîé èòåðàöèè. Ñîîòâåòñòâåííî êàæäóþ èòåðàöèþ ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêâûáîðêó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ýíåðãîâûäåëåíèÿ) èç óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äèñïåðñèÿ êîòîðîãîîïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ìåòîäà ïîêîëåíèé.Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå îò n íå çàâèñÿò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (7), äèñïåðñèÿ (8), à òàêæå ÷èñëî�, êîòîðîå, êàê ñëåäóåò èç (5), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ � < 1. Ó÷èòûâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, èçíåðàâåíñòâà (13) íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òîP�kxn � x�k > �� � 1�2 � Dmax1� �2 + �2n kx0 � x�k2� :Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå íåðàâåíñòâî:P�kxn � x�k > �� � 1�2 Dmax1� �2 ; n!1: (14)Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü óõîäà òðàåêòîðèè â áåñêîíå÷íîñòü ðàâíà íóëþ, àïðè Dmax ! 0 ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòðåìèòñÿ ê òî÷å÷íîìó, êîòîðîå ñîñðåäîòî÷åíî íà êîðíåóðàâíåíèÿ (1).Ñðàâíèâàÿ (14) ñ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà [3], ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè÷èíà Dmax=(1� �2)ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé îöåíêîé äèñïåðñèè ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, ïðåâûøàåò óñëîâ-íóþ äèñïåðñèþ (8). Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà äîêàçàòåëüñòâå, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâàïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ýòî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñòàöèîíàð-íîñòè öåïè, ò. å. åãî ïëîòíîñòü p� (x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþp�(x) = Z p (xjy) p�(y) dy: (15)Êàê ìîæíî âèäåòü, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþZ y p�(y) dy = Z y p (yjx) p�(x) dxdy = Z S (x) p�(x) dx: (16)� 61 �



Ä. Ã. ÌîäåñòîâÈñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (15), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ D�óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó D� � Z D (x) p�(x) dx; (17)ò. å. â íåêîòîðîì ñìûñëå ïîäòâåðæäàåò âûâîäû, ñäåëàííûå ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòíîøåíèÿ (14).Êàê ìîæíî âèäåòü èç (14), â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå Dmax ! 0 ñîîòíîøåíèå (16) ïðåâðàùàåòñÿ âòîæäåñòâî (6). Îäíàêî èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ìàëîé êîíå÷íîé äèñïåðñèè, à èìåííî îò-êëîíåíèå çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ëåâîé÷àñòüþ (16), îò êîðíÿ óðàâíåíèÿ (1).Óäîáíî èñïîëüçîâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñîãëàñíî (14) ïëîòíîñòü ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿp�(x) ñîñðåäîòî÷åíà îêîëî x� è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ïðîâåñòè ðàçëîæåíèå S (x) â ñòåïåííîé ðÿäâáëèçè óêàçàííîé òî÷êè ñ òî÷íîñòüþ äî âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:S (x) = x� + bA (x� x�) + bB (x� x�) (x� x�) + o kx� x�k2 ;ãäå bA è bB � ëèíåéíûé è êâàäðàòè÷íûé îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåìûå ïåðâûìè è âòîðû-ìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè S (x) â êîðíå óðàâíåíèÿ (1). Â óêàçàííîì ïðèáëèæåíèè è ïðåíåáðåæåíèè÷ëåíàìè âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ñîîòíîøåíèå (16) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:�x = bA�x+ bB Z f (x) (x� hxi) (x� hxi) dx+ bB�x�x;ãäå hxi = R yp�(y) dy; �x = hxi � x�. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñîãëàñíî (5)  bA � � < 1, à çíà÷èò, ñóùåñòâó-åò �1� bA��1, è îáîçíà÷àÿ bC = �1� bA��1 bB, óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèìîáðàçîì: �x = bC Z f (x) (x� hxi) (x� hxi) dx+ bC�x�x:Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë, ïðèñóòñòâóþùèé â äàííîì âûðàæåíèè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê bK. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî bK � 1=N , ãäå N �ðàçìåð âûáîðêè, èñïîëüçóåìîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà ìàðêîâñêîé öåïè, à Ĉ íå çà-âèñèò îò ýòîé âåëè÷èíû, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îòêëîíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ îò êîðíÿ ïðè N !1:�x � 1N ; èëè �x = bC bK + o� 1N� : (18)Òî åñòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî äèñïåðñèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå,k�xk = D� + o (D�) ; (19)ãäå êîýôôèöèåíò  ïðîïîðöèîíàëåí âòîðîé ïðîèçâîäíîé S (x).Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé íà èñïîëüçîâàíèè ñòàöèîíàðíîé öåïè, â îáùåì ñëó÷àåñîãëàñíî (18) èëè (19) äàåò ñìåùåííóþ îöåíêó. Â ÷àñòíîñòè, äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåòèñïîëüçîâàòü ýðãîäè÷íîñòü öåïè äëÿ óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèÿ êîðíÿ. Åäèíñòâåííûì ïóòåì äîñòèæåíèÿíåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå äèñïåðñèè è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷åíèå îáúåìàâûáîðêè. Îäíàêî äàííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïðîïîðöèîíàëüíîìó óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàñ÷åòà, ÷òîìîæåò áûòü íåðàöèîíàëüíûì, ïî êðàéíåé ìåðå íà íà÷àëüíûõ øàãàõ, êîãäà îòêëîíåíèå âûáîðî÷íî-ãî çíà÷åíèÿ îò êîðíÿ íàìíîãî ïðåâûøàåò äèñïåðñèþ. Êðîìå òîãî, ïðè ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäàâîçíèêàåò íåêîòîðîå ìåòîäè÷åñêîå íåóäîáñòâî, ñâÿçàííîå ñ òåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çàäàâàå-ìûõ ïîãðåøíîñòÿõ, ìåíüøèõ êîðíÿ ñòàöèîíàðíîé äèñïåðñèè, äëèíà ìîäåëèðóåìîé öåïè ìîæåò áûòüñêîëü óãîäíî áîëüøîé. � 62 �



Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþÍåñòàöèîíàðíàÿ öåïüÏðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ÷åì òîò, êîòîðûé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèèñòàöèîíàðíîé öåïè, ìîæíî ïîñòðîèòü, ïðîâîäÿ ðàñ÷åòû ñ ïëîõîé ñòàòèñòèêîé íà íà÷àëüíûõ øàãàõè ñ õîðîøåé � íà ïîñëåäóþùèõ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü íåñòàöèîíàðíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ñäèñïåðñèåé (8), èçìåíÿþùåéñÿ ïî çàêîíóDn (x) = �nD (x) ;è ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (7), óäîâëåòâîðÿþùèì ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþlimn!1Sn (x) = S (x) :Çäåñü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �n �!n!1 0 îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìå-ðîâ âûáîðîê, à Sn (x) = S (x) â ñëó÷àå íåñìåùåííîñòè îöåíêè. Ïðè ýòîì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â íåðàâåíñòâå (5) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �n � � < 1.Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî ïðè âûâîäå (13), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîM kxn � x�k2 � Dmax nXk=1�2(n�k)�k + �2nM kx0 � x�k2 ; (20)ãäå Dmax = supx D (x) : Â ñëó÷àå, åñëè limn!1 nXk=1�2(n�k)�k = 0; (21)ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ ê êîðíþ óðàâíåíèÿ (1) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Â ÷àñò-íîñòè, ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà �n = �2n�2, ãäå � < 1. Äåéñòâèòåëüíî,nXk=1�2(n�k)�2k�2 = �2n � �2n�2 � �2 �!n!1 0:Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿåò óñëîâ-íàÿ âåðîÿòíîñòü P�kxn � x�k > ����kxn � xn�1k � Æ�. Äëÿ îöåíêè ýòîé âåðîÿòíîñòè óäîáíî èñïîëüçî-âàòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:kxn�1 � x�k � kxn � x�k+ kxn � xn�1k � kxn � x�k+ Æ:Òî åñòü èç (12) ñëåäóåò íåðàâåíñòâîkxn � x�k2 � �n + �2 (kxn � x�k+ Æ)2 :Ðåøåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿM�kxn � x�k+ Æ�2 � �qM kxn � x�k2 + Æ�2ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:M kxn � x�k2 �  �2Æ +p(1� �2)�nDmax + �2Æ21� �2 !2 :Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè Dmax ! 0 ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå kxn � x�k � �Æ1� � , êîòîðîå îáû÷íîèñïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè â äåòåðìèíèñòè÷åñêîì ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè. Ó÷èòûâàÿ� 63 �



Ä. Ã. Ìîäåñòîâîöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:P�kxn � x�k > ����kxn � xn�1k � Æ� �  �2Æ +p(1� �2)�nDmax + �2Æ2� (1� �2) !2 : (22)Ó÷èòûâàÿ ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü áåçîòêàçíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (1). Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ èç ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü âûõîäà ðå-øåíèÿ èç êðóãà ðàäèóñîì �. Òàêæå îöåíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ � è Dmax. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ïàðàìåòðîâñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �n, à òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ nmin � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî øàãîâäî ïðåêðàùåíèÿ âû÷èñëåíèé è Æ � ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé íà ïîñëåäóþùèõèòåðàöèÿõ. Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ çíà÷åíèé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:1) n = 0, x0 âûáèðàåòñÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ;2) n = n+ 1;3) c èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèÿ xn�1 ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ðàçìåðîì âûáîðêè,îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûì �n, ïîëó÷àåòñÿ xn;4) åñëè n < nmin, òî ïåðåõîä ê øàãó 2;5) åñëè kxn � xn�1k > Æ, òî ïåðåõîä ê øàãó 2.Êàê ìîæíî âèäåòü èç (20) ñ ó÷åòîì (21), ýòîò àëãîðèòì âñåãäà ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòíîé ïî-ãðåøíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé âûðàæåíèåì (22). Ïðè ýòîì âîïðîñ îá îïòèìèçàöèè âñòàåò ïðè âûáîðåïîñëåäîâàòåëüíîñòè �n. Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå îí ðåøàåòñÿ èíäèâèäóàëüíî, íî, ó÷èòûâàÿñòåïåííóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäíåãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (20), ìîæíî ðåêîìåíäîâàòüñòåïåííóþ æå çàâèñèìîñòü �n = �2n�2, êàê ïðèâåäåíî â çàìå÷àíèè ê (21). Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿäàííîãî ïàðàìåòðà íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ðåøåíèå ïðîñòûõ ìåòîäè÷åñêèõçàäà÷. Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿÍàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì, ïîääàþùèìñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó-÷àé ëèíåéíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü èìååò âèäp (yjx) = 'D (y � ax� b) ; 'D (y) = 1p2�D exp�� y22D� : (23)Èç (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå S (x) = ax+b, äèñïåðñèÿ ðàâíà D è íå çàâèñèò îò x è ñîãëàñíî(5) � = a. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî1Z�1 'D1 (y � a1z � b1)'D2 (z � a2x� b2) dz = 'D1+a21D2 (y � a1a2x� b1 � a1b2) ;ìîæíî âû÷èñëèòü ïåðåõîäíóþ âåðîÿòíîñòü íà n øàãîâ äëÿ ñòàöèîíàðíîé öåïè (23):p(n) (yjx) � Z p (yjz1) : : : p (zn�1jx) dz1 : : : dzn�1 = 'D(n) �y � anx� b(n)� ; (24)ãäå D(n) = D n�1Pk=0 a2k; b(n) = b n�1Pk=0 ak. Ïðè óñëîâèè jaj < 1 ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëü-íîìó p�(yjx) = 'D=(1�a2)�y � b1� a� ; êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ñòàöèî-íàðíîñòè (15). Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äèñïåðñèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèþ (17), ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé, ñäåëàííîé èç ðàññìîòðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (14). Ìàòåìàòè÷åñêîå� 64 �



Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþîæèäàíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî êîðíþ óðàâíåíèÿ (1) x� = b=(1� a), ÷òî â ñîãëà-ñèè ñ (18) èëè (19) ïðè ðàâåíñòâå íóëþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé S (x).Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé öåïè ñ �n = �2n�2 ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü íà n øàãîâ èìååò âèä (24), òîëüêîD(n) = D nPk=1�2k�2a2(n�k) = Da2n � �2na2 � �2 . Êàê ìîæíî âèäåòü, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n îíà ïî ñòå-ïåííîìó çàêîíó ñòðåìèòñÿ ê òî÷å÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó íà êîðíå óðàâíåíèÿ (1).Äëÿ îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ � áûëè ïðîâåäåíû ìåòîäè÷åñêèå ðàñ÷åòû ñ ïàðàìåòðàìè a == 1=2; b = �1; D = 1; Æ = 10�5 è ðàçëè÷íûìè � 2 (0; 1). Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû îòêëîíåíèÿïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îò êîðíÿ äëÿ âñåõ ýòèõ ðàñ÷åòîâ. Çäåñü ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïî êðàéíåéìåðå êà÷åñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî òðåõ ñèãì; êðîìå òîãî, îöåíêà ïîãðåøíîñòè (22) ÿâëÿåòñÿçàâûøåííîé è ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííûå ñ åå ïîìîùüþ çíà÷åíèÿ ëó÷øå ðàññìàò-ðèâàòü â êà÷åñòâå ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé ê òåì, êîòîðûå áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ â ðàñ÷åòàõ.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü òðóäîåìêîñòè ðàñ÷åòà îò çíà÷åíèÿ �. Ñàìà òðóäîåìêîñòü îïðå-äåëÿëàñü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ðåøàëàñü ÷èñòàÿëèíåéíàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òðóäîåìêîñòü êîòîðîé N îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-íà äèñïåðñèè, ò. å. N = 1D n�1Xk=0 ��2k;

Ðèñ. 1. Îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ îò êîðíÿ óðàâíåíèÿ (1) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà �: ��� � x = x=2 � 1;- -�- - � x = cos(x)=3 � 65 �



Ä. Ã. Ìîäåñòîâ

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü òðóäîåìêîñòè ðàñ÷åòà îò ïàðàìåòðà �: ��� � x = x=2� 1, D = 1; �� � x = x=2� 1,D = 0;01; - - � - - � x = cos(x)=3, D = 1ãäå n � íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé ïðîöåññ áûë ïðåðâàí ïî äîñòèæåíèè óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè.Êàê âèäíî, âûáîð áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèé � íå îïòèìàëåí, ÷òî, âïðî÷åì, ïðåäñêàçóåìî. Èíòå-ðåñíî òî, ÷òî èç-çà ñòàòèñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãîïàðàìåòðà. Ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü, ÷òî â êà÷åñòâå íåãî ìîæíî âçÿòü ëþáîå çíà÷åíèå èç äîñòà-òî÷íî áîëüøîãî èíòåðâàëà âáëèçè 1=2, ñêàæåì, � 2 (1=4; 3=4). Íà ðèñ. 2 òàêæå ïðèâåäåíû îöåíêèòðóäîåìêîñòè ðàñ÷åòà ïîäîáíîé çàäà÷è ñ D = 0;01. Êàê âèäíî â äàííîì ñëó÷àå, â îáëàñòè îïòè-ìàëüíûõ � íàáëþäàåòñÿ ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîé äèñïåðñèè.Íåñëîæíî ïîâòîðèòü òå æå ñàìûå âûêëàäêè è ðàñ÷åòû äëÿ ïîäîáíîãî ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïî-ëó÷èâ àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû. Íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿÎïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íåëèíåéíûé ñëó÷àé ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîéóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (7). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòüp (yjx) = 'D �y � cos (x)3 � ; S (x) = cos (x)3 ; (25)ãäå 'D îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (23). Êàê ìîæíî âèäåòü, äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ ñõîäèìîñòè (5), à êîðåíü óðàâíåíèÿ (1) íåñëîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëåííî. Åãî çíà÷åíèå x� =� 66 �



Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñî ñòîõàñòè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ= 0;316 750 828 771 221 171 89. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû, àíàëîãè÷íûåñëó÷àþ ëèíåéíîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, 2.Âûâîäû, êîòîðûå ìîæíî ñäåëàòü ïî ýòèì ðàñ÷åòàì, ñîâïàäàþò ñ ïðåäûäóùèì ñëó÷àåì. Çäåñüèíòåðåñíî ðàññìîòðåòü õàðàêòåðèñòèêè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îöåíåííûå ïî ðåçóëüòàòàì÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Ñíà÷àëà óäîáíî ðàññìîòðåòü äèñïåðñèþ. Ïðèáëèæåííî îöåíèòü åå çíà÷åíèå ìîæíî, èñõîäÿ èç (14).Íî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíèòü çíà÷åíèå �, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â (5): � � jS0 (x�)j : Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ (25), S0 (x�) = �sin (x�)=3 � �0;104:Ñîîòâåòñòâåííî ïðè D = 1 ïîëó÷àåòñÿ D� � 1;011. Â òî æå âðåìÿ ÷èñëåííàÿ îöåíêà äàåò çíà÷åíèåD� = 1;017. Òî åñòü, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèáëèæåííîñòü òåîðåòè÷åñêîé îöåíêè, ìîæíî ñ÷èòàòüñîãëàñèå óäîâëåòâîðèòåëüíûì.Äðóãîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêëîíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-äàíèÿ îò êîðíÿ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (18) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåK̂ = D�, à òàêæå Ĉ = 12 S00 (x�)1� S0 (x�) = �12 cos (x�)3 + sin (x�) ;çíà÷åíèå îòêëîíåíèÿ ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëå �x � �0;143 478D�. Ñðàâíåíèå ýòîé òåîðåòè÷åñêîéçàâèñèìîñòè ñ ðàññ÷èòàííîé ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3. Âèäíî õîðîøååñîâïàäåíèå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ D�. Ïðè áîëüøèõ D� íàáëþäàåòñÿ ðàñõîæäåíèå, ÷òî ñâÿçàíî ñâîçðàñòàþùåé ðîëüþ ñòàðøèõ ñòåïåíåé äèñïåðñèè, êîòîðûå íå ó÷èòûâàëèñü ïðè âûâîäå (18).

Ðèñ. 3. Îòêëîíåíèå îò êîðíÿ óðàâíåíèÿ (1) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âçàâèñèìîñòè îò äèñïåðñèè ïîñëåäíåãî: � òåîðåòè÷åñêàÿ îöåíêà; � � ðàñ÷åòíàÿ îöåíêà� 67 �



Ä. Ã. ÌîäåñòîâÇàêëþ÷åíèåÏîñòðîåííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè è îöåíêîé ñâåðõó ïîãðåøíîñòè(22) àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñòàòè-ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðèãîäíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Ñ îäíîéñòîðîíû, ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè õîðîøåé ñòàòèñòèêå, ò. å. ïðè Dmax ! 0, àë-ãîðèòì íåïðåðûâíî ïåðåõîäèò â êëàññè÷åñêèé ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíîÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè ëþáûõ äèñïåðñèÿõ îáðûâ ìàðêîâñêîé öåïè ïî óñëîâèþ îòêëîíå-íèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò êîðíÿ ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ âñåãäà äîñòèãàåòñÿ çàêîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé.Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì îáîñíîâûâàåòñÿ ðàñ÷åòàìè äâóõ ïðîñòûõ ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷. Ýòè ðàñ-÷åòû ïîäòâåðæäàþò è îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè, êîòîðûå ìîãóò èñïîëü-çîâàòüñÿ ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòåé ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Èç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ñäåëàòüïðåäïîëîæåíèå, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà �, õàðàêòåðèçóþùåãî íåñòàöèîíàðíîñòü öåïè, îïòèìàëüíîâ äîñòàòî÷íî øèðîêèõ ïðåäåëàõ è, â ÷àñòíîñòè, åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì 1=2. Íî äëÿ êîíêðåòíûõçàäà÷ ýòî ïðåäïîëîæåíèå òðåáóåò ïðîâåðêè. Òàêæå ìîæíî âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî òðóäîåì-êîñòü ðàñ÷åòîâ ñëàáî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé äèñïåðñèè.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [4] ïðèâåäåíî îïèñàíèå ìåòîäà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ ïî-äîáíîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåñòàöèîíàðíîé ìàðêîâñêîé öåïè. Îäíàêî íåñòàöèîíàðíîñòü,èñïîëüçóåìàÿ òàê æå, êàê â ðàññìîòðåííîì çäåñü ìåòîäå, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåòñÿíå çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè, à çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî ôîðìóëå (3)ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ "n, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì (íàïðèìåð, "n = 1=n). Ïðèýòîì äëÿ ñõîäèìîñòè íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (5), íî â òî æå âðåìÿ ñàìà ñõîäèìîñòü áîëååìåäëåííàÿ. Òàê, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè D = 0 äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çäåñü íåëèíåéíîéçàäà÷è ìåòîäîì Ðîááèíñà�Ìîíðî òðåáóåòñÿ áîëåå 5 000 øàãîâ ïðîòèâ 7, äîñòèãàåìûõ ìåòîäîì ïðî-ñòîé èòåðàöèè, èëè äàæå 35, ïîëó÷àåìûõ ïðåäñòàâëåííûì çäåñü ìåòîäîì ñ D = 1 è � = 1=2. Äëÿëèíåéíîé çàäà÷è ñîîòíîøåíèå åùå õóæå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñëîâèå (5) âûïîëíåíî, òî èñïîëüçî-âàíèå îïèñàííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Êàëèòêèí Í. Í. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1978.2. Áàõâàëîâ Í. Ñ., Æèäêîâ Í. Ï., Êîáåëüêîâ Ã. Ì. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1987.3. Êîëìîãîðîâ À. Í. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Íàóêà, 1974.4. Robbins H., Monro S. A stochastic approximation method // Annals of Math. Stat. 1951. Vol. 22.P. 400�407. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 05.07.12.


