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ÓÄÊ 519.6ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÒÎÄÈÊÈ ÄÍÀ ÃÈÁÐÈÄÍÎÉ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅÅ. Å. ×óïðàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ)Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äâóìåðíîé ãà-çîäèíàìèêè íà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå, ñîäåðæàùåé àðèôìåòè÷åñêèå óñêî-ðèòåëè. Èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà íåñêîëüêèõ óñêî-ðèòåëÿõ, îïèñûâàåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ ñõåìà ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÿäåð óíèâåð-ñàëüíîãî ïðîöåññîðà è àðèôìåòè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé, ðåàëèçîâàííàÿ íà îñíîâå òåõíî-ëîãèé MPI è CUDA.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðèôìåòè÷åñêèå óñêîðèòåëè (GPU), CUDA, MPI, ìåòîäèêà Ä.ÂâåäåíèåÎäíèì èç îñíîâíûõ òðåáîâàíèé ê ïîâûøåíèþêà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî èìèòàöèîííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ, ïîìèìî ñîáñòâåííî ðàçâèòèÿ ôèçè-÷åñêèõ ìîäåëåé è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èõðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ðîñòà ïðîèçâî-äèòåëüíîñòè ñóïåðÝÂÌ. Ãëîáàëüíîé öåëüþ äëÿâñåé îáëàñòè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëå-íèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñó-ïåðÝÂÌ ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ 1Ýôëîïñ.Ðåàëüíîé àëüòåðíàòèâîé òðàäèöèîííûì ïðî-öåññîðàì ñòàíîâÿòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííûå ïðî-öåññîðû, óñêîðÿþùèå âû÷èñëåíèÿ çà ñ÷åò çàäåé-ñòâîâàíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýíåðãîýôôåê-òèâíûõ ÿäåð. Îäíèì èç âèäîâ ïîäîáíûõ óñêî-ðèòåëåé ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå óñêîðèòåëè(GPU). Âñå áîëåå âîñòðåáîâàíû ãèáðèäíûå âû-÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû íà èõ îñíîâå, ñîâìåùàþ-ùèå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññîðû îáùåãî íàçíà-÷åíèÿ è ñïåöèàëèçèðîâàííûå àðèôìåòè÷åñêèåïðîöåññîðû. Àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ CPU è GPU â òàêèõ ñè-ñòåìàõ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ íàó÷íûõ çàäà÷.Ñóùåñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì ê øèðîêîìó èñ-ïîëüçîâàíèþ àðèôìåòè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé ÿâ-ëÿåòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü ïðîãðàììè-ðîâàíèÿ äëÿ íèõ. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåèìóùå-ñòâà îò èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëü-íûõ ñèñòåì, ñóùåñòâóþùèå ïðîãðàììû, íàïè-ñàííûå äëÿ óíèâåðñàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, äîëæ-íû áûòü çíà÷èòåëüíî ìîäèôèöèðîâàíû. Î÷åíü

÷àñòî àëãîðèòìû äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ óñêîðèòå-ëåé òðåáóåòñÿ ðàçðàáàòûâàòü çàíîâî, îòêàçûâà-ÿñü îò òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ.Ñóùåñòâóåò óæå äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâîóñïåøíûõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ àðèôìåòè-÷åñêèõ óñêîðèòåëåé äëÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñîáëàñòÿìè ãèäðî- è ãàçîäèíàìèêè. Íàïðèìåð,óñêîðèòåëè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿòóðáóëåíòíîñòè ïî ìåòîäó LES (êðóïíûõ âèõ-ðåé) [1], ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè [2, 3],ðàñ÷åòà òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè [4]. Â ïî-äàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðåàëèçîâàííûõ íààðèôìåòè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ ïðîãðàìì (êàêâ óêàçàííûõ âûøå ïðèìåðàõ, òàê è âî ìíîãèõäðóãèõ) èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû, îñ-íîâàííûå íà ìåòîäå Ãîäóíîâà è íåïîäâèæíîéðàñ÷åòíîé ñåòêå. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿìåòîä êîíå÷íîãî îáúåìà.Â äàííîé ñòàòüå íà ïðèìåðå äàâíî è óñïåø-íî ýêñïëóàòèðóåìîé â ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ ãàçîäè-íàìè÷åñêîé ìåòîäèêè Ä [5] ðàññìàòðèâàåòñÿ âî-ïðîñ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ óðàâ-íåíèé äâóìåðíîé ãàçîäèíàìèêè íà ãèáðèäíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ íåñêîëüêèìè GPUïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ïðèìåíåíèåìëàãðàíæåâà ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó òå÷åíèé ãàçà. Èñ-ïîëüçóåòñÿ ðàçíåñåííàÿ ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ðàñ-÷åòíàÿ ñåòêà, äâèæóùàÿñÿ âìåñòå ñ âåùåñòâîì.Ñàìà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ìåòîäèêà Ä îñíîâàíàíà ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå, èìåþùåé ñåòî÷íûéøàáëîí òèïà êðåñò.� 69 �



Å. Å. ×óïðàêîâÂ ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïà-ðàëëåëèâàíèÿ òàêîé ñõåìû íà àðèôìåòè÷åñêèõóñêîðèòåëÿõ ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè CUDA [6].Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçðàáîòàííûé àëãî-ðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíàìèêè ïî ìåòî-äèêå Ä íà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå.Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ è ïî-ëó÷åííûå óñêîðåíèÿ.Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è èõ ðàçíîñòíàÿàïïðîêñèìàöèÿÈñõîäíàÿ ñèñòåìà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-íèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:�d~Udt = � grad p;d�dt = ��div~U ;dEdt = �pd (1=�)dt ;d~rdt = ~U; (1)
ãäå ~r = (x; y) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè; ~U == (U; V ) � âåêòîð ñêîðîñòè; � � ïëîòíîñòü; p �äàâëåíèå; Å � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ; t � âðåìÿ.Ñèñòåìà (1) çàìûêàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿâèäà p = p (�;E) :Â ìåòîäèêå Ä èñïîëüçóåòñÿ ðàçíåñåííàÿ ñòðóê-òóðèðîâàííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñåòêà, â óçëàõ êîòîðîéõðàíÿòñÿ ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû (óçëîâûå âåëè-÷èíû), à â öåíòðàõ ÿ÷ååê � òåðìîäèíàìè÷åñêèåâåëè÷èíû (ÿ÷åå÷íûå).Â [7] ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ ñèñòåìû (1) äëÿ óçëà 0 (ðèñ. 1). Äâèæåíèåóçëà ñåòêè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäàm0d~U0dt = �~P0: (2)

Ðèñ. 1. Ôðàãìåíò ðàñ÷åòíîé ñåòêè

Çäåñü m0 = 14 4Pi=1Mi � ìàññà óçëà 0, ãäå Mi �ìàññà ÿ÷åéêè i, ïðèëåãàþùåé ê óçëó 0; ~P0 == (Px0; Py0) � âåêòîð ðàçíîñòíîãî ãðàäèåíòàäàâëåíèÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà~P0 ïðèâåäåíû â [7] è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:Px0 = 16( 3Xi=1 (yi+1 + y0 + yi) (yi+1 � yi) pi ++(y1 + y0 + y4) (y1 � y4) p4);Py0 =�16( 3Xi=1h(xi+1� x0) yi+1+ 2 (xi+1� xi) y0 ++ yi (x0 � xi)ipi + h(x1� x0) y1++ 2 (x1 � x4) y0 + y4 (x0 � x4)ip4):Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè íàñåòêå èñïîëüçóåòñÿ ðàçíîñòíûé øàáëîí òèïàêðåñò (ðèñ. 2), äëÿ êîòîðîãî íåîáõîäèì äîñòóïê óçëîâûì âåëè÷èíàì âî âñåõ ïÿòè òî÷êàõ øàá-ëîíà, à òàêæå ê ÿ÷åå÷íûì âåëè÷èíàì â îêðóæà-þùèõ öåíòðàëüíûé óçåë ÿ÷åéêàõ.Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ óðàâ-íåíèÿ äâèæåíèÿ. Â ìåòîäèêå Ä çíà÷åíèÿ ñêî-ðîñòåé îòíåñåíû ê ïîëóöåëûì âðåìåííûì ñëîÿìtn+1=2, îñòàëüíûå âåëè÷èíû � ê öåëûì ñëîÿì tn.Óðàâíåíèå (2) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé ðàçíîñò-íûé âèä: m0 ~Un+1=20 � ~Un�1=20�n = �~P n0 ;tn+1 = tn + �n+1=2;�n = �n+1=2 + �n�1=22 :

Ðèñ. 2. Ðàçíîñòíûé øàáëîí ìåòîäèêè Ä� 70 �



Ðåàëèçàöèÿ äâóìåðíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìåòîäèêè Ä íà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìåÊîîðäèíàòû óçëà 0 (ñì. ðèñ. 1) íà ñëåäóþùåìâðåìåííîì ñëîå çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì~r n+10 = ~r n0 + ~Un+1=20 �n+1=2:Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâûõ êîîðäèíàò óçëà ñåòêè äî-ñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî íîâûå ñêîðîñòè â òîì æåóçëå è øàã ïî âðåìåíè, îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ óç-ëîâ.Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì âû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíà-ìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ÿ÷åéêàõ.Íîâûå ïëîòíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ èç çàêîíà ñî-õðàíåíèÿ ìàññû�n+1!n+1 = �n!n;ãäå ! � îáúåì ÿ÷åéêè.Äëÿ ñêâîçíîãî ðàñ÷åòà óäàðíûõ âîëí ââîäèò-ñÿ èñêóññòâåííàÿ ñ÷åòíàÿ âÿçêîñòü òèïà âÿç-êîñòè Íåéìàíà�Ðèõòìàéåðà, èìåþùàÿ ðàçìåð-íîñòü äàâëåíèÿ. Îíà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëåq = �H2 1� �@�@t� = �H22 1� @�@t ����@�@t ����+ @�@t!;ãäå H � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åéêè; � � ïîñòî-ÿííûé êîýôôèöèåíò. Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷åé-êè åñòü ôóíêöèÿ êîîðäèíàò åå âåðøèí.Âû÷èñëåíèå ýíåðãèè è äàâëåíèÿ íà ìîìåíòâðåìåíè tn+1 îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñèñòåìûóðàâíåíèéEn+1 = En � 0;5 �pn+1 + pn�� 1�n+1 � 1�n�;pn+1 = f ��n+1; En+1�+ qn+1;êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíà-ìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ÿ÷åéêå íåîáõîäèìî èìåòü äî-ñòóï ê âåëè÷èíàì â åå âåðøèíàõ (óçëàõ ñåòêè) èâ åå öåíòðå (ðèñ. 3).Îò îïèñàííûõ øàáëîíîâ äîñòóïà ê ñåòî÷-íûì âåëè÷èíàì, êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàçíîñòíûõ
Ðèñ. 3. Øàáëîí äîñòóïà ê ÿ÷åéêå

óðàâíåíèé, áóäåò çàâèñåòü è îðãàíèçàöèÿ äàííûõâ ïàìÿòè GPU.Ñõåìà ñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿCPU è GPUÐàññìîòðèì àëãîðèòì ñîâìåñòíîãî èñïîëüçî-âàíèÿ ÿäåð óíèâåðñàëüíîãî ïðîöåññîðà è àðèô-ìåòè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé.Ñõåìà ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ CPU è GPUïðåäïîëàãàåò ðàçäåëåíèå ñåòêè â äîìåíå íà äâåçîíû (ðèñ. 4). Çîíà 1 � âíåøíèé ñëîé óçëîâ èÿ÷ååê (ìîæåò èìåòü ðàçíóþ ãëóáèíó â çàâèñè-ìîñòè îò èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîâ) � ýòî ñëîéMPI-îáìåíîâ è/èëè (íåñòàöèîíàðíûõ) ãðàíè÷-íûõ óñëîâèé. Ðàñ÷åò óçëîâ è ÿ÷ååê ýòîé çîíûâåäåòñÿ íà CPU. Çîíà 2 � öåíòðàëüíàÿ îáëàñòü,ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà GPU.Äëÿ íåçàâèñèìîãî ðàñ÷åòà îáåèõ çîí ìåæäóíèìè íåîáõîäèì îáìåí äàííûìè íà êàæäîì ñ÷åò-íîì øàãå. Îáìåí îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþòðåõ îáìåííûõ ñëîåâ (ãàëî), ñõåìàòè÷íî èçîáðà-æåííûõ íà ðèñ. 5. Ñëîé 1 � ýòî ñëîé óçëîâ, ðàñ-

Ðèñ. 4. Äåêîìïîçèöèÿ â äîìåíå

Ðèñ. 5. Îáìåííûå ñëîè� 71 �



Å. Å. ×óïðàêîâñ÷èòûâàåìûõ íà CPU è ïåðåäàâàåìûõ íà GPUäëÿ ðàñ÷åòà âíóòðåííèõ óçëîâ è ÿ÷ååê çîíû 2.Ñëîé 2 � ýòî ñëîé ÿ÷ååê, ðàññ÷èòûâàåìûõ íàGPU è ïåðåäàâàåìûõ íà CPU. Ñëîé 3 � ýòî ñëîéóçëîâ, ðàññ÷èòûâàåìûõ íà GPU è ïåðåäàâàåìûõíà CPU. Ñëîè 2 è 3 íåîáõîäèìû äëÿ ðàñ÷åòà óç-ëîâ ñëîÿ 1 íà CPU, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáùèìèóçëàìè çîíû 1 è çîíû 2.Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó CPU è GPU ðåàëèçîâà-íà ïàðàäèãìà ïåðåêðûòèÿ ïî äàííûì, ñòàíäàðò-íàÿ äëÿ ëþáîé MPI-ïðîãðàììû. Îòëè÷èå ñîñòî-èò ëèøü â òîì, ÷òî â MPI-ïðîãðàììàõ ïåðåêðû-òèå ïî äàííûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåæäó ñîñåäíèìèïðîöåññîðàìè, òîãäà êàê çäåñü îáìåí äàííûìèïðîèñõîäèò ìåæäó ïðîöåññîðîì è óñêîðèòåëåì.Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé äåêîìïîçèöèè ñ÷åòíûéøàã ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé,àïïðîêñèìèðóþùèõ èñõîäíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèåóðàâíåíèÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñõåìîé, èçîáðà-æåííîé íà ðèñ. 6 (ñì. òàêæå ðèñ. 4, 5).Ïîñêîëüêó ïðè äàííîé ñõåìå ðàñïàðàëëåëèâà-íèÿ íà ñ÷åòíîì øàãå ñîâåðøàþòñÿ òîëüêî ìè-íèìàëüíî íåîáõîäèìûå îäíîñòîðîííèå îáìåíûìåæäó CPU è GPU � äâóìÿ ñëîÿìè óçëîâ è îä-íèì ñëîåì ÿ÷ååê, òàêàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëååýêîíîìè÷íîé ïî ÷èñëó îáìåíîâ äàííûìè ìåæäóCPU è GPU èç âñåõ âîçìîæíûõ äëÿ ðàññìàòðè-âàåìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà.Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ âûðîâíåííîãî äîñòóïà(memory coalescing) ê ãëîáàëüíîé ïàìÿòè GPUêàæäàÿ ñòðîêà ÿ÷ååê ñåòêè ðàçáèâàåòñÿ íà áëî-êè ðàçìåðîì BLOCK_SIZE. Ïðè ýòîì âîçìîæíîïîÿâëåíèå ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê äëÿ ïîëíîãî çàïîë-

Ðèñ. 6. Ñõåìà ñ÷åòíîãî øàãà

íåíèÿ áëîêîâ. Íà ðèñ. 7 áëîêè, ñîäåðæàùèå ïó-ñòûå ÿ÷åéêè äëÿ âûðàâíèâàíèÿ, ïðåäñòàâëåíû ââèäå íåïîëíîñòüþ çàêðàøåííûõ ïðÿìîóãîëüíè-êîâ.Ïðè ðàñ÷åòå íà GPU êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõïîòîêîâ èñïîëíåíèÿ (íèòåé) â áëîêå ðàâíî äëèíåáëîêà BLOCK_SIZE. Ïðè ðàñ÷åòå ÿ÷åå÷íûõ âå-ëè÷èí êàæäàÿ íèòü áëîêà ðàññ÷èòûâàåò âåëè÷è-íó â ñîáñòâåííîé ÿ÷åéêå (ðèñ. 8).Ïðè ðàñ÷åòå ñêîðîñòè ìàññèâû â ðàçäåëÿåìîéïàìÿòè ðàñøèðÿþòñÿ çà ñ÷åò ÿ÷ååê-ôàíòîìîâñïðàâà (êðàéíèé óçåë ñëåâà âñåãäà áóäåò ïðèíàä-ëåæàòü ãðàíèöå ãàëî è íå îáñ÷èòûâàåòñÿ). Ýòîäàåò âîçìîæíîñòü çàäåéñòâîâàòü âñå íèòè áëî-êà � ïî îäíîé íà êàæäûé óçåë (ðèñ. 9).Äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ â ÿä-ðàõ CUDA (ïðîãðàììàõ, èñïîëíÿåìûõ íà GPU)èñïîëüçóåòñÿ ðàçäåëÿåìàÿ (shared) ïàìÿòü, êîòî-ðàÿ çàïîëíÿåòñÿ âñåìè íèòÿìè áëîêà.Åùå îäíà ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ ðàçíåñåííîéñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêîé, � íåñîâïàäåíèå äëèíÿ÷åå÷íûõ è óçëîâûõ ìàññèâîâ: êîëè÷åñòâî óçëîââ êàæäîé ñòðîêå ñåòêè âñåãäà íà åäèíèöó áîëü-øå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê (ðèñ. 10). Äëÿ âûðàâíèâà-íèÿ ïî äëèíå óçëîâûõ è ÿ÷åå÷íûõ ìàññèâîâ èçóçëîâûõ ìàññèâîâ íà GPU èñêëþ÷àþòñÿ ýëåìåí-òû, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàéíèì ëåâûì óçëàì âñåõñòðîê ñåòêè (ðèñ. 11). Ïðè ðàññìàòðèâàåìîé äå-
Ðèñ. 7. Äåêîìïîçèöèÿ íà GPU (i � èíäåêñ ñòîëáöà,j � èíäåêñ ñòðîêè)
Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå íèòåé ïðè ðàñ÷åòå ÿ÷åå÷íûõâåëè÷èí� 72 �



Ðåàëèçàöèÿ äâóìåðíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìåòîäèêè Ä íà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå

Ðèñ. 9. Ðàñïðåäåëåíèå íèòåé ïðè ðàñ÷åòå ñêîðîñòè
Ðèñ. 10. Ñòðóêòóðèðîâàííàÿ ðàçíåñåííàÿ ñåòêà
Ðèñ. 11. Âûðàâíèâàíèå ðàçìåðîâ óçëîâûõ è ÿ÷åå÷-íûõ ìàññèâîâêîìïîçèöèè îíè õðàíÿòñÿ â ìàññèâàõ ñëîÿ 1, ïå-ðåäàâàåìûõ ñ CPU.Ïðè ðàáîòå íà GPU ñ ðàçíîñòíûì øàáëîíîì,íåâûðîâíåííûì â ãëîáàëüíîé ïàìÿòè GPU, èìå-åòñÿ äîñòóï ê óçëàì è ÿ÷åéêàì (ê çíà÷åíèÿì ðàñ-ñ÷èòûâàåìûõ â íèõ âåëè÷èí), ðàñïîëîæåííûìâ îäíîì ñòîëáöå ñåòêè, íî íåäîñòóïíû óçëû èÿ÷åéêè, ëåæàùèå â îäíîé ñòðîêå. Âîçìîæíî, âäàëüíåéøåì ýòó ïðîáëåìó óäàñòñÿ ðåøèòü, íî âòåêóùåé ðåàëèçàöèè îíà îñòàåòñÿ.Ìîäåëü ïðîãðàììèðîâàíèÿäëÿ íåñêîëüêèõ GPUÑöåíàðèé èñïîëüçîâàíèÿ óçëîâ ãèáðèäíîé âû-÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ìîæåò âûãëÿäåòü ñëåäó-þùèì îáðàçîì (ðèñ. 12). Âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-

Ðèñ. 12. Ñõåìà êîììóíèêàöèé â ãèáðèäíîì êëàñòåðåäó óçëàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèáëèîòå-êè MPI, ìåæäó ÿäðàìè îäíîãî óçëà âîçìîæíîâçàèìîäåéñòâèå ïîñðåäñòâîì OpenMP èëè MPI.Ñâÿçü ÿäðà CPU ñ GPU ïðîãðàììíî ðåàëèçóåòñÿñ ïîìîùüþ CUDA. Äëÿ ìåæïðîöåññîðíûõ îáìå-íîâ â äàííîé ðåàëèçàöèè âñþäó èñïîëüçîâàëàñüáèáëèîòåêà MPI.Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âîçìîæíûõ ñöåíàðèåâèñïîëüçîâàíèÿ ñâÿçêè MPI + CUDA íà ãèáðèä-íîì óçëå.Ïåðâûé âàðèàíò � êîãäà æåëàòåëüíî çàäåé-ñòâîâàòü âñå èìåþùèåñÿ ïðîöåññîðíûå ÿäðà, íîèõ áîëüøå, ÷åì GPU-óñòðîéñòâ íà óçëå. Ýòîòâàðèàíò íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðåàëèçóå-ìûì, òàê êàê òðåáóåò ñëîæíîé ñèíõðîíèçàöèèäåéñòâèé ïî ïåðåêëþ÷åíèÿþ êîíòåêñòîâ íà GPUè óïðàâëåíèþ ïàìÿòüþ (çäåñü âîçìîæíî èñïîëü-çîâàíèå çàêðåïëåííîé ïàìÿòè, íî íå ïîíÿòíî,êàê ýòî ñêàæåòñÿ íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè).Âòîðîé âàðèàíò � êîãäà èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëîÿäåð, ðàâíîå ÷èñëó GPU. Â èäåàëüíîì ñëó÷àå çà-äåéñòâóþòñÿ âñå ïðîöåññîðíûå ÿäðà óçëà, íî åñ-ëè ÿäåð ôèçè÷åñêè áîëüøå, ÷åì GPU-óñòðîéñòâ,òî îíè áóäóò ïðîñòàèâàòü.Òðåòèé âàðèàíò, êîãäà ÷èñëî äîñòóïíûõ ïðî-öåññîðíûõ ÿäåð ìåíüøå ÷èñëà GPU-óñòðîéñòâ,ëåã÷å äëÿ ðåàëèçàöèè, ÷åì îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ,è òîæå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïåðñïåêòèâ-íûé.� 73 �



Å. Å. ×óïðàêîâÂ äàííîì ñëó÷àå ðåàëèçîâàí íàèáîëåå ïðîñòîéñöåíàðèé ñ ïðèêðåïëåíèåì îäíîãî ÿäðà CPU êîäíîìó GPU. Î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê òàêîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåçàäåéñòâîâàí-íûå ÿäðà CPU ìîãóò ïðîñòàèâàòü. Â äàëüíåé-øåì âîçìîæíî èññëåäîâàíèå áîëåå ñîâåðøåííî-ãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóçêè íà ÿäðà CPU ñî ñòî-ðîíû ïðèëîæåíèÿ ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿíåçàäåéñòâîâàííûõ â ñâÿçêå ñ GPU ÿäåð äëÿ âû-ïîëíåíèÿ íåêîòîðîé ÷àñòè ðàáîòû.Êàæäîå ÿäðî CPU íà óçëå ¾âèäèò¿ òîëüêîGPU-óñòðîéñòâà íà òîì æå óçëå. Äëÿ îäíîçíà÷-íîãî âûáîðà GPU êàæäûì MPI-ïðîöåññîì íåîá-õîäèìî çíàòü èäåíòèôèêàòîðû âñåõ ïðîöåññîðîâíà òîì æå óçëå. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèéàëãîðèòì:1) ïîëó÷èòü èìÿ óçëà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèèMPI_Get_processor_name();2) âû÷èñëèòü õýø (öåëîå ÷èñëî) íà îñíîâå èìå-íè óçëà;3) ñîçäàòü âíóòðèóçëîâîé êîììóíèêàòîð, èñ-ïîëüçóÿ çíà÷åíèå õýøà â êà÷åñòâå ïàðàìåòðàöâåòà äëÿ ôóíêöèè MPI_Comm_split();4) ñ ïîìîùüþ èäåíòèôèêàòîðà ïðîöåññà âîâíóòðèóçëîâîì êîììóíèêàòîðå "ïðèâÿçàòü"MPI-ïðîöåññ ê GPU-óñòðîéñòâó ôóíêöèåécudaSetDevice(node_rank).Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè íà íåñêîëüêèõ GPUâûáèðàåòñÿ îäíîìåðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïî ñòðî-êàì (èç-çà ïîñòðî÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñåòêè â ïà-ìÿòè). Îäíîìó ïîòîêó MPI ñîîòâåòñòâóåò îäèíGPU (ðèñ. 13).

Ðèñ. 13. Äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå íåñêîëüêèõGPU

Ðåçóëüòàòû òåñòîâÄëÿ òåñòèðîâàíèÿ áûëà âûáðàíà äâóìåðíàÿîñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î ñõîäÿùåéñÿ àâòîìî-äåëüíîé óäàðíîé âîëíå [8]. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èâçÿòà èç [9]: íà÷àëüíàÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóêðóã ðàäèóñîì R0 = 1 ñ öåí-òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, çàïîëíåííûé èäåàëü-íûì ãàçîì ñ ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû 
 = 5=3 èïëîòíîñòüþ 1. Âíåøíÿÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ñâî-áîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ çàäàííîé íà íåé çàâèñè-ìîñòüþ äàâëåíèÿ îò âðåìåíè.Ïîñòàíîâêà ðàñ÷åòà ïðîèçâîäèëàñü â îáëàñòè0Æ < ' < 180Æ íà äâóìåðíîé ñôåðè÷åñêîé ñåò-êå ðàçìåðàìè 200 � 200 (40 òûñ.), 400 � 400(160 òûñ.), 800 � 800 (640 òûñ.) è 1 000 � 1 000(1 ìëí) óçëîâ äî ìîìåíòà âðåìåíè 0,5. Ðàñ÷åòâûïîëíÿëñÿ â ðåæèìå äâîéíîé òî÷íîñòè. Äëÿïîèñêà ìèíèìàëüíîãî øàãà ïî âðåìåíè â ÿ÷åéêàõïðèìåíÿëàñü áèáëèîòåêà Thrust v.1.3. Ðåçóëüòà-òû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì GPU ñîâïàäàþòñ ýòàëîííûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì òîëüêî CPU, è îòäåëüíî íå ïðèâî-äÿòñÿ.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû çàìåðîâ äëè-òåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà äëÿ âàðèàíòà, âêîòîðîì âû÷èñëèòåëü, ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ÿä-ðà CPU è îäíîãî GPU-óñòðîéñòâà, ñðàâíèâàåò-ñÿ ñ îäíèì ÿäðîì CPU (áèáëèîòåêà MPI íå çà-äåéñòâîâàíà). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþ-ùàÿ òåñòîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ: ÑPU Intel(R) Core(TM) i7 920 2.67GHz, GPU NVIDIA Tesla C2050,êîìïèëÿòîð GCC v.4.1.2 ñ êëþ÷îì �Î2, CUDAv.3.0 ñ êëþ÷îì �arch sm_13. Èç òàáëèöû âèäíî,÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà çàäà÷è óñêîðåíèå âîç-ðàñòàåò, â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è ñ 1 ìëí ñ÷åòíûõÿ÷ååê ïîëó÷åíî 14-êðàòíîå ïèêîâîå óñêîðåíèå.Äëÿ èçó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëè-âàíèÿ íà íåñêîëüêèõ GPU èñïîëüçîâàëàñü ñëåäó-þùàÿ òåñòîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ (äëÿ îäíîãî óçëàãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû): äâà ïðî-öåññîðà ÑPU Intel X5670 2.93GHz (6 ÿäåð), òðèóñêîðèòåëÿ GPU NVIDIA Tesla C2050, êîìïèëÿ-òîð Intel C++ v.11.1.069 ñ êëþ÷îì �Î2, CUDAv.4.0 ñ êëþ÷îì �arch sm_13.Â òàáë. 2, 3 ïðèâåäåíû çàìåðû äëèòåëüíîñòèâûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà è ïîëó÷åííûå óñêîðåíèÿ îò-íîñèòåëüíî îäíîãî ÿäðà CPU. Ðåæèì ñîâìåñò-íîãî èñïîëüçîâàíèÿ CPU è GPU ïîäðàçóìåâà-åò âçàèìîäåéñòâèå îäíîãî ÿäðà CPU c îäíèìGPU-óñòðîéñòâîì (äëÿ N GPU ïîíàäîáèòñÿ Nÿäåð CPU). Ïðè ýòîì CPU ðàññ÷èòûâàåò òîëüêîíåáîëüøîé ñëîé îêðóæàþùèõ öåíòðàëüíóþ îá-� 74 �



Ðåàëèçàöèÿ äâóìåðíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìåòîäèêè Ä íà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìåÒàáëèöà 1Äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà (ñ) è óñêîðåíèå, ïîëó÷åííûå áåç èñïîëüçîâàíèÿ MPIÊîíôèãóðàöèÿ 200� 200 400� 400 800� 800 1 000� 1 000(40 000) (160 000) (640 000) (1 ìëí)1 CPU 28,8 239,9 1 896,4 3 718,21 CPU + 1 GPU 6,41 26,5 143,9 269,8Óñêîðåíèå 4,5 9 13,2 13,8 Òàáëèöà 2Äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà (ñ) ïðè èñïîëüçîâàíèè MPIÐàçìåð 1 GPU + 2 GPU + 3 GPU + 1 CPU 12 CPU 24 CPUñåòêè 1 CPU 2 CPU 3 CPU200� 200 11,9 9,7 9,1 28,19 2,8 ��400� 400 37,62 28,89 24,66 232,16 21,87 11,48800� 800 189,79 118,64 94,9 1 870,11 172,21 88,911 000� 1 000 362,01 208,64 163,12 3 692,77 337,57 178,54Òàáëèöà 3Óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî îäíîãî CPUÐàçìåð 1 GPU + 2 GPU + 3 GPU + 1 CPU 12 CPU 24 CPUñåòêè 1 CPU 2 CPU 3 CPU200� 200 2,4 2,9 3,1 1 10,0 ��400� 400 6,2 8,0 9,4 1 10,6 20,2800� 800 10,0 15,8 19,7 1 10,9 21,01 000� 1 000 10,2 17,7 22,6 1 10,9 20,7ëàñòü ÿ÷ååê, à îñíîâíîé ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ íàGPU. Ðåæèì, îáîçíà÷åííûé â òàáëèöàõ êàê NCPU, ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå ðàñ÷åòà íà Nÿäðàõ öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà áåç èñïîëüçîâà-íèÿ GPU.Èç-çà áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíîãî (ïî ñðàâíåíèþñ ðàññìîòðåííûì ðàíåå) ïðîöåññîðà â äàííîéòåñòîâîé êîíôèãóðàöèè ïèêîâîå óñêîðåíèå ïðèñðàâíåíèè ñ îäíèì ÿäðîì CPU âû÷èñëèòåëÿ, ñî-ñòîÿùåãî èç îäíîãî ÿäðà CPU è îäíîãî GPU-óñòðîéñòâà, íà çàäà÷å ñ 1 ìëí ÿ÷ååê ñîñòàâèëî10,2 ðàçà. Óñêîðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíèì ÿä-ðîì CPU äëÿ âû÷èñëèòåëÿ èç òðåõ GPU è òðåõCPU ñîñòàâèëî 22,6 ðàçà è òàêæå äîñòèãíóòî ïðèìàêñèìàëüíîì ðàçìåðå ñåòêè. Â òî æå âðåìÿíàèáîëüøåå óñêîðåíèå äëÿ CPU-âàðèàíòà ïðî-ãðàììû äîñòèãëî âûñøåãî ïðåäåëà (21 ðàç) ïðè24 ÿäðàõ CPU è ïîëó÷åíî óæå íà çàäà÷å ñ 640òûñ. ÿ÷ååê. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îòëè-÷èå îò ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì CPU ñ óâåëè-÷åíèåì ðàçìåðà çàäà÷è óñêîðåíèå íà ãèáðèäíîéâû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ïðîäîëæèò ðàñòè.

×òîáû ïîíÿòü, âî ñêîëüêî ðàç áûñòðåå ïðî-ãðàììà áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè îäèíàêîâîì óâå-ëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ÿäåð CPU è êîëè÷åñòâàGPU-óñòðîéñòâ, îöåíèì ïîëó÷åííûå óñêîðåíèÿðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëÿ CPU- è GPU-âàðèàíòîâïðîãðàììû ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:SN = T1TN ;ãäå TN � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñïàðàëëåëåííîéïðîãðàììû íà N ÿäðàõ CPU (ëèáî íà îäíîì âû-÷èñëèòåëå, ñîñòîÿùåì èç N GPU è N CPU); T1 �âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èñõîäíîé ïðîãðàììû íà îä-íîì ÿäðå CPU (ëèáî íà îäíîì âû÷èñëèòåëå èçîäíîãî GPU è îäíîãî CPU). Ðåçóëüòàòû ïðèâå-äåíû â òàáë. 4.Ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ îöåíèìïî ôîðìóëå EN = SNN = T1NTN :� 75 �



Å. Å. ×óïðàêîâÈç ðåçóëüòàòîâ (òàáë. 5) âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíè-åì ÷èñëà ÿ÷ååê ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâà-íèÿ íà ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå òîëü-êî ïîâûøàåòñÿ, òîãäà êàê äëÿ CPU-ïðîãðàììûîíà äîñòèãàåò âûñøåãî ïðåäåëà óæå íà çàäà÷å ñ640 òûñ. ÿ÷ååê (õîòÿ è îñòàåòñÿ ïðè ýòîì äîñòà-òî÷íî âûñîêîé).Ðàçìåð çàäà÷è â 1 ìëí ÿ÷ååê ÿâëÿåòñÿ õàðàê-òåðíûì äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî äâóìåðíîé ìåòîäèêå Ä.Áîëüøåå êîëè÷åñòâî ñ÷åòíûõ ÿ÷ååê âûáèðàåòñÿäîñòàòî÷íî ðåäêî è òîëüêî äëÿ îòäåëüíûõ çàäà÷èç-çà èñêëþ÷èòåëüíîé ýêîíîìè÷íîñòè ñàìîé ìå-òîäèêè. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî áîëüøåå êîëè-÷åñòâî ÿ÷ååê è áîëüøåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè-÷åñêèõ îïåðàöèé ïîëîæèòåëüíî ñêàæåòñÿ íà ýô-ôåêòèâíîñòè GPU-ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Ñîõðà-íÿåòñÿ òàêæå è ïîòåíöèàë ðîñòà ýôôåêòèâíî-ñòè ïîñðåäñòâîì îïòèìèçàöèè CUDA-ïðîãðàìì,ãëàâíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ óëó÷-øåííûõ øàáëîíîâ äîñòóïà ê ãëîáàëüíîé ïàìÿòèGPU. Çàêëþ÷åíèåÈññëåäîâàíà ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììû äâóìåð-íîé ãàçîäèíàìèêè äëÿ ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëü-íîé ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè àðèôìåòè÷åñêèìèóñêîðèòåëÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíà ýêîíî-ìè÷íàÿ ñõåìà ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÿäåðóíèâåðñàëüíîãî ïðîöåññîðà è àðèôìåòè÷åñêèõ

óñêîðèòåëåé, ðåàëèçîâàííàÿ íà îñíîâå òåõíîëî-ãèé MPI è CUDA. Ïèêîâîå óñêîðåíèå, äîñòèã-íóòîå âû÷èñëèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç îäíîãî ÿäðàCPU è îäíîãî GPU, ñîñòàâèëî 10 è 14 ðàç (â çà-âèñèìîñòè îò òåñòîâîé êîíôèãóðàöèè) ïî ñðàâ-íåíèþ ñ îäíèì ÿäðîì CPU.Âûïîëíåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû íà ãèáðèäíîéâû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå, ïî ðåçóëüòàòàì êîòî-ðûõ îöåíåíà ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿíà íåñêîëüêèõ GPU. Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðàçàäà÷è ýôôåêòèâíîñòü GPU-ðàñïàðàëëåëèâàíèÿïîâûøàåòñÿ, òîãäà êàê äëÿ CPU-ïðîãðàììû îíàäîñòèãàåò âûñøåãî ïðåäåëà áåç ïîñëåäóþùåãîðîñòà.Äëÿ áîëåå ïîëíîé îöåíêè àñèìïòîòèêè ýôôåê-òèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà ãèáðèäíîé âû-÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîá-ðàçíûì ïðîâåñòè äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ äëÿòðåõìåðíîé ñõåìû ìåòîäèêè Ä.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. DeLeon R., Senocak I. GPU-accelerated large-eddy simulation of turbulent channel �ows //50th AIAA Aerospace Sciences Meetingincluding The New Horizons Forum andAerospace Exposition. Nashville, Tennessee.January 09�12, 2012.2. Ãåëëåð Î. Â., Âàñèëüåâ Ì. Î., Õîëîäîâ ß. À.Ïîñòðîåíèå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîãî âû-Òàáëèöà 4Óñêîðåíèå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿÐàçìåð 1 GPU + 2 GPU + 3 GPU + 1 CPU 12 CPU 24 CPUñåòêè 1 CPU 2 CPU 3 CPU200� 200 1 1,2 1,3 1 10,0 ��400� 400 1 1,3 1,5 1 10,6 20,2800� 800 1 1,6 2,0 1 10,9 21,01 000� 1 000 1 1,7 2,2 1 10,9 20,7Òàáëèöà 5Ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿÐàçìåð 1 GPU + 2 GPU + 3 GPU + 1 CPU 12 CPU 24 CPUñåòêè 1 CPU 2 CPU 3 CPU200� 200 1 0,6 0,43 1 0,83 ��400� 400 1 0,65 0,5 1 0,88 0,84800� 800 1 0,8 0,66 1 0,91 0,881 000� 1 000 1 0,85 0,73 1 0,91 0,86� 76 �
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