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ÓÄÊ 517.958:536.2TVD-ÑÕÅÌÀ ÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈßÏÅÐÅÍÎÑÀ ÈÇËÓ×ÅÍÈß Â P1-ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈÀ. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ)Ðàññìàòðèâàåòñÿ TVD-ñõåìà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè. Çà îñíîâó âçÿòà òðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ ìîíîòîííîé ñõåìåïåðâîãî ïîðÿäêà â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà. Ïóòåì ÒVD-ìîäèôèêàöèè îñíîâíûõ ôóíêöèéñòðîèòñÿ òðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà ñ óëó÷øåííûìè ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, P1-ïðèáëèæåíèå.ÂâåäåíèåÑèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíóþ íåëè-íåéíóþ ñèñòåìó, çàâèñÿùóþ â îáùåì ñëó÷àå îò ñåìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ [1]. Ïîýòîìó åå ÷àñòîðåøàþò â áîëåå ïðîñòîì ïðèáëèæåíèè. Ê òàêîâûì îòíîñèòñÿ P1-ïðèáëèæåíèå. Äëÿ íåñòàöèîíàð-íîé çàäà÷è îíî ïðèâîäèò ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ ìîìåíòîâ âðàçëîæåíèè èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì.Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ãèïåð-áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòüñî÷åòàíèÿ ìîíîòîííîñòè è âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè â ðàìêàõ ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìûäëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, à èìåííî òàêîå ñî÷åòàíèå ïðåäïî÷òèòåëüíî äëÿ ïðàêòè-÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ. Íåðåäêî ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ñòðîÿòñÿ íà ïåðåêëþ÷åíèè íà íåìîíîòîííûõó÷àñòêàõ ñî ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà íà ìîíîòîííûå ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòå [3], ïîìèìîïåðåêëþ÷åíèÿ, èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ñïîñîá ââåäåíèÿ èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè, êîòîðûé óëó÷øàåòìîíîòîííîñòü, íå ñíèæàÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Â ñõåìàõ ñ ïåðåêëþ÷àòåëÿìè åñòü ñâîè äîïîë-íèòåëüíûå íåäîñòàòêè. Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò óõóäøèòüñÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèé.Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èñ-ïîëüçîâàíèå TVD-ñõåì [4, 5], êîòîðûå ïîçâîëÿþò â êëàññå íåëèíåéíûõ ñõåì ñî÷åòàòü ìîíîòîííîñòüè âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè.Â ðàáîòå [6] ðàññìîòðåí TVD-ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê ñõåìå ÐÎÌÁ [7] äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèéïåðåíîñà â P1-ïðèáëèæåíèè. Çà áàçîâóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà âçÿòà ñõåìà ÐÎÌÁ, êîòîðàÿ ýêâè-âàëåíòíà ìîíîòîííîé ñõåìå áåãóùåãî ñ÷åòà â èíâàðèàíòàõ. Äàëåå ïóòåì ðåêîíñòðóêöèè ðåøåíèÿ ñïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî îãðàíè÷èòåëÿ ñòðîèòñÿ ìîíîòîííîãî òèïà ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà.Èñïîëüçóåìàÿ â ýòîé ñõåìå TVD-ìåòîäîëîãèÿ âíîñèò â ñõåìó îãðàíè÷èòåëü, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿÿâíî ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì âåëè÷èí ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî øàãà äëÿ èíâàðèàíòîâ. Ïðè ýòîìçíà÷åíèÿ âåëè÷èí ñ âåðõíåãî âðåìåííîãî ñëîÿ áåðóòñÿ â ðàìêàõ äàííîé ÿ÷åéêè, ÷òî íå íàðóøàåòèäåîëîãèè äâóõòî÷å÷íîé ñõåìû ÐÎÌÁ. Äëÿ óñêîðåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé èñïîëüçóåòñÿÂÄÌ-ìåòîä [8]. Õîòÿ äàííàÿ íåëèíåéíàÿ ÒVD-ñõåìà îáëàäàåò ìíîãèìè ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè, îíàñëîæíà ïðè îáîáùåíèè íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò TVD-ñõåìû. Â êà÷åñòâå áàçîâîé âçÿòàòðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ìîíîòîííîé ñõåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà â èíâàðèàíòàõ Ðèìà-íà â ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè ìîíîòîííóþ ñõåìó â èíâàðèàíòàõ� 48 �



TVD-ñõåìà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèèÐèìàíà ïîñòðîèòü íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó çà îñíîâó áåðóòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿä-êà â èíâàðèàíòàõ Ðèìàíà äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Ïóòåì ÒVD-ìîäèôèêàöèè îñíîâíûõ ôóíêöèéU , S ñòðîèòñÿ òðåõòî÷å÷íàÿ ñõåìà ñ óëó÷øåííûìè ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè. Óëó÷øåíèå ìîíîòîí-íûõ ñâîéñòâ ñõåìû â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ TVD-îãðàíè÷èòåëåé ïðîèçâîäíûõ èñêîìûõ ôóíêöèé. Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [6] äëÿ óñêîðåíèÿ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè èòåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ íå ÂÄÌ-ìåòîä, à ðåøàòåëü äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ ïî òåìïåðàòóðåóðàâíåíèé ïåðåíîñà â P1-ïðèáëèæåíèè.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÐàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ïåðåíîñà ëó÷èñòîé ýíåðãèè â ìíîãîãðóïïîâîì P1-ïðèáëèæåíèè [1]:1c @Ug@t + @ (r�Sg)r�@r + �cgUg = �cgBg;1c @Sg@t + 13 @Ug@r + �gSg = 0;@E@t = GXg=1 �cg (Ug �Bg):Çäåñü t� âðåìÿ; r � êîîðäèíàòà; c� ñêîðîñòü ñâåòà; g � èíäåêñ ýíåðãåòè÷åñêîé ãðóïïû, g = 1; : : : ; G;Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g; Ug = 1R�1 Jgd� � ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íàñêîðîñòü ñâåòà; Sg = 1R�1 �Jgd� � ïîòîê èçëó÷åíèÿ; "g � ýíåðãèÿ; Bg = 8�c2eh3 Z�"g "3exp "T � 1 d" �ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêîðîñòü ñâåòà; eh � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; �cg �êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ; �sg � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ; �g � êîýôôèöèåíòîñëàáëåíèÿ, �g = �cg + �sg; E � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âåùåñòâà; � = 0; 1; 2 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿìïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé è ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé ãåîìåòðèé.Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä�0;gUg + �0;gSg = '0;g; �1;gUg + �1;gSg = '1;g;ãäå �0;g, �0;g, '0;g, �1;g, �1;g, '1;g � ïàðàìåòðû äëÿ çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÑèñòåìà ðàçíîñòíûõ P1-óðàâíåíèé, âûðàæàþùàÿ èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÿ÷ååê ñåò-êè, èìååò âèä (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè çäåñü îïóùåíû èíäåêñû g è i+ 1=2)1c� Un+1 + 1V �i �r�Sn+1�+ (�U)n+1 = 1c� Un + (�cB)n+1 + (�sU)n+1 ;1c� Sn+1 + 13h�iUn+1 + (�S)n+1 = 1c� Sn; (1)ãäå � = �c + �s; �n = tn+1 � tn; h = hi+1=2 = ri+1 � ri; V = Vi+1=2 = r�+1i+1 � r�+1i� + 1 ; �i (r�S) == (r�S)i+1 � (r�S)i+1; �iU = Ui+1 �Ui. Çäåñü è â äàëüíåéøåì îïóñêàþòñÿ èíäåêñû ó âåëè÷èíû �n.Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (1) â ïðàâîé ÷àñòè îñòàâëåí ÷ëåí (�sU)n+1, êîòîðûéïîçâîëÿåò â ëåâîé ÷àñòè ñîõðàíèòü êîýôôèöèåíò �, íåîáõîäèìûé äëÿ ïåðåõîäà â èíâàðèàíòû Ðè-ìàíà. � 49 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. ØåñòàêîâÇàïèøåì ñèñòåìó (1) äëÿ ïëîñêîé ãåîìåòðèè â èíâàðèàíòàõ  1;2 = 1p3 U � S:1c�  n+11 � 1hp3�i n+11 + � n+11 = 1c�  n1 + 1p3Qn+1; Q = �cB + �sU ;1c�  n+12 + 1hp3�i n+12 + � n+12 = 1c�  n2 + 1p3Qn+1: (2)Ðàññìàòðèâàÿ ðèìàíîâû èíâàðèàíòû, ïðèõîäÿùèå â óçåë (ðèñ. 1), äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2)ìîæíî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè: 2;i =  2;i�1=2;  1;i =  1;i+1=2: (3)Ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî ïåðåõîäà U = p32 ( 1 +  2), S = 12 ( 2 �  1) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçèäëÿ U è S â óçëàõ:Ui = Ui+1=2 + Ui�1=22 + p32 �Si�1=2 � Si+1=2� ; Si = Si+1=2 + Si�1=22 + 12p3 �Ui�1=2 � Ui+1=2� : (4)Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (4) â ñèñòåìó (1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:a0iUi�1=2 + b0iUi+1=2 + c0iUi+3=2 + d0iSi�1=2 + e0iSi+1=2 + g0i Si+3=2 = f0i ;a1iUi�1=2 + b1iUi+1=2 + c1iUi+3=2 + d1iSi�1=2 + e1iSi+1=2 + g1i Si+3=2 = f1i ; (5)ãäå a0i = � r�ip3 ; b0i = 2Vi+1=2 (q1)�i+1=2+ r�i + r�i+1p3 ; c0i = �r�i+1p3 ; d0i = �r�i ; e0i = r�i+1�r�i ; g0i = r�i+1; a1i == �1; b1i = 0; c1i = 1; d1i = �p3; e1i = 6hq�i+1=2 + 2p3; g1i = �p3; f0i = 2Vi+1=2 � 1c� Uni+1=2 + �cBn+1�;f1i = 6hc� Sni+1=2; q = 1c� + �; q1 = 1c� + �c; i = 0; : : : ; I � 1.Ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè, íî èìååò ïåðâûé ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïåðåéäåì ê íåëèíåéíûì ñõåìàì òèïàTVD. Ïðåäñòàâèì U , S íà èíòåðâàëå ri � r � ri+1 â êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôîðìå:U (r) = Ui+1=2 + @Ui+1=2@r �r � ri+1=2� ; S (r) = Si+1=2 + @Si+1=2@r �r � ri+1=2� ; (6)ãäå ri+1=2 = 0;5 (ri + ri+1).

Ðèñ. 1. Ðèìàíîâû èíâàðèàíòû, ïðèõîäÿùèå â óçåë� 50 �



TVD-ñõåìà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèèÂ ñèñòåìå (4) ïðåäïîëàãàëîñü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ðàñïðåäåëåíèå U , S íà ñåòî÷íîì èíòåðâàëå(ðèñ. 2), à òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå êóñî÷íî-ëèíåéíîå (ðèñ. 3).Â ñîîòâåòñòâèè ñ TVD-ìåòîäîëîãèåé íà @Ui+1=2@r , @Si+1=2@r íàêëàäûâàþòñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ,òàê ÷òîáû ôîðìóëû (6) â ãëàäêîé çîíå îáåñïå÷èâàëè âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, à â öåëîìñîõðàíÿëè ìîíîòîííûå ñâîéñòâà ñèñòåìû (5). Òîãäà ôîðìóëà (6) äàåò:� ñïðàâà îò óçëà iUi+0 = Ui+1=2 � 0;5L��i+1=2U� ; Si+0 = Si+1=2 � 0;5L��i+1=2S� ;� ñëåâà îò óçëà iUi�0 = Ui�1=2 + 0;5L��i�1=2U� ; Si�0 = Si�1=2 + 0;5L��i�1=2S� ;ãäå �i�1=2 (:) = (:)i+1=2 � (:)i�1=2; L��i+1=2� = L��i�1=2;�i+1=2� � îãðàíè÷èòåëü TVD-ñõåìû;Ui+0 6= Ui�0; Si+0 6= Si�0. Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ L��1=2� = �1=2 = (:)3=2 � (:)1=2; L��I�1=2� == �I�1=2 = (:)I�1=2 � (:)I�3=2.Íàïðèìåð, äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ ×àêðàâàòè�Îøåðà èìååìL (a; b) = 0;5 (1� Æ)minmod (a; �b) + 0;5 (1 + Æ)minmod (�a; b) ;ãäå � � ïàðàìåòð ñæàòèÿ, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 � � � 3� Æ1� Æ . Ïàðàìåòð Æ îïðåäåëÿåòòèï ñõåìû è ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Ïðè Æ = 1 ïîëó÷àåì ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè.

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå U , S â ñõåìå (4)

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå U , S â ñõåìå (6) � 51 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. ØåñòàêîâÏðè Æ = 1=3; � = 3 äëÿ ÿâíîé ñõåìû ìîæíî ïîëó÷èòü òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ íåÿâíîéñõåìû òî÷íîñòü òàêæå óëó÷øàåòñÿ ïðè ýòèõ ïàðàìåòðàõ.Äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ minmod èìååì Æ = 0; � = 1.Ðàññìîòðèì â óçëå i ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè, ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿì ñâÿçè (3): 2;i =  2;i�1=2;  1;i =  1;i+1=2:Ïî ôîðìóëàì îáðàòíîãî ïåðåõîäà U = p32 ( 1 +  2), S = 12 ( 2 �  1) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçèäëÿ U è S â óçëàõ: Ui = Ui+1=2 + Ui�1=22 � p32 �Si+1=2 � Si�1=2�+�1 (USi) ;Si = Si+1=2 + Si�1=22 � 12p3 �Ui+1=2 � Ui�1=2�+�2 (USi) ; (7)ãäå �1 (USi) = �14�L ��i+1=2U�� L ��i�1=2U��+ p34 �L ��i+1=2S�+ L ��i�1=2S��;�2 (USi) = 14p3 L��i+1=2U�+ L��i�1=2U�!+ 14 L��i�1=2S�� L��i+1=2S�!:Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (7) â ñèñòåìó (1), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (5) ñ äðóãèìè ïðàâûìè ÷à-ñòÿìè f0i = 2"Vi+1=2� 1c� Un + �cBn+1�i+1=2 � r�i+1�2 �USi+1�+ r�i �2 (USi)# ;f1i = 2 �3hc� Sni+1=2 ��1 �USi+1�+�1 (USi)� : (8)Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñ ÷åòûðåõòî÷å÷íûì øàáëîíîì íà(n + 1)-ì ñëîå. Åñëè äîáàâêè �1 (USi), �2 (USi) áðàòü ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè èëè ïðåäûäóùå-ãî øàãà, òî ìîæíî çàïèñàòü ñõåìó íà (n + 1)-ì ñëîå íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå. Ïðè �1 (USi)=�2 (USi) = 0 ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñõåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå ýíåðãèè. Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìàóðàâíåíèÿ ýíåðãèè ñ óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (1) ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííî. Íà èòåðàöèîííîìöèêëå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïîãëîùåíèÿ ñ îðãàíèçàöèåé íüþòîíîâñêîé ëèíåàðèçàöèèâíóòðåííåé ýíåðãèè è ôóíêöèè Ïëàíêà ïî òåìïåðàòóðå.Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ñ óðàâíåíèÿìè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (1) íà èòåðàöèîííîìöèêëå èìååò âèä 1c� U�+1 + 1V �i �r�S�+1�+ ��enU�+1 = 1c� Un + ��cB�+1;1c� S�+1 + 13h�iU�+1 + ��S�+1 = 1c� Sn; (9)E�+1 �En� = GXg=1 ��cg �U�+1g �B�+1g �:Ëèíåàðèçóåì ïî òåìïåðàòóðå âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è ôóíêöèþ Ïëàíêà:E�+1 (T ) = E� (T ) +E�T �T �+1 � T �� ; B�+1g (T ) = B�g (T ) +B�gT �T �+1 � T �� ;� 52 �



TVD-ñõåìà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèèãäå E�T = �@E@T �� ; B�gT = �@Bg@T �� . Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäå-íèÿ òåìïåðàòóðû T �+1i+1=2 = T �i+1=2 + 26664En �E� + � GPg=1��c;g �U�+1g �B�g �E�T + � GPg=1��c;gB�g;T 37775i+1=2 : (10)Ëèíåàðèçóÿ ôóíêöèþ Ïëàíêà â ñèñòåìå (9) ïî òåìïåðàòóðå è ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (10), ïîëó÷àåìâ ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (8) f0i = f01i+1=2 + f02i+1=2;ãäå f01i+1=2 = 2V 8<: 1c� Ung + �cghB�g + �B�gT (En �E�)i� ���cgB�gT GXg0=1�cg0B�g09=;i+1=2 ++2�r�i �2 (USi)� r�i+1�2 �USi+1��; �i+1=2 = 0@E�T + � GXg0=1�cg0B�g0T1A�1i+1=2 ;f02i+1=2 = 0@2V ���cgBkgT GXg0=1�cg0U�+1g0 1Ai+1=2 :Åñëè âûðàæåíèå f02i+1=2 ïåðåíåñòè â ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (5), îáúåäèíÿÿ ÷ëåíûïðè g0 = g ñ êîýôôèöèåíòîì b0i , òî îíî ïðèìåò âèä�a0iUi�1=2 +�b0iUi+1=2 + c0iUi+3=2 + d0iSi�1=2 + e0iSi+1=2 + g0i Si+3=2��+1g �� 2�"V ��cgB�gT GXg0=1 ��cg0 � �cg�U�+1g0 #i+1=2 = �f01i ��g ; (11)ãäå �b0i = b0i � 2� �V �B�gT�2cg�i+1=2, i = 0; : : : ; I � 1, g = 1; : : : ; G.Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ñ çàìåíîé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà (11) èñïîëüçóåòñÿ ðåøàòåëü èç áèáëèîòå-êè SPARSKIT [9]. Èòåðàöèè çàêàí÷èâàþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ���T �+1i+1=2�T �i+1=2����"��"1+T �i+1=2�.Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòàìè ñõîäèìîñòè "� , "1. Ïðè ñõîäèìîñòèèòåðàöèé ïîëó÷àåì íà øàãå ïëîòíîñòè Un+1 = U�+1, ïîòîêè Sn+1 = S�+1, òåìïåðàòóðû T n+1 = T �+1è ïåðåõîäèì íà ñëåäóþùèé øàã ïî âðåìåíè.×èñëåííûå ðàñ÷åòûÎòðàáîòêà íîâîé ñõåìû ïðîâîäèëàñü íà äâóõ çàäà÷àõ Ôëåêà [10], îáîáùåííûõ íà ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íóþ ãåîìåòðèþ. Íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ òîëùèíîé 4 ñì ïàäàåòïëàíêîâñêèé ïîòîê èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé òåìïåðàòóðå âåùåñòâà T = 1. Ñëîé ñîñòîèò èç òðåõôèçè÷åñêèõ îáëàñòåé. Ðàäèóñ âíóòðåííåé ñôåðû 100 ñì, âíåøíåé � 104 ñì.Ñïåêòðàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå èìåëè âèä 14Ug � 12Sg = 0; íà âíóòðåí-íåé ãðàíèöå 14Ug + 12Sg = 14Bg (T = 1). Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ïî ôîðìóëå �c == � �1� e�"=T �"3 ; � = 27 â îáëàñòè 1 (100 < r < 102) è îáëàñòè 3 (102;4 < r < 104); â îáëàñòè 2� 53 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâ(102 < r < 102;4) � = 27 äëÿ ïåðâîé çàäà÷è Ôëåêà, � = 10 000 äëÿ âòîðîé çàäà÷è Ôëåêà. Êîýô-ôèöèåíò ðàññåÿíèÿ �s = 0. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà â îáëàñòÿõ T = 0;00001, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿâåùåñòâà E = 0;81T .Ïî ýíåðãåòè÷åñêîé ïåðåìåííîé ðàñ÷åòû âûïîëíåíû íà ñåòêå ñ ðàçáèåíèåì 0; 0;3; 0;6; 0;8; 1;2; 1;5; 1;8;2;4; 2;7; 3; 4; 5; 7; 9; 11; 15 (÷èñëî ãðóïï 15). Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà � ðàâíîìåðíàÿ â êàæäîé îáëàñòèïî ðàäèóñó: 28, 16, 24 èíòåðâàëîâ â îáëàñòÿõ 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî. Øàã ïî âðåìåíè � = 0;0002. Èòå-ðàöèîííûé ïåðåñ÷åò ðåøåíèÿ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïðîâîäèëñÿ äî âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðûâåùåñòâà ñ òî÷íîñòüþ 0,01% ("� = 10�4; "1 = 1).Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû â ïåðâîé çàäà÷å Ôëåêà íà 10, 25 è 600-ì øàãàõ ïîâðåìåíè. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî â ýòîé çàäà÷å TVD-ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëÿìè min mod è ×àêðàâàòè�Îøåðà äàåò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.×èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé â äàííîé çàäà÷å ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ íà øàãàõ. Ïîýòîìó äëÿ èñ-ñëåäîâàíèé èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïåðâûå 20 øàãîâ.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãîâ. Âèäíî, ÷òî âïåðâîé çàäà÷å Ôëåêà âñå ñõåìû äàþò îäèíàêîâóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé, ò. å. èòåðàöèîííûé

Ðèñ. 4. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà â ïåðâîé çàäà÷å Ôëåêà: 1 � íà 10-ì øàãå; 2 � íà 25-ì øàãå; 3 � íà600-ì øàãå; � � � � ñõåìà áåç îãðàíè÷èòåëåé; � TVD-ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�ÎøåðàÒàáëèöà 1Ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãîâ â ïåðâîé çàäà÷å ÔëåêàÒèï îãðàíè÷èòåëÿ � = 0;0001 � = 0;0005Áåç îãðàíè÷èòåëÿ 3,1 3,5minmod 3,1 3,5×àêðàâàòè�Îøåðà 3,1 3,5� 54 �



TVD-ñõåìà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèèìåòîä ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ðàçíîñòíîé ñõåìû. Ïðè óâåëè÷åíèè øàãà ïî âðåìåíè â 5 ðàç ÷èñëîèòåðàöèé âîçðàñòàåò â 1,13 ðàçà. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëàáîé çàâèñèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäàîò øàãà.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà äëÿ âòîðîé çàäà÷è Ôëåêà, ïîëó÷åííûå íà10, 25 è 600-ì øàãàõ ïî âðåìåíè. Âèäíî, ÷òî ñõåìà áåç îãðàíè÷èòåëåé, â îòëè÷èå îò TVD-ñõåì,ñèëüíåå ðàçìàçûâàåò ôðîíò òåïëîâîé âîëíû.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãîâ äëÿ âòîðîéçàäà÷è Ôëåêà. Âèäíî, ÷òî, õîòÿ â äàííîé çàäà÷å âñå ñõåìû äàþò áëèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèèòåðàöèé, TVD-ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà ñõîäèòñÿ áûñòðåå îñòàëüíûõ ñõåì. Ïðèóâåëè÷åíèè øàãà ïî âðåìåíè â 5 ðàç ÷èñëî èòåðàöèé âîçðàñòàåò â 1,3 ðàçà. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îñëàáîé çàâèñèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà îò øàãà, à íåáîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé (ìåíüøå 5 âî âñåõâàðèàíòàõ) � î õîðîøåé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Ðèñ. 5. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà âî âòîðîé çàäà÷å Ôëåêà: 1 � íà 10-ì øàãå; 2 � íà 25-ì øàãå; 3 � íà600-ì øàãå; � � � � ñõåìà áåç îãðàíè÷èòåëåé; � TVD-ñõåìà ñ îãðàíè÷èòåëåì minmod, � TVD-ñõåìàñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà Òàáëèöà 2Ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãîâ âî âòîðîé çàäà÷å ÔëåêàÒèï îãðàíè÷èòåëÿ � = 0;0001 � = 0;0005Áåç îãðàíè÷èòåëÿ 3,6 4,7minmod 3,4 4,2×àêðàâàòè�Îøåðà 3,4 4� 55 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. ØåñòàêîâÂ çàêëþ÷åíèå åùå ðàç îòìåòèì îñíîâíûå äîñòîèíñòâà ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò [6] èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà â P1-ïðèáëèæåíèè: ÒVD-ìîäèôèêàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê îñíîâíûì ôóíêöèÿì U , S è äîáàâêà îò TVD-ðåêîíñòðóêöèè âçÿòà ñ ïðåäûäóùåãî øàãà. Ýòî çàìåòíî óïðîùàåò ñõåìó.Äëÿ ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè è óðàâíåíèÿ ýíåðãèèèñïîëüçóåòñÿ íå ÂÄÌ-ìåòîä, à ðåøàòåëü äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ ïî òåìïåðàòóðå óðàâíåíèé ïåðåíîñà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Çåëüäîâè÷ ß. Á., Ðàéçåð Þ. Ï. Ôèçèêà óäàðíûõ âîëí è âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ ÿâëåíèé Ì.: Íàóêà, 1966.2. Ãîäóíîâ Ñ. Ê. Ðàçíîñòíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäè-íàìèêè // Ìàò. ñáîðíèê 1959. � 47. Âûï. 3. Ñ. 271�306.3. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä ÐÎÌÁ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãîãðóïïîâîãî óðàâíåíèÿ ïåðå-íîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîåìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 1989. Âûï. 3. Ñ. 66�70.4. Harten À. On a class of high resolution total variation stable �nite di�erence schemes // SIAM J.Numer. Anal. 1984. Vol. 21(1). P. 1�23.5. Êóëèêîâñêèé À. Ã., Ïîãîðåëîâ Í. Â., Ñåìåíîâ À. Þ. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001.6. Âåðøèíñêàÿ À. Ñ., Ãàäæèåâ À. Ä.,Ãðàáîâåíñêàÿ Ñ. À., Øåñòàêîâ À. À. Ïðèìåíåíèå TVD-ðåêîíñòðóêöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé è âòîðîãî ïîðÿäêà ñõåìû ÐÎÌÁ ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè.Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2009. Âûï. 2. Ñ. 21�36.7. Ãàäæèåâ À. Ä., Ïèñàðåâ Â. Í. Íåÿâíûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ÐÎÌÁ äëÿ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàò.ôèç. 1976. Ò. 19, � 5. Ñ. 1288�1303.8. Ãàäæèåâ À. Ä., Øåñòàêîâ À. À. Ìåòîä âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â P1-ïðèáëèæåíèè ïî ñõåìå ÐÎÌÁ // Âîïðîñû àòîìíîéíàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2006. Âûï. 1.Ñ. 3�13.9. Saad Y. SPARSKIT: Abasic toot kit for sparse matrix computation. Technical report 90�20,Research Institute for Advenced Science, NASA Ames Research Center, Mo�et Field, CA, 1990.10. Fleck J. A. Cummings J. D. An implicit Monte Carlo sheme for calculating time and frequencydependent nonlinear transport // J. Comput. Phys. 1971. Vol. 8. P. 313�342.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.07.12.


