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ÓÄÊ 517.958:536.2ÌÅÒÎÄ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÕ ÎÐÄÈÍÀÒ Ñ TVD-ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÅÉÈ ÑÈÍÒÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ ÓÑÊÎÐÅÍÈß ÈÒÅÐÀÖÈÉÄËß ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈßÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÈÇËÓ×ÅÍÈßÀ. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâ(ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÒÔ, ã.Ñíåæèíñê)Ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ìåòîäèêà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ñóòü íîâîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ìåòîäàäèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èñèíòåòè÷åñêîãî ìåòîäà íà îñíîâå P1-ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèéïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, TVD-ñõåìà, èòåðàöèîííûé ìåòîä.ÂâåäåíèåÐàçðàáîòêà ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîáëåìîé. Äëÿ ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ñõåìó âòî-ðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ñ ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ïðîäèêòîâàíî ñóùåñòâóþùåé ïðàê-òèêîé. Âòîðîé ïîðÿäîê è ìîíîòîííîñòü � ýòî ïëîõî ñîâìåñòèìûå òðåáîâàíèÿ. Åùå â 50-õ ãîäàõïðîøëîãî ñòîëåòèÿ Ñ. Ê. Ãîäóíîâûì áûëî äîêàçàíî [1], ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â êëàññå ëèíåé-íûõ ñõåì íåò ñõåìû âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñ ìîíîòîííûìè ñâîéñòâàìè.Äðóãîé ñòîðîíîé èñõîäíîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðè ñîâìåñòíîìðåøåíèè óðàâíåíèé ïåðåíîñà è ýíåðãèè. Äåëî â òîì, ÷òî ïðîñòûå èòåðàöèè ìîãóò ñõîäèòüñÿ êðàéíåìåäëåííî, ïîñêîëüêó ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ äëÿ íèõ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê åäèíèöå [2].Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêàçàííûõ òðóäíîñòåé ïðåäëàãàåòñÿ ïðè ðåøåíèè êèíåòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíóþ ñõåìó, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå äèñêðåòíûõîðäèíàò (St-ñõåìó) ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîâìåñòèòü âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-öèè è ìîíîòîííîñòü. Òàêîé ìåòîä óæå áûë ïðåäëîæåí â [3, 4]. Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò [3, 4]âñÿ äîáàâêà îò TVD-ðåêîíñòðóêöèè áåðåòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà. Ýòî çàìåòíî óïðîùàåò ñõåìó.Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä PSAC (P1 Syn-thetic Acceleration Correction Method). Â ýòîì ìåòîäå äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïî êèíå-òè÷åñêîìó óðàâíåíèþ èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå íèçêîãî óðîâíÿ, à èìåííî P1-ïðèáëèæåíèå. ×òî-áû PSAC-ìåòîä áûë ñõîäÿùèìñÿ, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èâàòü ñîãëàñîâàííîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû P1-óðàâíåíèé ñî ñõåìîé ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèíöèï ñîãëàñîâàííîñòè áûë ñôîðìóëè-ðîâàí â ðàáîòàõ [5, 6]. Äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïðèìåíÿåì ìíîãîøàãîâóþ ïðîöåäóðó Ëàðñåíà [6], êîòîðàÿïîçâîëÿåò ïîýòàïíî ñîãëàñîâàòü ñèñòåìó P1-óðàâíåíèé, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè.Îêîí÷àòåëüíàÿ ñèñòåìà P1-óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ñîîòíîøåíèÿìè ñâÿçè äëÿ óñêî-ðÿþùåãî ýòàïà ïðèâîäèòñÿ ê ïîïðàâî÷íîé ôîðìå. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî P1-ïðèáëèæåíèå â ïîïðà-âî÷íîé ôîðìå äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè ïðèìåíÿëîñü â ðàáîòàõ [7, 8].Â ðàáîòå [9] ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì Ðàéáèêè èìåòîäîì âûäåëåíèÿ äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà (ÂÄÝ) â ïîïðàâî÷íîé ôîðìå P1-óðàâíåíèé [8]. Ïîêàçà-íà âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîïðàâî÷íîé� 3 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâôîðìû P1-óðàâíåíèé. ×èñëî âíåøíèõ êèíåòè÷åñêèõ èòåðàöèé áëèçêî ê ïðåäåëüíî âîçìîæíîìó ìè-íèìàëüíîìó óðîâíþ ïî ïðÿìîìó ìåòîäó Ðàéáèêè.Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ [8, 9] èñïîëüçóåòñÿ íîâàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàíà îñíîâå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è äðóãàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ïîïðàâî÷-íûõ óðàâíåíèé P1-ïðèáëèæåíèÿ. Äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òàêæå åãî îáîáùàåìîñòü íàìíîãîìåðíûå ãåîìåòðèè. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÑèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â íåïîäâèæíîé ñðåäå ñîñòîèò èç ñïåêòðàëüíîãîóðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â êèíåòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, îïèñûâàþùåãî ïåðåíîñ, ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèåòåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, è óðàâíåíèÿ ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùåãî èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû âåùåñòâà çàñ÷åò ïîãëîùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ. Äàííàÿ ñèñòåìà áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ñðåäû äëÿ èçîòðîïíîãîðàññåÿíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:1c @Jg@t + �r� @@r (r�Jg) + �2r @@�h�1� �2�Jgi+ �gJg = 12 (�cgBg + �sgUg) = Qg;@E@t = GXg=1�ñg (Ug �Bg) ; g = 1; 2; : : : ; G: (1)Çäåñü c � ñêîðîñòü ñâåòà; r � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; t � âðåìÿ; � � êîñèíóñ óãëà ìåæäóíàïðàâëåíèåì ïîëåòà ôîòîíà è îñüþ x; Jg � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ãðóïïû g; �cg � êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ; �sg � êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ; �g = �cg + �sg; E (T ) � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿâåùåñòâà, ãäå T (x; t) � òåìïåðàòóðà ñðåäû; Bg (T ) � èíòåíñèâíîñòü ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ ãðóï-ïû g; Ug = 1R�1 Jgd� � ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñ; � = 0 � ïëîñêàÿãåîìåòðèÿ; � = 2 � ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ ãåîìåòðèÿ.Ñèñòåìà (1) ðåøàåòñÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèJg (R;�; t) = �g (�; t) äëÿ � � 0: (2)Íà÷àëüíîå óñëîâèå: Jg (r; �; t) =t=t0 = J0g (r; �) : (3)Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿÑèñòåìó (1) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïî DSn-ìåòîäó. Çàïèøåì èíòåãðàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿäëÿ ñòàíäàðòíîé ÿ÷åéêè �ri � r � ri+1; �m�1=2 � � � �m+1=2	:�Vi�nc �Jn+1g;m;i+1=2 � Jng;m;i+1=2�+ �m �r�i+1Jn+1g;m;i+1 � r�i Jn+1g;m;i�++ �2 &i!m �am+1=2Jn+1g;m+1=2;i+1=2 � am�1=2Jn+1g;m�1=2;i+1=2�+ �g;i+1=2�ViJn+1g;m;i+1=2 = Qg;i+1=2�Vi; (4)En+1i+1=2 �Eni+1=2�n = GXg=1 �cg (Ug �Bg)n+1i+1=2; (5)i = 0; 1; : : : ; I � 1; m = 0; 1; : : : ;M ; g = 1; 2; : : : ; G:Çäåñü �n = tn+1 � tn; �Vi = 1� + 1 �r�+1i+1 � r�+1i �; &i = r�i+1 � r�i ; !m � âåñà êâàäðàòóðíûõ ôîð-ìóë. Â ïëîñêîì ñëó÷àå � = 0 è âåëè÷èíû Jg;m+1=2;i+1=2 íå èñïîëüçóþòñÿ. Êîýôôèöèåíòû am+1=2îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèéam+1=2 = am�1=2 � !m�m; a�1=2 = a1=2 = aM+1=2 = 0:� 4 �



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé. . .Ìîíîòîííàÿ St-ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñèñòåìû (4) èìååò ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçèâèäà (â äàëüíåéøåì òàì, ãäå ýòî íå âûçûâàåò íåäîðàçóìåíèÿ, ðàçíîñòíûå èíäåêñû îïóñêàþòñÿ)Jn+1i+1 = Jn+1i+1=2; �m > 0;Jn+1i = Jn+1i+1=2; �m < 0;Jn+1i+1=2;m+1=2 = Jn+1i+1=2;m:Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïðîâåäåì ðåêîíñòðóêöèþ ðåøåíèÿ íà ñåòî÷íûõ èíòåð-âàëàõ. Ïðåäñòàâèì èíòåíñèâíîñòü íà èíòåðâàëå ri � r � ri+1 â êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôîðìå:J (r; �; t) = Ji+1=2 + @Ji+1=2@r �r � ri+1=2� ; ri+1=2 = 0;5 (ri + ri+1) :Îòñþäà èìååì ñëåäóþùèå ðåêîíñòðóèðîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè:Jn+1i+1 = Jn+1i+1=2 + @Jn+1i+1=2@r h2 ; � > 0;Jn+1i = Jn+1i+1=2 � @Jn+1i+1=2@r h2 ; � < 0:Â ñîîòâåòñòâèè ñ TVD-ìåòîäîëîãèåé â êà÷åñòâå @Ji+1=2@r áåðóòñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷èòåëè, êîòî-ðûå îáû÷íî èñïîëüçóþò îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå. Åñëè ââåñòè òðàäèöèîííóþ äëÿ TVD-cõåìôóíêöèþ-îãðàíè÷èòåëü �i+1=2 = L ��Ji�1=2;�Ji+1=2��Ji�1=2 ;òî ìîæíî çàïèñàòü Jn+1i+1 = Jn+1i+1=2 + 0;5�n+1i+1=2�Jn+1i�1=2; � > 0;Jn+1i = Jn+1i+1=2 � 0;5�n+1i+1=2�Jn+1i�1=2; � < 0;ãäå �Ji�1=2 = Ji+1=2 � Ji�1=2.Ñèñòåìà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñõåìó ñ ÷åòûðåõòî÷å÷íûì øàáëîíîì íà(n+ 1)-ì ñëîå. Òàê êàê ôóíêöèÿ-îãðàíè÷èòåëü � èìååò äðîáíî-ëèíåéíûé õàðàêòåð, òî ìîæíî îæè-äàòü, ÷òî îíà ñëàáî ìåíÿåòñÿ çà îäèí øàã � . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âçÿòü � ñ n-ãî øàãà, âíîñÿïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü O (�). Åñëè â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé âçÿòü ñ n-ãî øàãà íå òîëüêî ôóíêöèþ-îãðàíè÷èòåëü �, íî è ñàìó ðàçíîñòü �Jni�1=2, òî ìîæíî çàïèñàòüJn+1i+1 = Jn+1i+1=2 + 0;5�ni+1=2�Jni�1=2; � > 0;Jn+1i = Jn+1i+1=2 � 0;5�ni+1=2�Jni�1=2; � < 0:Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü àëãîðèòì áåãóùåãî ñ÷åòà.Ñèñòåìó (4), (5) áóäåì ðåøàòü èòåðàöèîííî. Ââåäåì èòåðàöèîííûé èíäåêñ � è â êà÷åñòâå ñîîòíî-øåíèé ñâÿçè áóäåì áðàòü:� ïðè �m > 0 J�+1i+1 = J�+1i+1=2 + dni+1=2�Jni�1=2; dni+1=2 = L��Jni�1=2;�Jni+1=2�2�Jni�1=2 ;� ïðè �m < 0 J�+1i = J�+1i+1=2 � dni+1=2�Jni�1=2;J�+1i+1=2;m+1=2 = J�+1i+1=2;m + (d0)nm�Jnm�1; (d0)nm = L ��Jnm�1;�Jnm�2�Jnm�1 :� 5 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. ØåñòàêîâÏðè d = d0 = 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ St-ñõåìû.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè â îñíîâíîå óðàâíåíèå (4), ïîëó÷àåì:� ïðè �m > 0i = 0; 1; : : : ; I � 1; m = 0;5M + 1; : : : ;M ; g = 1; 2; : : : ; G;�qg + �m r�i+1�Vi+1=2 + �2 &i+1=2�Vi+1=2 am+1=2wm �J�+1i+1=2;m;g == 1c� Jni+1=2;m;g +Q�g + �m�Vi+1=2 r�i J�+1i;m;g + �2wm &i+1=2�Vi+1=2 am�1=2J�+1i+1=2;m�1=2;g �� �m�Vi+1=2 r�i+1dni+1=2�Jni�1=2;m;g � �2wm &i+1=2�Vi+1=2am+1=2 (d0)nm�Jni+1=2;m�1;g;J�+1i+1;m;g = J�+1i+1=2;m;g + dni+1=2;m;g�Jni�1=2;m;g;J�+1i+1=2;m+1=2;g = J�+1i+1=2;m;g + (d0)ni+1=2;m;g�Jni+1=2;m�1;g;� ïðè �m < 0i = I � 1; : : : ; 0; m = 0; 1; : : : ; 0;5M ; g = 1; 2; : : : ; G;�qg � �m r�i�Vi+1=2 + �2 &i+1=2�Vi+1=2 am+1=2wm � J�+1i+1=2;m;g == 1c� Jni+1=2;m;g +Q�g � �m�Vi+1=2 r�i+1J�+1i+1;m;g + �2wm &i+1=2�Vi+1=2 am�1=2J�+1i+1=2;m�1=2;g �� �m�Vi+1=2 r�i dni+1=2�Jni�1=2;m;g � �2wm &i+1=2�Vi+1=2am+1=2 (d0)nm�Jni+1=2;m�1;g;J�+1i;m;g = J�+1i+1=2;m;g � dni+1=2;m;g�Jni�1=2;m;g;J�+1i+1=2;m+1=2;g = J�+1i+1=2;m;g + (d0)ni+1=2;m;g�Jni+1=2;m�1;g;ãäå qg = 1c� + �g; dni+1=2�Jni�1=2 = 0;5L��Jni�1=2;�Jni+1=2� = 0;5L�Jni+1=2 � Jni�1=2; Jni+3=2 � Jni+1=2�.Ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé (ìåòîä ÐSAÑ)Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä PSAC. Â ýòîììåòîäå äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïî êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ èñïîëüçóåòñÿ P1-ïðèáëèæåíèå. Äëÿñîãëàñîâàíèÿ ñõåìû P1-óðàâíåíèé ñî ñõåìîé ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåì ìíîãî-øàãîâóþ ïðîöåäóðó Ëàðñåíà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîýòàïíî ñîãëàñîâàòü ñèñòåìó P1-óðàâíåíèé, ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ è ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè. Ìíîãîøàãîâàÿ ïðîöåäóðà Ëàðñåíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ:1) P1-ïðîåêòèðîâàíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà;2) P1-ïðîåêòèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé ñâÿçè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà;3) P1-ïðîåêòèðîâàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé;4) ïåðåõîä ê P1-óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê;5) ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ê âèäó ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè è èõ ðåøåíèå.Â ñèíòåòè÷åñêîì ìåòîäå íà êàæäîé âíåøíåé èòåðàöèè (� � èòåðàöèîííûé èíäåêñ) ñîâìåñòíîñ óðàâíåíèåì ýíåðãèè ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ âíóòðåííèìè (íüþòîíîâñêèìè)èòåðàöèÿìè ïî òåìïåðàòóðå (ýòàï 1), à çàòåì ïîïðàâî÷íàÿ ñèñòåìà P1-óðàâíåíèé ñ íüþòîíîâñêèìèèòåðàöèÿìè ïî òåìïåðàòóðå (ýòàï 2). Ïðè îïèñàíèè èòåðàöèîííûõ öèêëîâ òàì, ãäå íåò íåîáõîäèìî-ñòè, îïóñòèì èíäåêñû i, m è g. � 6 �



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé. . .Ýòàï 1. Ðåøàþòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå ýíåðãèè:J�+1=2 � Jnc� + divh �~
J��+1=2 + ��J�+1=2 = Q�; (6)E�+1=2 �En� = GXg=1�cg �U�+1=2g �B�+1=2g �: (7)Ïðîñóììèðóåì óðàâíåíèå (6) ïî � ñ âåñàìè 1 è �:U�+1=2 � Unc� + divh �r�S�+1=2�+ ��U�+1=2 = 2Q�; (8)S�+1=2 � Snc� +DU�+1=2 + ��S�+1=2 = 0; (9)ãäå divh �r�S�+1=2� = MXm=1!mdivh �~
J��+1=2 = 1�Vi+1=2 �r�i+1S�+1=2g;i+1 � r�i S�+1=2g;i � ;S�+1=2g;i = MXm=1�m!mJ�+1=2g;m;i ;DU�+1=2 = MXm=1�mdivh �~
J��+1=2 !m = 1�Vi+1=2 MXm=1�2m!m �r�i+1J�+1=2g;m;i+1 � r�i J�+1=2g;m;i �++ �2 &i�Vi+1=2 MXm=1�m �am+1=2J�+1=2g;m+1=2;i+1=2 � am�1=2J�+1=2g;m�1=2;i+1=2� :Óðàâíåíèå (9) ïðèâåäåì ê âèäóS�+1=2 � Snc� + 13divhU�+1=2 + ��S�+1=2 = Q�+1=21 ; (10)ãäå divhU = Ui+1 � Uihi+1=2 ; hi+1=2 = ri+1 � ri; Q�+1=21 = 13divhU�+1=2 � DU�+1=2 � êîððåêòèðóþùàÿïîïðàâêà íà êèíåòè÷íîñòü.Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. Äëÿ åãî ðåøåíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå ëèíåàðèçóåì ïîòåìïåðàòóðå âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è ôóíêöèþ Ïëàíêà:�E�+1=2��+1 = E� (T ) +E�T �T �+1 � T �� ; �B�+1=2��+1g = B�g (T ) +B�gT �T �+1 � T �� ;ãäå E�T = �@E@T �� ; B�gT = �@Bg@T �� . Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ U�+1=2g , ïîëó÷åííûå íà ýòîì ýòàïå, âëèíåàðèçîâàííîå ïî òåìïåðàòóðå óðàâíåíèå ýíåðãèè, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ òåìïå-ðàòóðû: T �+1i+1=2 = T �i+1=2 + 26664En �E� + � GPg=1��cg �U�+1=2g �B�g�E�T + � GPg=1��cgB�gT 37775i+1=2 :Ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïî ëèíåàðèçàöèè E(T ) è Bg(T ) ïîëó÷àåì òåìïåðàòóðó T �+1, ïî êîòîðîéâû÷èñëÿåì B�+1g âî âñåõ òî÷êàõ ðàçíîñòíîé è ýíåðãåòè÷åñêîé ñåòîê. Èòåðàöèè � çàêàí÷èâàþòñÿ� 7 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ���T �+1i+1=2 � T �i+1=2��� � "�ñõ �"1 + T �i+1=2�. Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ òåìïåðàòóðûîïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòàìè ñõîäèìîñòè "�ñõ, "1. Ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìóýòàïó.Ýòàï 2. Óðàâíåíèå ïåðåíîñà â P1-ïðèáëèæåíèè ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì ýíåðãèè äëÿ ÐSAÑ-ìåòîäà áóäåì áðàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:U�+1 � Unc� + divh �r�S�+1�+ ��U�+1 = 2Q�+1; (11)S�+1 � Snc� + 13divhU�+1 + ��S�+1 = Q�+1=21 ; (12)E�+1 �En� = GXg=1�cg �U�+1g �B�+1g �: (13)Âû÷èòàÿ èç ñèñòåìû (11)�(13) óðàâíåíèÿ (8), (10), (7), ïîëó÷àåì ïîïðàâî÷íóþ ôîðìó äëÿ P1-ïðèáëèæåíèÿ: ÆU�+1c� + divh �r�ÆS�+1�+ ��ÆU�+1 = ��c �B�+1 �B��+ ��s �U�+1 � U�� ; (14)ÆS�+1c� + 13divh (ÆU)�+1 + ��ÆS�+1 = 0; (15)ÆE�+1� = GXg=1 �cg �ÆU�+1g � ÆB�+1g �; (16)ãäå ÆU�+1 = U�+1�U�+1=2; ÆS�+1 = S�+1�S�+1=2; ÆE�+1 = E�+1�E�+1=2; ÆB�+1 = B�+1�B�+1=2.Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14) ïðèâåäåì ê âèäó��cg �B�+1g �B�g �+ ��sg �U�+1g � U�g � = ��cg �B�+1g �B�+1=2g �+ ��sg �U�+1g � U�+1=2g �++ ÆQ�+1=2g = ��cgÆB�+1g + ��sgÆU�+1g + ÆQ�+1=2g ;ãäå ÆQ�+1=2g = ��cg �B�+1=2g �B�g �+ ��sg �U�+1=2g � U�g �.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ýíåðãèè íà âòîðîì ýòàïå ëèíåàðèçóåì ïî òåìïåðàòóðå ïîïðàâêè âíóòðåí-íåé ýíåðãèè è ôóíêöèè Ïëàíêà ñ èíäåêñîì � + 1:ÆE�+1 = E�+1 �T �+1��E�+1=2 �T �+1=2� = E�+1 �T k+1��E�+1=2 = Ek+1 �E�+1=2 == Ek +EkT �T k+1 � T k��E�+1=2 = Ek +EkT ÆT k+1 �E�+1=2;ÆB�+1g = Bkg +BkgT ÆT k+1 �B�+1=2g ;ãäå k � èíäåêñ íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé íà âòîðîì ýòàïå; T k=0 = T �+1=2.Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå ýíåðãèè (16), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ òåì-ïåðàòóðû: ÆT k+1i+1=2 = 26664E�+1=2 �Ek + � GPg=1��cg �ÆUk+1g �Bkg +B�+1=2g �EkT + � GPg=1��cgBkgT 37775i+1=2 : (17)� 8 �



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé. . .Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (17) â ëèíåàðèçîâàííóþ ïî òåìïåðàòóðå ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14), ïî-ëó÷àåì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (14) îòíîñèòåëüíî ÆUk+1g ñ çàìåíîé èíäåêñà � + 1 íàèíäåêñ k + 1:��cgÆB�+1g + ��sgÆU�+1g + ÆQ�+1=2g = ��cgÆBk+1g + ��sgÆUk+1g + ÆQ�+1=2g == ��cg �Bkg �B�+1=2g �+ ��cgBkgT 26664E�+1=2 �Ek + � GPg=1��cg �ÆUk+1g �Bkg +B�+1=2g �EkT + � GPg=1��cgBkgT 37775i+1=2 ++ ��sgÆUk+1g + ÆQ�+1=2g = ��sgÆUk+1g + ��k��cgBkgT GXg=1 ��cgÆUk+1g +ÆF kg + ÆQ�+1=2g ;ãäå ÆF kg = ��cg8<:�Bkg �B�+1=2g �+ �BkgT 24E�+1=2 �Ek + � GXg=1��cg �B�+1=2g �Bkg�359=; ;�i+1=2 = 0@ET + � GXg0=1�cg0Bg0T1A�1i+1=2 :Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (14), (15) ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèÿïîïðàâîê â öåíòðàõ è óçëàõ èíòåðâàëîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè:ÆUi = ÆUi+1=2 + ÆUi�1=22 � p32 �ÆSi+1=2 � ÆSi�1=2� ; (18)ÆSi = ÆSi+1=2 + ÆSi�1=22 � 12p3 �ÆUi+1=2 � ÆUi�1=2� : (19)Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè (18), (19) â ñèñòåìó (14), (15), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:a0i ÆUi�1=2 + b0i ÆUi+1=2 + c0i ÆUi+3=2 + d0i ÆSi�1=2 + e0i ÆSi+1=2 + g0i ÆSi+3=2 = f0i ;a1i ÆUi�1=2 + b1i ÆUi+1=2 + c1i ÆUi+3=2 + d1i ÆSi�1=2 + e1i ÆSi+1=2 + g1i ÆSi+3=2 = f1i ; (20)ãäå a0i = � r�ip3 ; b0i = 2Vi+1=2 (q1)�i+1=2 + r�i + r�i+1p3 ; c0i = �r�i+1p3 ; d0i = �r�i ; e0i = r�i+1 � r�i ; g0i = r�i+1;a1i = �1; b1i = 0; c1i = 1; d1i = �p3; e1i = 6hq�i+1=2 + 2p3; g1i = �p3; q = 1c� + �; q1 = 1c� + �c;f0i = 2Vi+1=20BBB@���cgBkgT GPg=1��cgÆUk+1gEkT + � GPg=1��cgBkgT + ÆF kg + ÆQ�+1=2g 1CCCAi+1=2; f1i = 0; i = 0; : : : ; I � 1.Åñëè âûðàæåíèå  GPg0=1�cg0ÆUk+1g0 !i+1=2 â ñèñòåìå (20) ïåðåíåñòè â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, îáú-åäèíèâ äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû ïðè g0 = g ñ êîýôôèöèåíòàìè b0i , òî ñèñòåìà (20) ïðèìåò âèä�a0i ÆUi�1=2 +�b0i ÆUi+1=2 + c0i ÆUi+3=2 + d0i ÆSi�1=2 + e0i ÆSi+1=2 + g0i ÆSi+3=2�k+1g �� 9 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâ� 2� 24V �k�cgBkgT GXg0=1 ��cg0 � �cg� ÆUk+1g0 35i+1=2 = �f01i ��+1=2g ; (21)�a1i ÆUi�1=2 + b1i ÆUi+1=2 + c1i ÆUi+3=2 + d1i ÆSi�1=2 + e1i ÆSi+1=2 + g1i ÆSi+3=2�k+1g = �f1i ��+1=2g ;ãäå �f01i ��+1=2g = 2Vi+1=2 �ÆF kg + ÆQ�+1=2g �i+1=2; �f1i ��+1=2g = 0; �i+1=2 =  ET + � GPg0=1�cg0Bg0T!�1i+1=2;�b0i = b0i � 2� �V �kBkgT�2cg�i+1=2; i = 0; : : : ; I � 1; g = 1; : : : ; G.Ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà (21) ðåøàåòñÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 0;5ÆUg � ÆSg = 0.Ñèñòåìó óðàâíåíèé (21) ðåøàåì ñðàçó äëÿ âñåõ ãðóïï G ïðÿìûì îáðàùåíèåì âñåé ìàòðèöû êî-ýôôèöèåíòîâ ðàçíîñòíîé ñèñòåìû. Ïîñëå îáðàùåíèÿ ìàòðèöû âû÷èñëÿåì òåìïåðàòóðó ïî ôîðìóëåT k+1i+1=2 = T ki+1=2 + ÆT k+1i+1=2.Ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé âòîðîãî ýòàïà ïåðåõîäèì íà íîâóþ âíåøíþþ èòåðàöèþ �. Ïðè ñõîäè-ìîñòè èòåðàöèé � ïåðåõîäèì íà ñëåäóþùèé øàã ïî âðåìåíè.×èñëåííûå ðàñ÷åòûÄëÿ èññëåäîâàíèÿ íîâîé ñõåìû ðàññìîòðèì àíàëîã çàäà÷è Ôëåêà [10] â ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîéãåîìåòðèè. Íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ òîëùèíîé 4 ñì ïàäàåò ïëàíêîâñêèé ïî-òîê èçëó÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé òåìïåðàòóðå âåùåñòâà T = 1 êýÂ. Ñëîé ñîñòîèò èç òðåõ ôèçè÷åñêèõîáëàñòåé. Ðàäèóñ âíóòðåííåé ñôåðû 100 ñì, âíåøíåé � 104 ñì. Ñïåêòðàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàâíåøíåé ãðàíèöå èìåþò âèä 'R = 0. Íà âíóòðåííåé ãðàíèöå 'L = 0;5B (T = 1 êýÂ). Êîýôôèöèåíòïîãëîùåíèÿ âû÷èñëÿëñÿ ïî ôîðìóëå �c = � �1� e�"=T �"3 , � = 27 â îáëàñòè 1 (102 ñì < r < 102;4 ñì)è â îáëàñòè 3 (102;4 ñì < r < 104 ñì), � = 10 000 â îáëàñòè 2 (102 ñì < r < 102;4 ñì). Êîýôôèöè-åíò ðàññåÿíèÿ �s = 0. Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà â îáëàñòÿõ T = 0;00001 êýÂ, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿâåùåñòâà E = 0;81T .Ïî ýíåðãåòè÷åñêîé ïåðåìåííîé ðàñ÷åòû âûïîëíåíû íà ñåòêå "g = 0; 0,3; 0,6; 0,8; 1,2; 1,5; 1,8; 2,4;2,7; 3; 4; 5; 7; 9; 11; 15 êýÂ (÷èñëî ãðóïï 15). Ïî ïðîñòðàíñòâó èñïîëüçîâàëàñü íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà(24, 14, 18 èíòåðâàëîâ â îáëàñòÿõ 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî) ñî ñëåäóþùèìè óçëàìè (â ñì): r1 = 100;100,004; 100,04; r4 = 100;1; : : :; r22 = 101;9 (18 èíòåðâàëîâ ðàâíîìåðíî ïî r, �r = 0;1); r23 = 101;987;101,999; 102; 102,001; 102,004; 102,013; r29 = 102;04;: : :; r37 = 102;36 (8 èíòåðâàëîâ ðàâíîìåðíî ïî r,�r = 0;04); r38 = 102;396; 102,4; 102,404; 102,44; r42 = 102;5;: : :; r57 = 104 (15 èíòåðâàëîâ ðàâíîìåðíîïî r, �r = 0;1). Â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâëåíèé èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà �� = 0;2.Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî TVD- è St-ñõåìàì. Â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëåé äëÿ ñõåìû TVD âçÿòûîãðàíè÷èòåëè ×àêðàâàòè�Îøåðà [11] è minmod, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì.Äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ ×àêðàâàòè�Îøåðà èìååìL (a; b) = 0;5 (1� Æ)minmod(a; �b) + 0;5 (1 + Æ)minmod(�a; b) ;èëè â âèäå ôóíêöèè-îãðàíè÷èòåëÿ�i+1=2 = 0;5 (1� Æ)minmod�1; �b�i+1=2�+ 0;5 (1 + Æ)minmod��; b�i+1=2� ;ãäå �i+1=2 = L ��Ji�1=2;�Ji+1=2��Ji�1=2 = L�1; b�i+1=2�, b�i+1=2 = �Ji+1=2�Ji�1=2 ; a � çíà÷åíèå ðàçíîñòè íà âõîäå âÿ÷åéêó; b � çíà÷åíèå ðàçíîñòè íà âûõîäå èç ÿ÷åéêè; � � ïàðàìåòð ñæàòèÿ. Ïàðàìåòð Æ îïðåäåëÿåòòèï ñõåìû è ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ ×àêðàâàòè�Îøåðà ïîëàãàëîñü Æ = 1=3,� = 3. � 10 �



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé. . .Äëÿ îãðàíè÷èòåëÿ minmod (Æ = 0; � = 1) èìååì �ni+1=2 = 1 + sign�b�ni+1=2�2 min�1; ���b�ni+1=2����.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà òðè ìîìåíòà âðåìåíè. Âûáðàíû õàðàê-òåðíûå ìîìåíòû äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû: ct = 3 ñì � ïðîãðåâ îáëàñòè 1, âõîæäåíèå è íà÷àëîðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîòíîì âåùåñòâå; ct = 7;5 ñì � ïðîãðåâ îáëàñòè 2; ct = 180 ñì �ïðîãðåâ îáëàñòè 3, âûõîä íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì (ñîîòâåòñòâåííî 10, 25 è 600-é øàãè ïî âðåìåíèïðè � = 10�11 c, "ñõ = 0;0001). Ðåøåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýòàëîííûì ðàñ÷åòîì, ïðîâåäåííûì íà 4 000èíòåðâàëàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ðèñ. 1 ñíèçó èçîáðàæåí ôðàãìåíò óêàçàííûõ ïðî-

Ðèñ. 1. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà íà 10 (1), 25 (2) è 600-ì øàãå (3): � ýòàëîííîå ðåøåíèå; � � � �TVD-ñõåìà c îãðàíè÷èòåëåì minmod; � � � � TVD-ñõåìà c îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà; � � � � � St-ñõåìà� 11 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. Øåñòàêîâôèëåé â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå. Âèäíî, ÷òî St-ñõåìà ñèëüíî ðàçìàçûâàåò ïðîôèëü, TVD-ñõåìà cîãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, TVD-ñõåìà c îãðàíè÷èòåëåì minmodäàåò ïðîìåæóòî÷íûé ðåçóëüòàò.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïðîôèëè ôóíêöèé-îãðàíè÷èòåëåé ×àêðàâàòè�Îøåðà è minmod íà 10-ìøàãå äëÿ � = 0;9, g = 13. Âèäíî, ÷òî íà âñåì èíòåðâàëå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà äàííûé ìîìåíòâðåìåíè ôóíêöèÿ-îãðàíè÷èòåëü minmod îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ (ôóíêöèÿ-îãðàíè÷èòåëü ×àêðàâàòè�Îøåðà � â ÷åòûðåõ òî÷êàõ). Â ýòèõ òî÷êàõ "ðàáîòàåò" ñõåìà ïåðâîãîïîðÿäêà, â îñòàëüíûõ � ñõåìà ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà. Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îãðàíè-÷èòåëåé â îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ çíà÷åíèÿ âíå ãðàíèö ñèñòåìû áåðóòñÿ èç ãðàíè÷íûõ èíòåð-âàëîâ, ò. å. ïîëàãàåòñÿ Jg;�1=2 = Jg;1=2, Jg;I+1=2 = Jg;I�1=2, ïîýòîìó ðàáîòàåò âñåãäà ñõåìà ïåðâîãîïîðÿäêà.Ïðè âûõîäå íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå â ïëîñêîé ãåîìåòðèè ìîæíî ñðàâíèòüñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ïî ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì èç ðàçëîæåíèÿ ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðàïåðåíîñà â ðÿä Íåéìàíà: T � 8>>><>>>: 7p1� 0;00659 (r � r0) â îáëàñòè 1;7p5;8683 � 2;44 (r � r0) â îáëàñòè 2;7p0;00659 (4 + r0 � r) â îáëàñòè 3:Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà, ðàññ÷èòàííûå ïî ðàçíûì ñõåìàì è àíà-ëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì â ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Âèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà âåùåñòâà, ïîëó÷åííàÿ èç÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî TVD-ñõåìå ñ îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà, ëó÷øå âñåõ ñîãëàñóåòñÿ ñàíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëîé.Â òàáë. 1�3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé çàâèñèìîñòè ìåòîäà PSAC îò øàãîâ ïî âðåìåíè,ïðîñòðàíñòâó è êîíñòàíòû ñõîäèìîñòè âíåøíèõ èòåðàöèé.

Ðèñ. 2. Ïðîôèëè ôóíêöèé-îãðàíè÷èòåëåé äëÿ � = 0;9, g = 13: � îãðàíè÷èòåëü ×àêðàâàòè�Îøåðà;� � � � îãðàíè÷èòåëü minmod � 12 �



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé. . .

Ðèñ. 3. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû âåùåñòâà: � � � � TVD-ñõåìà c îãðàíè÷èòåëåì minmod; � TVD-ñõåìà cîãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà; � � � � � St-ñõåìà; � òî÷íîå ðåøåíèå Òàáëèöà 1Ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 âðåìåííûõ øàãîâ ïðè ðàñ÷åòå íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêåÑõåìà "ñõ = 0;0001 "ñõ = 0;00001 "ñõ = 0;000001St 3,45 4,25 5,20TVD c îãðàíè÷èòåëåì minmod 3,45 4,25 5,15TVD c îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà 3,50 4,30 5,20 Òàáëèöà 2Ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé íà ðàçíûõ âðåìåííûõ øàãàõ ïðè ðàñ÷åòå íà íåðàâíîìåðíîéñåòêå, "ñõ = 0;0001Ñõåìà � = 10�11 c � = 10�12 c � = 10�13 cSt 3,3 2,5 2TVD c îãðàíè÷èòåëåì minmod 3,3 2,5 2TVD c îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà 3,3 2,5 2 Òàáëèöà 3Ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 âðåìåííûõ øàãîâ ïðè ðàñ÷åòå íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõc øàãîì hÌåòîä h = 0;08 (I = 50) h = 0;04 (I = 100) h = 0;027 (I = 150)PSAC 2,9 3,2 3,3ÂÄÝ 4,9 7 8,9Ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ 152 216 258� 13 �



À. Ä. Ãàäæèåâ, Ä. À. Êîøóòèí, À. À. ØåñòàêîâÂ òàáë. 1 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãîâ ñ ðàçëè÷íû-ìè êîíñòàíòàìè ñõîäèìîñòè "ñõ ïðè � = 10�11 c íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. ×èñëî âíóòðåííèõ èòåðàöèéíà îáîèõ ýòàïàõ ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 2�3 íà îäíîé âíåøíåé èòåðàöèè. Âèäíî, ÷òî âñå ñõå-ìû ñõîäÿòñÿ áûñòðî è ïðèìåðíî ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñëàáî çàâèñèò îòêîíñòàíòû. Ïðè óìåíüøåíèè êîíñòàíòû ñõîäèìîñòè íà ïîðÿäîê ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé óâåëè÷èâà-åòñÿ íà 1.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé íà ðàçëè÷íûõ âðåìåííûõ øàãàõ, ñ êîòîðûìèâåëñÿ ñ÷åò íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå äî t = 10�10 c, ïðè êîíñòàíòå ñõîäèìîñòè "ñõ = 0;0001. Âèäíî,÷òî çàâèñèìîñòü ìåòîäà óñêîðåíèÿ îò âðåìåííîãî øàãà ñëàáàÿ.Â òàáë. 3 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé çà 20 ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãîâ ïðè ñ÷åòåíà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê (I) 50, 100, 150 ïðè � = 10�11 c, "ñõ = 0;0001 äëÿ TVD-ñõåìûc îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìåòîäà ÂÄÝ [3] è ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè.Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà òî÷åê â 3 ðàçà ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé â ìåòîäå PSAC âîçðàñ-òàåò â 1,2 ðàçà, â ìåòîäå ÂÄÝ � â 1,8 ðàçà, â ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè � â 1,7 ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî çàâèñèìîñòü ìåòîäà PSAC îò ðàçìåðà øàãà áîëåå ñëàáàÿ. Â òî æå âðåìÿ çàâèñèìîñòü âðåìå-íè ñ÷åòà îò ÷èñëà ÿ÷ååê â ìåòîäå PSAC áîëåå ñèëüíàÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþâðåìåíè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû îò ÷èñëà òî÷åê. Ïî-âèäèìîìó, áåç ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïî ÷èñëó òî÷åêýòîò ìåòîä ìîæåò ñòàòü ýêîíîìè÷åñêè íåýôôåêòèâíûì.Â òàáë. 4 ïðèâåäåí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ñõåì íà òðåõ ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ (40 èíòåðâàëîâ è 20øàãîâ ñ � = 2 � 10�11 c, 80 èíòåðâàëîâ è 40 øàãîâ ñ � = 10�11 c, 160 èíòåðâàëîâ è 80 øàãîâ ñ� = 5 � 10�12 c) íà ìîìåíò âðåìåíè t = 4 � 10�10 c, ïîëó÷àåìûé â L1-íîðìå ïî ôîðìóëåÆ = log2 

Th � Th=2



Th=2 � Th=4

 ;ãäå 

Th � Th=2

L1 = MPi=1 ��Ti+1=2 � T �ri+1=2��� (ri+1 � ri), Ti+1=2 � òåìïåðàòóðà íà ñåòêå ñ øàãîì h,T �ri+1=2� = T �rk+1=2�+ T �rk�1=2�2 � óñðåäíåííàÿ òåìïåðàòóðà èç äâóõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê íà ñåòêå ñøàãîì h=2.Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè â òàáë. 4 ïðèâåäåí äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ çàäà÷è Ôëåêà. Â âàðèàíòå 1 ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, îïèñàííàÿ âûøå. Â âàðèàíòå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå çàäà÷à ñ îäèíàêîâûìêîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ �c = 27 �1� e�"=T �"3 âî âñåõ îáëàñòÿõ. Âèäíî, ÷òî â îáåèõ çàäà÷àõñõîäèìîñòü TVD-ñõåì ëó÷øå, ÷åì ñõîäèìîñòü St-ñõåìû. Òàáëèöà 4Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ñõåì ïðè ðàñ÷åòå íà ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ äâóõ âàðèàíòîâ çàäà÷è ÔëåêàÑõåìà Âàðèàíò 1 Âàðèàíò 2St 0,61 0,95TVD c îãðàíè÷èòåëåì minmod 0,94 1,37TVD c îãðàíè÷èòåëåì ×àêðàâàòè�Îøåðà 1,30 1,26
Â çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñòðîåííîé TVD-ñõåìå óäàëîñü ñîõðàíèòü âàæíîå äîñòî-èíñòâî DSn-ìåòîäà, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ýêîíîìè÷íûé ìåòîäáåãóùåãî ñ÷åòà. Íîâàÿ ñõåìà òàêæå ñî÷åòàåò â ñåáå êîíñåðâàòèâíîñòü, óëó÷øåííóþ ìîíîòîííîñòüçà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ TVD-ðåêîíñòðóêöèè è ïîâûøåííûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó.� 14 �



Ìåòîä äèñêðåòíûõ îðäèíàò ñ TVD-ðåêîíñòðóêöèåé è ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä óñêîðåíèÿ èòåðàöèé. . .Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ãîäóíîâ Ñ. Ê. Ðàçíîñòíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðîäè-íàìèêè // Ìàò. ñáîðíèê. 1959. Âûï. 3, � 47. C. 271�306.2. Larsen E. W. Unconditionally stable di�usion-synthetic acceleration methods for the slab geometrydiscrete ordinates equations // Nucl. Sci. and Eng. 1982. Vol. 82. P. 47�70.3. Ãàäæèåâ À. Ä., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ À. À. Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäóðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ // Âîïðîñû àòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2009. Âûï. 2. Ñ. 37�48.4. Ãàäæèåâ À. Ä., Çàâüÿëîâ Â. Â., Øåñòàêîâ À. À. Ïðèìåíåíèå TVD-ïîäõîäà ê DSn-ìåòîäóðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîé RZ -ãåîìåòðèè // Òàìæå. 2010. Âûï. 2. Ñ. 30�39.5. Òðîùè¼â Â. Å. Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ êâàçèäèôôóçèè ïî ñîãëàñîâàí-íûì ðàçíîñòíûì ñõåìàì // ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ì.:Íàóêà, 1966. Ñ. 177�185.6. McCoy D. R., Larsen E. W. Unconditionally stable di�usion synthetic acceleration methods for theslab geometry discrete-ordinates equations. Part II: Numerical results // Nucl. Sci. and Eng. 1982.Vol. 82. P. 64.7. Äèáèðîâ Î. À., Åëåñèí Â. À., Òðîùè¼â Â. Å., Þäèíöåâ Â. Ô. Ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ // Âîïðîñûàòîìíîé íàóêè è òåõíèêè. Ñåð. Ìåòîäèêè è ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòå-ìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 1978. Âûï. 1. Ñ. 10�17.8. Ãðîøåâ Å. Â. Î ïðèìåíåíèè ìåòîäà Ðàéáèêè ê ïðîöåññó ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ èòåðàöèÿìè ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì // Òàì æå. Ñåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 2010. Âûï. 1. Ñ. 39�47.9. Ãðîøåâ Å. Â. Îá îäíîì ìåòîäå óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îä-íîìåðíîãî íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ìíîãîãðóïïîâîì êèíåòè÷åñêîìïðèáëèæåíèè // Òàì æå. 1992. Âûï. 1. Ñ. 67�72.10. Fleck J. F., Cummings J. D. An implicit Monte-Carlo scheme for calculating time and frequencydependent nonlinear radiation transport // J. Comp. Phys. 1971. Vol. 8(3). P. 313�342.11. Osher S., Chakravarthy S. High resoultion schemes and the entropy condition // SIAM J. Numer.Anal. 1984. Vol. 21(5). P. 955�984.
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